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1 Transformée de Fourier sur L'(RY)

Définition 1. La transformée de Fourier d'une fonction f € L'(R?) est la fonction f :RY — C définie
par

d
VEeRY,  f(&) = / f(x)e ®*dx, ou Ex=¢x= Z Eexye .
R4 k=1

Proposition 1. La transformation de Fourier
F o LIMRY) — G(RY
foo— f
est une application linéaire continue de norme 1 (en munissant 6}, (R?) de la norme uniforme || - ||co)-

Exemple 1. Soit a > 0. On note f; = 1[_q4]. Alors

A 2sin(af)
VEeR, fu(d) = ¢

0 sinon

si&E#0

Exemple 2. Soit f : R — R définie par f(x) = e . Alors f € L'(R) etV € R, [ (&) = e

~2
\}Ee_ﬁ pour tout x € R. Alors g, € L}(R)

Exemple 3 (Gaussiennes). Soit o > 0. On définit g,(x) =
et

o

o2 §2

VEER, go(§)=e 7
Proposition 2 (Riemann-Lebesgue). Si f € L'(R%), alors f(g) — 0 quand || — co.
Proposition 3 (Lien avec la dérivation).

1. Sif € L{(R) N EY(R) avec f’ € L\(R), alors pout tout & # 0, (&) = i&f (&).
2. Sif € L}(R) est telle que la fonction g : x — —ixf(x) est intégrable. Alorsf est dérivable et (f)' =g.

Théoréme 1. Inversion de Fourier L'
Soit f € L'(RY). On suppose que f € L'(R?). Alors on a presque partout

_ 1
 (2n)?

f =g [ feitac.

Autrement dit, en notant §(x) = g(—x),ona f = (2;11)”’]5'

En particulier, f admet un représentant continu.

Corollaire 1. F est injective. Autrement dit, si f,g € L'(R%) sont telles quef =g alors f =g p.p.



2 Convolution

Définition 2. Soient f,g : R? — C deux fonctions mesurables. Lorsque cela a un sens, on définit la
convolution f * g de f et g par

£9(0 = [ gy,

Si cette intégrale existe, on a immédiatement
fe9(0 = [ flx=ngwy =g+ F).

Théoréme 2. Soient p, q € [1, 00] des exposants conjugués (i.e. ’% + é =1)

1 Sif € LY(R?) et g € L'(RY), alors f + g(x) existe pour presque tout x et définit f * g € L'(R?) qui
vérifie
If = glle < 1 flllglls -

2. Sif € LN(RY) et g € LP(R?), alors f + g(x) existe pour presque tout x et définit f x g € LP(R?) qui
vérifie
If =gl < 1 flllgllp -
3. Sif € LP(RY) et g € LI(RY), alors f * g(x) existe pour tout x et définit f + g € L°(RY) qui vérifie

If *glleo < 1 £1lpllgllq -

De plus, f = g est uniformément continue. Enfin, si1l < p < oo, alors | llim fxg(x)=0.
x|—00

Proposition 4.  Soient f,g € L'(R?). Alors f * g = fﬁ .

Théoréme 3. Si f : R? — C est intégrable et si p : R — R est de classe €~ et a support compact. Alors
p * f est définie partout et de classe €% sur R%. De plus, pour toute dérivée partielle 3 d’ordre < k, on a

*(p*f)=(p)*f.
En particulier, si p est €, alors les fonctions p * f sont €.

Définition 3. On appelle approximation de I'unité une suite (p,) de fonctions mesurables positives
sur RY, d’intégrale 1 et telles que

Vé > 0, / pn(x)dx —— 0.
[x|>8 n—oo

Proposition 5. Sip : R? — R, est mesurable d’intégrale 1, alors

pn(x) = n?p(nx)

n2x2 k) e
définit une approximation de l'unité. Par exemple, p,(x) = —'21 e~z estuneapproximation de ['unité surR.
\"y

Théoréme 4. Soit (p,) une approximation de l'unité.
1 Sif € €, (RY), alors p,, * f converge vers f uniformément sur les compacts.

2. Sip < ooetfeLP(RY), alors p, * f converge vers f dans LP (R?).

Définition 4. Une suite régularisante est une approximation de I'unité composée de fonctions € a
supports compacts.

Théoréme 5. Soit Q C RY ouvert. Si p < oo, alors €=°(Q) est dense dans LP (Q).



3 Transformée de Fourier sur .7 (RY)

Pour un multi-indice & € N?, on notera |a| = 22:1 lag| le “poids” de & et pour (xy,...,x4) € R?, on
notera
a _ .o ad £ _ Ad
x®=xtxt, Ff =y g f

Définition 5. On introduit I'espace .7 (R?) des fonctions f de classe € sur R? telles que pour tous
multi-indices a, 3,
sup |xﬁ8”‘f(x)| <00,

xeR4

Autrement dit, .7 (R?) est I'espace des fonctions lisses dont toutes les dérivées sont a décroissance rapide
(tendent vers zéro plus vite a 'infini que n’importe quel polynéme).

Exemple 4.

llx]2
- La gaussienne g, (x) = (Zﬂaz)_%e_F est dans .7 (R9).

- Ona %> (RY) c S (RY).
Proposition 6. .7 (R?) est stable par dérivations, et par multiplication par les polynémes a d variables.
Théoréme 6. L’application F : .7 (R%) — ./ (RY) est une bijection linéaire et

1

d d _
Ve SR, VreRL W=

[ ieea.
De plus, pour toute f € . (R?), avec un léger abus de notations, on a pour tout a € N¢,

Ff(&) = F((=ix)*f(x)) (£) .
7 f (&) = (1Df (&) .

Exemple 5. On fixe f € .7 (R?) et on cherche a résoudre 'EDP —Au + u = f dans .7 (R%).

4 Transformée de Fourier sur L?(R?)

Théoréme 7. La transformée de Fourier, définie sur L'(R?) N L2(R%), s’étend par densité en une bijection
linéaire ¥ : L*(R?) — L%(R?) qui vérifie la formule de Plancherel

1
Vf e L2RY),  |Ifll: = Wllﬂ”llz,

et dont I'inverse est W% oti Ion a noté F () (&) = Ff(=¢).

sin x
Exemple 6. Ceci permet de définir la transformée de Fourier de la fonction sinc : x — —— (voir TD).
x

Exemple 7. La formule de Plancherel permet également d’exprimer 1’énergie de certaines solutions
d’EDO ou EDP. Par exemple, la formule de Plancherel permet d’exprimer avec la transformée de Fou-
rier la norme de 'espace H'(R?) des fonctions f € L?(R?) ayant des dérivées d’ordre 1 au sens faible
dans L?(R%). Autre exemple : la formule de Plancherel permet d’étudier 1'évolution de I’énergie dans
certains systémes physiques comme celui modélisé par ’équation de la chaleur.



