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TP : Martingales 2 - Le Bandit a Deux Bras - Corrigé

Le présent document a été fortement inspiré du corrigé “Machines a sous” annexé au livre “Statis-
tique en action” de Rivoirard et Stoltz. En complément on recommande la lecture de cette annexe, qui est
disponible sur Internet.

1. La meilleure stratégie est de jouer toujours avec le levier A si 64 > 65 et toujours avec le levier B sinon.
On a alors G, — max(64, 68) p.s. par la loi des grands nombres.

2. Soit ¥, la filtration ¥, = o(Xy, ..., X,). Par définition de la notion de stratégie (non randomisée), la
variable aléatoire L, est F,-mesurable. Donc M, est bien ¥, mesurable, et elle est de carré intégrable

car bornée :
n

M| < )" 1Xel + N2t + NP < 2n.
k=1
De plus,
—A — 9B1L

]E[Mn+1|7:n] =M, - QAIL =B+ EI:AXI1+1|7:n] ,

car Xy, -+, Xp, L1, -+ - , Lp+1 sont mesurables par rapport a 7. Sachant L,+; = L, X,,41 est une variable de
Bernoulli de paramétre 6. Par conséquent,

n+1 n+1

E [Xn+1|7:n] = GAanH:A + 9B1L,,+1:B .
On a donc bien E[M,41|%,] = M, donc M,, est une martingale de carré intégrable.

Calculons le processus croissant de M,. On a

2
(Mps1 — My)* = (Xn+1 —0My,,2n - QBIL,,H:B) :
Par suite,

E[(Mns1 — Mn)?|Fn] = B[ (Xns1 — 0, =4 — 9B1L,,+1:B)2]
= E[(Xp+1 — 012 Fnl1L, =4 + E[(Xnw1 — 081 Fnl1L,,. =B
=041 -0M1p,,,-4 +05(1-05)1,, 3
( - gLnﬂ(l _ eLn+l)) .
Noter que ce terme est exactement la variance conditionnelle de I’accroissement M, ., — M, (ici la loi

conditionnelle de M,,;; — M,, conditionnellement a 7, est bien une Bernoulli de paramétre Gln+),
Donc en sommant

(M)n = D B [(Mk = M_1)*|Fas] = 041 - 0)N; + 05(1 - 0P)NE .
k=1

3.0na
min(04(1- 6°),6°(1-6°))-n < (M), < N+ N7 =n,

d’ott (M),, — 400 p.s. et donc (M), = 0.

D’aprés la loi des grands nombres pour les martingales, on a — 0 p.s..

M,
. M)n
Ainsi,

M, M, (M),

n (M), n




Donc M,, = o(n) presque sirement.

Ona N 5
Gn:%+9A.N_”+QB.N_”,
n n n

Comme N2 + NB = n, on en déduit
M M
— +min(0*,0%) < G, < —* + max(6*,6") .
n n

M . .
Comme =2 — 0, il s’ensuit

min(64, 6%) < liminf G, < limsup G, < max(8%,6%).

4. Voir corrigé du code.
5. Voir corrigé du code.
6. Supposons 64 > 68, Les quatre situations possibles & I'issue de I'étape 1 sont

(a) Ly = AetXj =1, avec probabilité %QA — Réussite.

(b) Ly = Aet Xj = 0, avec probabilité %(1 — 6%) — Les estimateurs sont inchangés.
(c) L, = Bet X; =1, avec probabilité %93 — Echec.
(d) Ly = Bet X; = 0, avec probabilité %(1 — 0B) — Les estimateurs sont inchangés.

Dans le cas (c), pour tout n > 1, L, = B car 08 > 0 = 63.
Tant que X; = 0 (quel que soit L;), ona 62 = 65 = 0.
Désque X, =1,0ona 9;‘ > 0 ou 95 > 0 selon le résultat du p-iéme tirage. Puis pour tout n > p, 62 > 0

alors que 62 = 0 (ou réciproquement).
La probabilité d’échec s’exprime donc par

Pléchec) = P(3p € N', X = -+ = X,y = 0,1, = Bet X, = 1)

= > PG ==X 1=0,L,=BetX,=1)

p>1

= > (L, =BetX, =1X ==X, 1 = 0P(X; = -+ = X, 1 = 0)

p=1

6" 08 < (1-04  1-65\"7 B

= — PX:~~~: 1=0)= — —+ = —
22(1 p1=0) 22(2 2) 04 + 68
p=1 p=1

Le probléme vient du fait qu’on ne joue pas avec chaque levier une infinité de fois.

7. Posons

n
M,I; = ZXkl{Lk=L} - QLNrI; .
k=1

= s
On a bien 0% — 9F = ==

N - ME est F,-mesurable et de carré intégrable car

n
IMEL < > Xkl + 0" Ny <n+1x Ny <2n.
k=1

De plus,

E[ME, |Fn) = ME +1p, 1B [Xon|Fn] — 0511, =1

— AL L L _ gL
= Mn +0 1Ln+1:L -0 1Ln+1:L - Mn >



car Xy, ...,Xn, L, ..., Ly sont F,-mesurables. Mﬁ est donc une martingale.
Et on peut calculer son processus croissant car

E [(ME,, — ME?|Fa] = B [(Xnaile, =1 — 0M11,,-1)% %]
= E [(Xns1 = 0" |Fn] 111
=01 -0h1,

n+1=L +

Donc en sommant
(ML, = 61— 6")NE,

8. Supposons N — +co p.s. Alors on a
MYy, =0t (1 - 0MNE = 400 pis.,
n

et donc (M) = oo p.s. D’apres la loi des grands nombres pour les martingales,

L
50 S. .
(MLy, P
Or .
ME ME oL — ot

(MLy, ~ 9L(1— 0L)NL ~ 8L(1— 0Ly’

On a donc éz — 0L ps.

9. A partir de maintenant, on supposera par exemple 84 > 6B, Par la question précédente, on a presque
slirement - A
04 — 04 et 05 — 0P,

En particulier, p.s. w, il existe un rang ny(w) tel que
n>ny(w) = 6}>68

et donc pour n > no(w)etn ¢ T,ona L,y = A
Ecrivons alors N 5
G,—-04 = N—"(e,f} -0+ N—"(e,lf -04).
n n
Pour n > nyg(w), on a
n> N2> n-ny(0) - Card(l? N {no(w),...,n}),

et
NB < Card@Bn {1,...,n}) + no(w) . (1)
Puisque Card(T* N {1,...,n}) = o(n), on en déduit que presque siirement,
A B
2 51 et % —0 donc G, — 6 =max(84,65) ps..
n n

10. Voir la correction du code.

11. On va supposer maintenant que
CardT N {1,...,n}) = o(v/n).

En considérant uniquement les excitations données par le bras A, le théoreme central-limite usuel donne

% i(EQ 0% % N (0,041 - 6%)).
k=1



n

1
VAGy = 0%) = = 0 = 0
=
1 n
A A _ B A
- (B4 - (B - By, - 0%)
k=1
1 ¢ 1 v
= — (E‘]?—QA)— — (E;?—Ef)lL =B.
o O g
Remarquons qu’en valeur absolue, le deuxiéme terme est < —=Card(T'® N {1,...,n}) et donc tend vers

vn
zéro p.s. grace aux choix de I'". Le lemme de Slutsky permet de conclure que

V(G — 0%) =25 N (0,04(1 - 6%4)).

12. Voir la correction du code.



