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Exercice 1.

Soit (Xn) une suite de v.a.r. centrées indépendantes et Sn =
n∑
k=1

Xk . On suppose que
n∑
k=1
E[X 2

k ] < ∞ .

1. Montrer que (Sn) converge dans L2.
2. Montrer que (Sn) converge p.s.

Exercice 2. Théorème des trois séries, condition su�sante

Soit (Xn) une suite de v.a.r. indépendantes. Pour a > 0, on pose Y a
n = Xn1 |Xn |6a .

On suppose qu’il existe a > 0 tel qu’on ait convergence des trois séries∑
P(|Xn | > a)

∑
E[Y a

n ]
∑

Var(Y a
n ) .

1. Montrer que la série
∑
(Y a

n − E[Y
a
n ]) converge p.s.

2. En déduire que
∑
Y a
n converge p.s.

3. Montrer que P(lim sup
n→∞

{Xn , Y
a
n }) = 0.

4. En déduire que
∑
Xn converge.

Exercice 3. Processus de Galton-Watson

Soit (ξn, j )n, j ∈N une famille de v.a. à valeurs dans N i.i.d. de loi µ d’espérancem < ∞.
On suppose que µ , δ1 et µ , δ0.
On dé�nit une suite Xn en posant X0 = ` ∈ N

∗ puis par récurrence

∀n ∈ N, Xn+1 =

Xn∑
j=1

ξn, j .

On considère aussi la �ltration Fn = σ ( ξk , j , 1 6 k < j , j ∈ N ) .

1. Montrer que (m−nXn) est une martingale pour la �ltration (Fn).
2. En déduire que (m−nXn) converge p.s. vers une v.a. Z �nie p.s.
3. Supposonsm < 1. Montrer qu’alors on a p.s. Xn = 0 à partir d’un certain rang.
4. Supposonsm > 1 et que les ξn, j admettent une variance σ 2.

a. Montrer que (m−nXn) est bornée dans L2.
b. Montrer que E[Z ] = `.
c. En déduire que P(Z > 0) > 0.
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