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Exercice 1.

n n
Soit (X},) une suite de v.a.r. centrées indépendantes et S,, = Z Xk. On suppose que Z E[Xz] <00,
k=1 k=1
1. Montrer que (S,) converge dans L2.

2. Montrer que (S,) converge p.s.

Exercice 2. Théoréme des trois séries, condition suffisante

Soit (X,) une suite de v.a.r. indépendantes. Pour a > 0, on pose Y/ = X1, |<q -
On suppose qu’il existe a > 0 tel qu’on ait convergence des trois séries

DEIXal > MUEE] ) Var(v).

1. Montrer que la série ;(Y,? — E[Y?]) converge p.s.
2. En déduire que }} Y,? converge p.s.
3. Montrer que P(lim sup{X, # Y, }) = 0.

n—oo

4. En déduire que }; X, converge.

Exercice 3. Processus de Galton-Watson

Soit (&, j)n, jen une famille de v.a. a valeurs dans N i.i.d. de loi y d’espérance m < co.
On suppose que p # & et u # 8.
On définit une suite X, en posant Xy, = £ € N* puis par récurrence

Xn
VneN, Xpa= ) fnj.
=1
On considére aussi la filtration 7, = 0( & j, 1<k <j, jeN).
1. Montrer que (m~"X,,) est une martingale pour la filtration (77,).
2. En déduire que (m™"X,,) converge p.s. vers une v.a. Z finie p.s.
3. Supposons m < 1. Montrer qu’alors on a p.s. X;, = 0 & partir d’un certain rang.

4. Supposons m > 1 et que les &, ; admettent une variance o2.
a. Montrer que (m™"X,,) est bornée dans L?.
b. Montrer que E[Z] = ¢.
c. En déduire que P(Z > 0) > 0.



