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TP : Martingales 2 - Le Bandit a Deux Bras

On considére une machine & sous a deux leviers A et B.

Pour le levier L, le gain est de 1 euro avec probabilité %, et 0 euro avec probabilité 1 — §*.

On suppose que 0 < 64, 08 < 1avec 04 # 65.

On introduit deux suites indépendantes (EZ), (EB) de v.a. i.i.d. de Bernoulli de parametres 64 et 67
respectivement. A I’étape n le joueur choisit le levier U, € {A, B} au vu des gains antérieurs Xj, . . ., Xp_1.
Il T'actionne et obtient le gain X, = EUn. Apres I’étape n, le gain moyen s’écrit

18
G, = — Xk.
n ng k

Le joueur va chercher a optimiser son gain moyen en adoptant une stratégie pour le choix des leviers.
Pour n > 1, on note Nk le nombre de fois ot le joueur a choisi le levier L jusqu’a I’étape n. On pose aussi

n
My =" X = 04Nz - 0PN .
k=1

Préliminaires

1. Quelle est la meilleure stratégie si le joueur connait 64 et 8 ?
Vers quoi converge alors le gain moyen?

2. Montrer que M, est une martingale de carré intégrable et de processus croissant
(M), = 641 - 0*)N2 + 081 - 9B)NEB .
3. Montrer que M, = o(n) p.s. En déduire que presque siirement on a

min(6*, 6%) < liminf G, < limsup G, < max(#4, 6%).

On dira d’une stratégie qu’elle est bonne si presque sirement
G, — max(04,08) .
Dans la suite, on estime les probabilités inconnues 64 et 68 par
1 © ; oL
NL Z WL Xe=1y U Ny 21

n k=1
0 sinon

55:



Stratégie naive
Une stratégie naturelle consiste a choisir, pour tout n > 0,

A sifd > 08
Up1 =B i3 <068

A ou B avec probabilité % sig4 =08

4. Implémenter la stratégie naive. Tracer n — G,, n > 04, et n— 65,

5. Vérifier numériquement que cette stratégie n’est pas bonne.
Estimer numériquement la probabilité d’échec.

6. Montrer que cette stratégie n’est pas bonne. Quel est le probléme ?

Une bonne stratégie

M,
NL”

7. Trouver une martingale ML de carré intégrable, qui vérifie 6% — 6F =
Vérifier que son processus croissant est (ML), = 0%(1 — 6L)NL.

8. En déduire que si N — +oo p.s., alors §L — 6L p.s.. Pour s’assurer que N2 et N2 tendent vers I'infini,
on fixe deux ensembles infinis d’indices I'*, T'8 disjoints pour lesquels on va jouer respectivement A et B.
On pose donc ' = T4 U T8 puis

A si nEFAou(nQFetanEZg,?)
Un+1:

B si neTBou(n¢rletfs <6B)

On choisira I" de telle sorte que sa densité tende vers 0 :

1
—'n{t,...,n}] — 0.
n n—oo

9. Montrer qu’avec cette nouvelle stratégie, G, — max(8%, 98) p.s.

10. Implémenter cette nouvelle stratégie. Représenter G, ainsi que les estimateurs 05 et 05.
11. Supposons [T N {1,...,n}| = o(+/n). En écrivant

1 © 1«
V(G = 0%) = — ;w,ﬁ - = ;(E;‘ — EDy,-5 .

montrer qu’on a la convergence en loi
Vn(G, — max(64, 08)) — N(0, o?),

ol o = max(8%, 88)(1 — max(64, 65)).

12. Mlustrer cette convergence en loi.



