
ENS Cachan 2015-2016 Préparation à l’Agrégation
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Ruine du joueur

Exercice 1 (Identités de Wald). [4]
Soit (Xi)i>1 une suite de variables aléatoires intégrables i.i.d. On pose m = E[X1],

S0 = 0, F0 = {Ω, ∅}, et pour n > 1, Sn =
∑n

i=1Xi, et Fn = σ(X1, ..., Xn). Soit τ un temps
d’arrêt intégrable.

1. On pose Mn = Sn − nm. Montrer que (Mn)n>0 est une martingale.

2. Montrer que pour tout n, E[Sn∧τ] = mE[n ∧ τ].

3. Montrer que Sτ est intégrable et que E[Sτ] = mE[τ].

On admet la seconde identité de Wald : si E[X2
1 ] <∞, sim = 0, et si l’on note σ2 = Var(X1),

alors E[S2
τ ] = σ2E[τ] .

Exercice 2 (Ruine du joueur). [1, 2, 3]
On considère (Xi)i>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que P (X = 1) = p

et P (X = −1) = q avec p = 1 − q et p ∈]0, 1[. On modélise l’évolution de la fortune
d’un joueur jouant 1 euro à chaque partie et partant d’une fortune initiale a ∈ N∗ par
Sn = a+

∑n
i=1Xi. On suppose que le joueur s’arrête de jouer lorsqu’il a atteint la somme

b ∈ N (b > a) ou lorsqu’il est ruiné (ie Sn = 0). On note τ = inf{n > 0 | Sn = b ou Sn = 0},
et on appelle probabilité de ruine la probabilité P(Sτ = 0).

1. Simuler avec Scilab une partie jusqu’à ruine ou fortune du joueur en fonction de a,
b, et p.

2. Vérifier que n 7→Mn = Sn− n(p− q) est une martingale pour une filtration que l’on
précisera.

3. Montrer que τ est un temps d’arrêt et que E[τ] <∞.

Cas p 6= q :

4. On suppose que p 6= q. Calculer E[τ] en fonction de la probabilité de ruine.

5. Posons Zn = ( q
p
)Sn . Montrer que c’est une martingale positive. En déduire E[Zτ].

Déduire de ce qui précède la probabilité de ruine et la valeur de E[τ].

6. Pour p = 1
3
, a = 10 et b = 20, estimer numériquement la durée moyenne d’une partie.

Estimer la probabilité de ruine. Vérifier les résultats obtenus.

7. Construire un histogramme des durées des parties pour différentes valeurs de p. Tracer
les courbes théorique et expérimentale de la durée moyenne d’une partie en fonction
de p. Tracer aussi ces courbes pour la probabilité de ruine.
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Cas p = q :

8. Supposons p = q = 1/2. Calculer la probabilité de ruine du joueur. À l’aide de la
seconde identité de Wald, calculer la valeur de E[τ].

9. Vérifier que cette valeur est bien la limite du cas p 6= q.

10. De même pour p = 1
2
, a = 10 et b = 20, estimer numériquement la durée moyenne

d’une partie. Estimer la probabilité de ruine. Vérifier que les résultats obtenus cor-
respondent aux valeurs théoriques.
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