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Intégration

1 Mesures et Intégrales

1.1 Rappels de cours
Soit E un ensemble.

Définition 1. Une tribu sur E est un ensemble A de parties de E qui vérifie
- Ee A,
-AeA = A e A,
-(VneN, A, e A) = JA, € A.

Exemple 1.
- P (E) est une tribu (dite discréte)
- {@, E} est une tribu (dite grossiére).
- Si (A;)icr est une famille de tribus, alors ﬂ A; est une tribu.
iel
- Si C c P(E), alors il existe une plus petite tribu contenant C. C’est I'intersection de toutes les
tribus contenant C, et elle est appelée tribu engendrée par C et notée o(C).

- L’ensemble R est usuellement muni de la tribu engendrée par les intervalles |a, b[ avec a,b € R.
C’est aussi la tribu engendrée par les intervalles de la forme | — oo, b[ avec b € R.

- Plus généralement, si E est un espace métrique, on le munira naturellement de la tribu borélienne
qui est la tribu engendrée par les ouverts de E. Par exemple, R? est muni de sa tribu borélienne.

- SiE, F sont des ensembles munis de tribus A, B, alors le produit EXF est muni de la tribu engendrée
parles A X Bavec A € A et B € B, qui est appelée tribu produit.
Définition 2. Soit (E, A) un espace mesurable, c’est-a-dire un ensemble E muni d’une tribu A.

Une mesure positive sur E est une application p : A — [0, +00] qui vérifie

- p(2) =0,
- si A, € A pour tout n € N et si les A, sont disjoints deux a deux, alors

UAn = ZH(An) .

neN neN

J7;

On dira alors que (E, A, p1) est un espace mesuré.

Sipu(E) =1, on dira que y est une mesure de probabilité, et que (E, A, u) est un espace de probabilités.
Si p(E) < oo, on dira que p est une mesure finie.

On dira que p est sigma-finie s’il existe une suite croissante (E,) dans A telle que

E:UEn, et VneN, u(E,) <oo.
neN

On dira qu’une propriété P(x) dépendant du point x € E est vraie p-presque partout (ou presque
stirement si p est une mesure de probabilités) s’il existe un ensemble N € A tel que p(N) = 0 et tel que
la propriété P(x) soit vraie pour tout x € E \ N.



Exemple 2.
- Si (E, A) est un ensemble mesurable, la mesure de Dirac en x € E est définie par d5(A) = 1xea.

- Si E est un ensemble muni de la tribu discréte, alors on définit la mesure de comptage sur E en
posant pour tout A C E, u(A) = |A| ou |A| désigne le cardinal de A.

- On peut montrer qu’il existe une unique mesure A sur (R, 8(R)), appelée mesure de Lebesgue, telle
que

Va,b e Raveca<b, A([a,b])=b-a.
C’est aussi 'unique mesure A sur (R, 8(R)) invariante par translation telle que A([0,1]) = 1.

Proposition 1. Soit (E, A) un espace mesurable et deux mesures p, v sur E. On suppose qu’il existe C C A
stable par intersection finie, contenant E, telle que A = o(C) et que pour tout A € C, u(A) = v(A).

- Si p, v sont finies, alors u = v.

- S’il existe une suite croissante (E,) dans C telle que E = | J E,, et u(E,) < co pour tout n, alors = v.

Définition 3. Soient (E, A), (F, B) deux espaces mesurés.
On dit qu’une fonction f : (E, A) — (F, B) est mesurable si pour tout B € B, f1(B) € A.
Remarque : Lorsque B = ¢(C), il suffit de le vérifier pour tout B € C.

Dans toute la suite du paragraphe, (E, A, i) désigne un espace mesuré.

Définition 4. Une fonction mesurable f : E — R est dite étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de
valeurs. De facon équivalente, une fonction étagée est une combinaison linéaire d’indicatrices de parties
mesurables.

Proposition 2. Si f : E — [0, 0o] est mesurable, alors il existe une suite croissante (f,) de fonctions étagées
a valeurs dans R, telle que f,(x) — f(x) pour tout x € E.

Définition 5. On définit I'intégrale d’une fonction étagée f = 3/'_ axla, (avec ax € R et Ay € A) par
‘/Efdp = Zn: arp(Ax) (quine dépend pas de la décomposition choisie).
k=1
Définition 6. On définit I'intégrale d’une fonction mesurable f : E — [0, co] par
/Efdyzsup{/qodp, @ étagéet.q. 0 < ¢ <f} .

Exemple 3. Siy est la mesure de comptage sur Net f : N — [0, co], alors /fdy = Z f(n).
N neN

L’intégrale des fonctions positives ainsi construite satisfait un certain nombre de propriétés attendues
(par exemple f < g implique f fdu < f gdp), et aussi les deux théorémes fondamentaux suivants.

Théoréme 1 (Théoréme de convergence monotone).
Soit f, : E — [0, 0o] une suite de fonctions mesurables telle que f, < fn1 pour tout n € N et soit f = lim fj,.

Alors
/fdpz lim/fndy.
n—oo

Théoréme 2 (Lemme de Fatou). Soit f,, : E — [0, oo] une suite de fonctions mesurables. Alors

/(lim inf f,)dp < liminf/ fadi .



Définition 7. Soient f : E — R une fonction mesurable et f* = max(0, f) et f~ = max(0, —f).
On dit que f est intégrable par rapport a p si

/|f|d/1<oo ie. /f+dy<ooet/f_d,u<00.

Dans ce cas, on définit 'intégrale de f par

/fdu=/f+du—/f’du-

Une fonction f : E — C & valeurs complexes sera dite intégrable si R (f) et I(f) sont intégrables (ce qui
équivaut a dire que |f| est intégrable) et on pose

[ sau= [ ®enausi [ 5.

La encore, cette définition de I'intégrale satisfait des propriétés attendues (croissance, linéarité, etc),
ainsi que le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 3 (Théoréme de convergence dominée). Soit f, : E — R une suite de fonctions mesurables
telles que

1. (f,) converge pi-presque partout vers une fonction f : E — R

2. il existe une fonction intégrable g : E — [0, co] telle que pour tout n € N, on ait |f,| < g p-p.p.

/fdu=r}grg0/fndu-

Définition 8. Soit f : E — C mesurable. Pour p € [1, co[, on définit

Alors f est intégrable et

1/p
Iflp = ( / Ifl”du) et ||flle=inf { M>0[Ifl < Mp-pp. |

1.2 Exercices

Exercice 1.

Montrer qu’une fonction continue f : R? — R est mesurable pour les tribus boréliennes sur R? et R.

Exercice 2.

Soit (E, A) un espace mesurable et x € E. On définit la mesure de Dirac en x par VA € A, 5x(A) = Lyea.
Montrer que d est bien une mesure.

Exercice 3.
Soit (E, A) un espace mesurable, et soit f : E — [0, +co]. Montrer qu’il existe une suite croissante ( f;,)
de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f.
Exercice 4.
Soit p la mesure de comptage sur N et soit f : N — R.
1. Supposons f > 0. Comment s’exprime alors f fdu?
2. A quelle condition une fonction f : N — R est intégrable pour i? Que vaut f fdu dans ce cas?

Exercice 5.
Soit (E, A, i) un espace mesuré. Soit (A, ),en une suite d’éléments de A.

1. On suppose (A,) croissante (i.e. A, C Ap41 pour tout n). Montrer que y( U A,,) = lim p(Ay) .
n—oo
neN

2. On suppose (A,) décroissante et u(Aj) < co. Montrer que /1( ﬂ An) = lim p(Ay) .
n—oo
neN
3. Est-ce toujours vrai si ’'on enléve I'hypothése p(Ag) < co?



Exercice 6.

Soit (E, A, i) un espace mesuré et f : E — [0, 0o].
1. Montrer que /fd[l = 0 si et seulement si f = 0 p-presque partout, i.e. p({f # 0}) = 0.
2. Supposons que /fdy < 00. Montrer qu’alors f < oo p-presque partout.

Exercice 7.

1. Soit (E, A, j1) un espace mesuré et soit une suite de fonctions intégrables f, : E — R, n € N.

a. On suppose f,, > 0 pour tout n. Montrer qu’alors Z /Efndp = /E ( Z fn)dp.

neN neN
b. On suppose Z / | fuldu < oo. Montrer qu’alors Z /ﬁldp = / ( an)d,u.
n=0 Y E nen v E E ' pen
1
1
2. Calculer l'intégrale I = / ngdx.
0 1-x

Exercice 8.

Soit (E, A, i) un espace mesuré et f : E — R, mesurable. On définit
VAe A, v(A) = /fdy = /flAd,u .
A E

1. Montrer que v est une mesure.

2. Montrer que pour toute fonction ¢ : E — R, mesurable, / pdv = / ofdu.

Exercice 9.

Soit (E, A, i) un espace mesuré et f : E — R intégrable.
1. Montrer que lim / |f11¢f)5nydp = 0.

2. En déduire que pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que VA € A, p(A) <d = /A |fldp < €.

Exercice 10.

Soit f : (E, A, u) — R une fonction mesurable.
1. On suppose que p(E) < co. Montrer que f est intégrable si et seulement si Z p({lf] = n}) <.

nx1

2. Est-ce toujours vrai si y(E) = 00 ?

Exercice 11.

[ee)
Trouver la limite de la suite I,, = / e tdt .
0

Exercice 12.

sin(ax)

dx.
1

Pour a € R fixé, calculer I'intégrale J(a) = /
R

ex_



2 Intégrales a parametres

2.1 Rappels de cours

(E, A, u) désigne un espace mesuré.
Théoréeme 4 (Continuité sous le signe intégrale).
Soient U un espace métrique, f : U X E — C et uyp € U. On suppose que
1. pourtoutu € U, x — f(u,x) est mesurable sur E,
2. pour u-presque tout x € E, u — f(u,x) est continue en uqy (resp. surU),

3. il existe g : E — R, intégrable telle que pour tout u € E, u(dx)-p.p. on ait |f(u, x)| < g(x).

Alors F(u) = /f(u x)p(dx) est bien définie sur U et continue en uy (resp. sur U).
E

Théoréme 5 (Dérivation en un point sous le signe intégrale).
Soient I un intervalle ouvert deR, f : I X E — C et ugy € I. On suppose que

1. pourtoutu € U, x — f(u,x) est intégrable sur E,
2. pour pu-presque tout x € E, u — f(u,x) est dérivable en uy de dérivée g—{(uo, x),

3. il existe g : E — R, intégrable telle que I'on ait

Vu el p(dx) —p.p.. |f(ux) = fuo,x)| < g(x)|u—uol .

7]
Alors F(u) = /f(u x)p(dx) est bien définie sur U, dérivable en ug et F'(uy) = / a—f(uo,x)p(dx).
E EOU

Théoréme 6 (Dérivation en un point sous le signe intégrale).
Soient I un intervalle ouvert deR, f : I X E — C. On suppose que

1. pourtoutu € I, x — f(u,x) est intégrable,
2. pour pu-presque tout x € E, u — f(u,x) est dérivable sur tout I de dérivée u — 3—£(u, x),

3. il existe g : E — R, intégrable telle que I'on ait

< g(x) .

1)
VYu e I, u(dx) —p.p., ‘%(u, x)

0
AlorsF(u) = /f(u, x)u(dx) est bien définie et dérivable surl, et pour toutu € I, F'(u) = / a—f(u, x)p(dx).
E E oU

Théoréeme 7 (Holomorphie sous le signe intégrale). [Amar-Matheron]
Soit Q un ouvert deC, et f : Q X E — C. On suppose que

1. pour toutu € Q, x — f(u,x) est mesurable sur E,
2. pour tout x € E, u — f(u,x) est holomorphe sur Q,

3. pourtout compactK C Q, il existegx : E — R, intégrablet.q. pour tout (u, x) € KXE, |f(u,x)| < gr(x).

7]
AlorsF(u) = /f(u, x)p(dx) est bien définie et holomorphe sur Q, et pour toutu € Q,F'(u) = /aic(u, x)p(dx).
E E OU



2.2 Exercices

Exercice 13.

Soient I un intervalle de R, a € I et f : I — R intégrable.
En notant A la mesure de Lebesgue sur R, pour x € I, on adopte la notation usuelle

/xf(t)dt = f[a,x] fda six > a,
’ B /[x a) fdA  sinon.

Pour x € I, on pose alors F(x) = fax f(t)dt.

1. Montrer que F est continue sur I.
2. Supposons que I = [a, b[ avec b € ]a,+o0]. Montrer que lirr11) F(x) = /fd/l.
xX— I

3. Supposons que f est continue sur I. Montrer qu’alors F est dérivable sur I et F/ = f.
4. Soit g € €'(I). Montrer que pour tout x € I, fax g’ (t)dt = g(x) — g(a).
5. Généraliser la propriété de la question précédente au cas ou g est dérivable sur I avec g’ bornée.

Pour cela, on pourra considérer la suite de fonctions h,, (t) = n(g(t + %) —g9(t)1, 1.

Exercice 14.
sin t
t3 log?(t)
Est-ce que f est intégrable sur |0, %] ? et sur [2, 400 ?

Pour ¢ > 0, on pose f(t) =

Exercice 15.

Soit f : R — C une fonction intégrable. On définit la transformée de Fourier de f par
veeR (@)= [ fletr.
R

1. Montrer que f est bien définie et que Ifl < |Iflh-
2. Montrer que f est continue sur R.
3. Supposons que fR |x||f(x)|dx < oo.
Montrer que f est dérivable sur R et que f " est la transformée de Fourier de x — —ixf(x).

4. Généraliser a un ordre supérieur en supposant que /R |x|¥| f(x)|dx < co pour un certain k € N.

5. Dans cette question, on considére f(x) = ﬁe‘T.
52

En utilisant la propriété précédente, montrer que pour tout § € R, f (& = f (0)e™=.
(On verra dans I'exercice 18 que f(0) = 1.)

Exercice 16.

Pour s > 0, on pose
I'(s) =/ e ™ dx .
0

1. Montrer que T’ est bien définie et € sur R}.

2. En considérant la suite de fonctions
x\"
ﬁl(x) = (1 - ;) xS 110<x<n s

montrer que pour tout s > 0,

n®n!
I'(s) = lim ——— .
() n1—r>rc}os(3+l)---(s+n)



3 Théorémes de Fubini

3.1 Rappels de cours
Soient (E, A, p) et (F, B, v) deux espaces mesurés.
Définition 9. On définit la tribu produit de A et B sur E X F par
A@B=c({AXB, Ac A, BeBY}).

Théoréme 8. On suppose que 1 et v sont o-finies.
II existe une unique mesure sur (E X F, A ® B) notée u ® v telle que

VAe A, VBeB, (p®v)(AxB)=pu(Av(B).
On lappelle la mesure produit de p et v.

Exemple 4. La mesure de Lebesgue 4, sur R” est le produit n-fois de A avec elle-méme.

Par conséquent, si P = []7,[a;, b;] est un pavé dans R", on a A,(P) = [, (b; — a;).

Dans les intégrales, la mesure A, (dx) sera simplement notée dx, ou bien dx; ... dx, si 'on veut préciser
les variables réelles.

Théoréme 9 (Théoréme de Fubini-Tonelli). On suppose que p et v sont o-finies.
Soit f : EX F — [0, 0] mesurable. Alors

- X fFf(x, y)v(dy) est mesurable sur E,
Sy fEf(x y)u(dx) est mesurable sur F,

[ rawe v - /E ( /F f(x,y)v(dy))uwx): /F ( /E f(x,y)u(dx)) W(dy) .

Théoréme 10 (Théoréme de Fubini-Lebesgue). On suppose que p et v sont o-finies.
Soit f : EX F — [0, 0] intégrable pour u ® v. Alors

- et

- u(dx)-p.p., y— f(x,y) est v-intégrable,
- v(dy)-p.p., x — f(x,y) est u-intégrable,
S X fFf(x, y)v(dy) est définie p-p.p. et p-intégrable,
Sy /Ef(x, y)p(dx) est définie v-p.p. et v-intégrable,

- et
[ fiaey - /E ( /F f(x,y>v<dy))u(dx>: /F ( /E f(x,y)u(dx)) v(dy) .

Théoréme 11 (Changement de variable dans R9).
Soient U,V des ouverts deR? et ¢ : U — V un €"-difféomorphisme.
Pour toute fonction f : V. — R mesurable positive, ou bien Ag4-intégrable, on a

f Fly)dy = / FloG) o (0)ldx
\74 U

ou |Jo(x)| désigne le déterminant de la matrice jacobienne Jo(x) de ¢ en x, (et ou les deux membres existent
simultanément lorsque f est de signe quelconque).

Théoréme 12 (Théoréme du changement de variables polaires dans R?). [Faraut]
On note  la mesure de surface sur la sphére S de R?. Alors pour toute fonction f : R4 — R, mesurable,

./Rdf(x)dxz/Ooo/Sf(VG)w(dG)rd‘ldr,

Cette égalité est valable aussi si f : R? — R est Ag-intégrable, avec existence simultanée des deux membres.



3.2 Exercices

Exercice 17.

+00 +00 1
1. Calculer de deux maniéres I = / / 5 —dxdy.
0 o (1+y)(A+x*y)
+0o l
2. En déduire la valeur de / x(2>g xl dx.
o _

Exercice 18.

On pose I = fR e dx.
1. Montrer que I? = / ey dxdy.
R2
2. En déduire que I = /7.

3. Calculer f]R,, e I1xI” dx.
4. En déduire la superficie (S) de la sphere unité S de R” (en fonction de I'(})).

Exercice 19.

Soit (E, A, i) un espace mesuré o-fini, et f : E — R, mesurable. Montrer que

[fan= [ uts > mar.

On va étudier pour ¢t > 0 I'intégrale

400 -
F(t) = / SIOX ot gy
0

Exercice 20.

X

1. a. Montrer que F(t) existe pour tout ¢ > 0.
b. En calculant /01 cos(xy)dy, montrer que F(t) = arctan(%) pour tout ¢ > 0.
A .

sin x
2. On définit I = / dx = lim ——dx (intégrale semi-convergente).
0 X A—+to0 Jq X

a. Montrer que I est bien semi-convergente, c’est-a-dire que la limite existe.

b. Pour x > 0, on pose
400 - ¢
G(x) = / Mg
x t

Montrer que G est " sur R, et que G tend vers zéro en +oo.
c. Montrer que

+® sinx

vVt >0, F(t)=G(0)- t/+w G(x)e ™dx .
0

d. Montrer que lim,_,o(F(t) — G(0)) = 0 et en déduire la valeur de I.

sinx

3. Montrer que x +— =

n’est pas intégrable (au sens de Lebesgue) sur R,.

Exercice 21. [Faraut]

Pour x,y > 0, on pose f(x,y) = e *Ysinx .

1. Montrer que pour tout A > 0, f est intégrable sur [0, A] X [0, +oo.
. A sinx T

2. Montrer que lim dx = —.
A—+oo Jo X 2




Exercice 22. Intégration par parties généralisée [Briane-Pages]

Soient f,g : R — C intégrables sur tout intervalle borné.
X X

Soit x > 0. On pose F(x) = / f)dt et G(x) = / g(t)dt.

0 0
En appliquant le théoréme de Fubini a (t,s) — 1p<s<r<xf (t)g(s), montrer que
X X
/ f)G(t)dt = F(x)G(x) — / F(t)g(t)dt .
0 0

Exercice 23. Formule du changement de variables en coordonnées polaires dans R? [Faraut]

Posons U = R} X | — &, x| et pour (r,0) € U, définissons

@(r,0) = (rcos@,rsin) .

1. Montrer que ¢ réalise un €!-difféomorphisme de U sur un ouvert V C R? que 'on déterminera.

2. En déduire que pour toute fonction f : R? — R, mesurable,
/ f(x,y)dxdy :/ / f(rcos@,rsin@)do rdr .
R2 0 -

3. En déduire aussi que cette formule est vraie pour f : R? — R intégrable, avec existence simultanée des
deux membres.

Exercice 24. Formule du changement de variables en coordonnées sphériques dans R* [Faraut]

Posons U = R} X0, z[X ]| — 7z, x| et pour (r, 8, ¢) € U, définissons

h(r,0,¢) = (rsinf@sing, rsinfsing, rcosf) .

1. Montrer que h réalise un ¢*-difféomorphisme de U sur un ouvert V C R® que I'on déterminera.

2. En déduire que pour toute fonction f : R3 — R, mesurable,
/ f(x,y,z)dxdydz =/ / / f(rsin @ sin @, r sin 0 sin @, r cos 0)r? sin Odpdddr .
R3 0 0 -

3. En déduire aussi que cette formule est vraie pour f : R* — R intégrable, avec existence simultanée des
deux membres.

Exercice 25. [Faraut]

Soient f, g deux fonctions de carré intégrable sur ]0, +co[. On note D = ]0, +oo[2.

fg) [T (T
/Dx—dedy—/o m(/o f(ty)g(y)dy)dt,

(On prendra soin de montrer que toutes les intégrales existent.)

1. Montrer que

2. En déduire qu’il existe A > 0 ne dépendant pas de f, g telle que

/Dl%ggy)dxdy < Alflllgll




4 Espaces L

4.1 Rappels de cours

Soit (E, A, it) un espace mesuré. On notera K = R ou C.
Soit Q un ouvert de R équipé de sa tribu borélienne et de la restriction 2 Q de la mesure de Lebesgue .
Soit p € [1, c0]. On note g € [1, o] Pexposant conjugué de p (défini par 1—1) + é =1).

Théoréme 13. Inégalité de Jensen
Supposons que u est une mesure de probabilité, et soit ¢ : R — R, une fonction convexe.
Pour toute fonction p-intégrable f : E — R, ona

()< v

Théoréme 14. Inégalité de Holder
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables,

/E Foldy < 1,1l

Remarque 1. Supposons 1< p,q < oo, ||f]l, < coet [|g|l; < co. Alors on a le cas d’égalité dans Holder si
et seulement s’il existe (a, f) € R? \ {(0,0)} tel que a|f|? = Blg|? p-presque partout. [Briane-Pages]

Corollaire 1. Inégalité de Minkowski
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables,

If +9llp < 1Ifllp+llgllp -
Proposition 3. Définition de L?
On note LP(E, A, p) (ou LP (E) ou simplement L? lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) 'ensemble des fonctions
f+ E — K mesurables telles que || f ||, < oo, quotienté par I’égalité i-presque partout. Ainsi, LP est un espace
vectoriel, et Uapplication || - ||, passe au quotient et définit une norme sur LP.

Théoréme 15. Théoréme de Riesz-Fischer
LP(E, A, y1) est un espace de Banach.

Corollaire 2. L2(E, A, u) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

@@=Lm@.

Proposition 4. Toute suite de Cauchy de LP admet une sous-suite qui converge ji-presque partout. En par-
ticulier, toute suite convergente de LP admet une sous-suite qui converge ji-presque partout.
Exemple 5.
- Sur N muni de la mesure de comptage, pour p < oo, I'espace LP(N) s’identifie a I’ensemble des
suites (u,) € K" telle que Y |u,|? < oo. Cet espace est souvent noté £ (N).
- Sur Q ¢ R? muni de la mesure de Lebesgue, pour p < oo, L?(Q) est I'ensemble des fonctions
mesurables f : Q — K telles que fQ |f(x)|Pdx < co, quotienté par I’égalité presque partout.
Théoréme 16. On suppose que p < 0.
1. L’ensemble des fonctions étagées intégrables est dense dans L? (E).
2. L’ensemble des combinaisons linéaires d’indicatrices de pavés est dense dans LP (Q).
3. 6.(Q) est dense dans LP(Q).
Remarque 2. Vous aurez réguliérement besoin de travailler avec des fonctions f : R — C qui sont 27-
périodiques. Ces fonctions s’identifient a des fonctions définies sur T = R/27Z. On peut munir T d’une

tribu borélienne et d’'une mesure de Lebesgue normalisée p. Ainsi les éléments de L?(T) sont des classes
de fonctions f : R — C mesurables, 2z-périodiques, et la norme associée est

1 27 1/p
I llp = (EA |f(x)|de) (p<e) , |flle=inf{M>0][[f|]<Mpp.}.
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4.2 Exercices

Exercice 26.

1. Est-ce que la suite de fonctions fy(x) = ncos(nx)1jp, 5., 1 1(x) converge dans LY(R)?

2. Est-ce que la suite de fonctions n1j, 1, converge dans L}R)?

1
3. Est-ce que la suite de fonctions 1j, ,41) converge dans L'(R) ?

Exercice 27.

Soit f € L%(R). Montrer que f(Ax) — 0 dans L? quand A — +oo.
Exercice 28.

1. Est-ce que la convergence L! entraine la convergence presque partout ?

2. Est-ce que la convergence presque partout entraine la convergence L!?

Exercice 29.

Soit (E, A, i) un espace mesuré et soit p € [1,+oo].
Montrer que I’ensemble des fonctions étagées intégrables est dense dans L? (E).

Exercice 30.

Soit (E, A, i) un espace mesuré et soient 1 < r < g < o etsoit f : E — R mesurable.
a a
p

Montrer que ||fll, < IIflIZIIflI- avec & =

+
N

Exercice 31.
1. Soit (E, A, ) un espace mesuré avec j(E) < co. Montrer que L (E, A, p) € LY(E, A, p) sip > q.
2. Soient x = (xp)nen une suite de nombres complexes et 1 < p < g < co. Montrer que
lxllo < llxllg < llxllp < llxlly -
Exercice 32.

Pour f € L(R), on définit la transformée de Fourier de f par V& € R, f(g) = ff(x)eiiéyxdx .
R

1. Montrer que I'on définit ainsi une application linéaire continue ¥ : L!(R) — %} (R).
2. Montrer que pour toute f € L'(R), f tend vers zéro a I'infini.

Exercice 33.
Pour 1 < p < o0, on notera £ espace L? sur N muni de la mesure de comptage.
Pour x = (x)nen € £P, on définit
Lx = (Xps1)nzo et Rx = (Xp-1lpz1)n>o0 -
Les applications L et R sont respectivement appelés shift a gauche et shift a droite.
1. Montrer que L € L(¢) et R € L(¢P) et calculer leurs normes d’opérateur.
2. Montrer que L est surjectif mais pas injectif et que R est injectif mais pas surjectif.

Exercice 34.
X

1
Soit p €11, 00[. Pour f € LP(0, ), on pose Tf(x) = —/ f(dt, (x>0).
x
1. Montrer que Tf est une fonction continue dans L? (0, 00) qui tend vers 0 en +oo.

2. Montrer que ||Tf| < ql|fll, ou g est 'exposant conjugué de p.
(On pourra commencer par supposer f € %.(R) et utiliser une intégration par parties.)

3. Montrer que ||T|| = g. (On pourra considérer f,(x) = x /P1icxcp.)
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Exercice 35. Preuve du théoréme de Riesz-Fischer [Rudin], [Faraut]

1. On suppose d’abord p < oo.
a. Soit (gn,) une suite de fonctions mesurables positives. Montrer que

A ES
n=0 P n=0

b. Soit (f;,) une suite de Cauchy dans LP. Montrer qu’on peut extraire (fy,, ) telle que 3¢ || o, — facllp < 0.

c. Montrer que Z( Jarn — fur) converge absolument p-presque partout.
k=0
d. On pose

£ = )+ Y (a0 )
k=0

(qui existe pour presque tout x). Montrer que f € L? et que f,, — f dans L?.
e. Conclure.

2. Traiter maintenant le cas p = co.

Exercice 36. Continuité de Popérateur de translation sur L? (R?) et applications [Hirsch-Lacombe]

Soit p € [1,00[. Pour h € R? et f € LP(R?), on note 7, f(x) = f(x — h) .
1. Montrer que 7, : f —> 74 f est une isométrie de L? (R%).
2. a. Montrer que pour f € L?(R%), on a

1
lm o f = flp=0. et lim g = fll, =27 1fl)

b. Ces résultats persistent-ils lorsque p = 00 ?
3.Si f € L}(R), montrer que

f(6 = [ foeitrix —o.

|§l>e0

'xp(%-*_x);]ia(x)fwf - = (;)f ‘0 # 2 mod anb 1onbrewsr exmod uQ : voryesTpUT

Exercice 37. [Faraut]

Soit (E, A, i) un espace mesuré et soit f € L(E) pour un certain q € [1, co[.

1. Montrer que pour tout p > 1et tout o > 0,

H({x € EIIF] > ahF < <l

En déduire que lim inf || f||, > || f]lco-
p—)OO

2. On suppose que f € L™ (E). Montrer que pour tout p > g,

1-2 q
£l < 1fllee " ANg -

3. En conclure que lim [|f]l, = || flleo-
p—)OO
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5 Convolution

5.1 Rappels de cours

Définition 10. Soient f,g : RY — C deux fonctions mesurables. Lorsque cela a un sens, on définit la
convolution f * g de f et g par

fxglx)= /Rd fyg(x—y)dy.

Si cette intégrale existe, on a immédiatement
f9(0 = [ flx=vgwdy =g+ ().

Théoréme 17. Soient p, q € [1, o] des exposants conjugués (i.e. 1—1) + é =1)

1 Sif € LY(R?) et g € L'(RY), alors f + g(x) existe pour presque tout x et définit f * g € L'(R?) qui
vérifie
If =gl < 11 flillgll -
2. Sif € LN(RY) et g € LP(R?), alors f = g(x) existe pour presque tout x et définit f x g € LP(R?) qui
vérifie
If = glly < If1hllgllp -
3. Sif € LP(RY) et g € LI(RY), alors f * g(x) existe pour tout x et définit f + g € L™ (RY) qui vérifie

If * glle < lIf1lpllgllg -
De plus, f * g est uniformément continue. Enfin, sil < p < oo, alors | llim fxg(x)=0.
x|—00
Théoréme 18. Si f : RY — C est localement intégrable (c’est-a-dire, intégrable sur tout compact), et si

a : R? — R est de classe € et a support compact, alors a * f est définie partout et de classe € sur R%. De
plus, pour tout multi-indice j de poids < k, on a

F(axf)=(da)xf.
En particulier, si a est €, alors les fonctions a * f sont €.

Définition 11. On appelle approximation de I'unité une suite («,) de fonctions mesurables positives
sur RY, d’intégrale 1 et telles que

n—oo

Vé > 0, / an(x)dx — 0.
[x|>&

Cette définition est la méme que celle donnée dans [Hirsch-Lacombe]. En revanche, la définition
donnée dans [Briane-Pagés] n’impose pas a;, > 0.

Proposition 5. Sia : RY — R, est mesurable d’intégrale 1, alors
an(x) = na(nx)

définit une approximation de 'unité. Autrement dit, on obtient une approximation de ’'unité en renormalisant
n’importe quelle densité de probabilité.

Théoréme 19. Soit (a,) une approximation de I'unité.
1. Si f € €,(RY), alors a, = f converge vers f uniformément sur les compacts.
2. Sip <ooetfeLP(RY), alorsay, * f converge vers f dans LP (R?).

Remarque 3. On prendra garde au fait que les preuves habituelles du point 2 s’appuient sur la densité
de €,(R%) (voir Exercices 36 et 41).

Définition 12. Une suite régularisante est une approximation de 'unité composée de fonctions €* a
supports compacts.

Théoréme 20. Sip < oo, alors €.°(Q) est dense dans LP (Q).

13



Convolution périodique

Théoréme-Définition 21. Si f,g € LY(T), alors on définit la convolution périodique de f et g par

2r
fegt =5 [ Wty

qui existe pour presque tout x € R, et définit une fonction f * g € L}(T) telle que ||f = gll, < |Ifllllgll.
Side plus f € LP(T), alors f + g € LP(T) et ||f * gllp < [Ifllllgll-

Définition 13. On appelle approximation de 'unité périodique une suite (a,) de fonctions mesurables

iy ST 2 s
positives sur R, 2z-périodiques, telles que pour tout n, % /0 " oy (x)dx = 1 et qui vérifient

Vé > 0, / an(x)dx —— 0.
S<|x|<m

n—oo

Théoréme 22. Soit («,) une approximation de ['unité périodique.
1. Soit f : R — C continue. Alors ay, = f converge uniformément vers f.
2. Sip < ooetf eLP(T), alors ay * f converge vers f dans LP(T).

Remarque 4. Cette notion de convolution périodique permet d’obtenir efficacement les premiers résul-
tats de convergence relatifs aux séries de Fourier, voir I’explication dans ’Exercice 48.

5.2 Exercices

Exercice 38. Preuve du Théoreme 17 (cas p < o)

Soit p € [1,00[, soient f € LP(R%) et g € L'(RY).

On suppose que |[|g||; # 0 et on pose h = ﬁ'

p
_ or
/Rd (/Rd |f(y)h(x y)ldy) dx < /Rd /Rd If () IPh(x - y)dydsx .

2. En déduire que f * g(x) existe pour presque tout x € R?.

3. Montrer que ||f * gll, < [Ifllpllglh-
4. Montrer que le résultat est trivial lorsque ||gl|; = 0.

1. Montrer que

Exercice 39. Preuve du Théoréme 18 en dimension 1

Soit f : R — C intégrable sur les compacts, et @ : R — R de classe 4™ a support compact.
1. Montrer que a * f(x) est bien défini pour tout x € R.
2. Montrer que « * f est dérivable sur R et que (a * )" = a’ = f.

Exercice 40. Preuve du Théoréme 19, cas €, (R?)

Soit (a,) une approximation de I'unité et soit f : R¢ — C.

1. On suppose que f est continue bornée sur R,
Montrer que a,, * f est bien définie et que a, * f tend vers f uniformément sur les compacts.

2. On suppose f continue et qu’il existe un compact A tel que Supp(a,) C A pour tout n.
Montrer que a, * f est bien définie et que a,, * f tend vers f uniformément sur les compacts.
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Exercice 41. Preuve du Théoréme 19, cas L?

1. Soit (a,) une approximation de I'unité, et soit f € L?(R%). On suppose p < 0.
a. Montrer que

e f0) = [ flr=yan(udy

définit une fonction o, * f € L (R9).

b. Montrer que o, £ = £I < [l = FI an(w)dy.
R
c. En déduire que
II1lp

apxf—— f.
n—oo

d. Est-ce que ce résultat persiste pour p = 0o ?

2. (Preuve du Théoréme 20) Soit Q c R¢ ouvert.
Montrer que 6,°(Q) est dense dans L?(Q) pour p < co.

Exercice 42. Il existe des suites régularisantes. [Briane-Pages]

1l s’agit de construire & € € (R% R,) a support compact non identiquement nulle.

1. Montrer que la fonction p : t +— exp(—%)l»o est de classe € sur R.

2. Montrer que « : x — p(1 — |x|?) répond 4 la question et que de plus Supp(a) = B(0, 1).

Exercice 43. Fonctions B-splines

1. Soient f = 1|11} et g = 1|_4 4] avec a > 1. Calculer f * g et tracer son graphe.
Construire des fonctions y, € €.(R, [0,1]) telles que y, =1sur [-n,n] et y, =0 sur [-n—1,n+1]°.

2. Posons By = 1|1} puis par récurrence By = By * 1[o1]-

Montrer que pour n > 1, By, est de classe ¥1. Quel est le support de B, ?
Exercice 44.

Soient f,g € L%(R%).
1. Montrer que f * g(x) est bien défini pour tout x € R?.

2. Montrer que (f,g) — f * g est continue de L? x L? dans L™.
3. En déduire que f * g € Go(RY).

Exercice 45.

Montrer que D = { f € €*([0,1]) | £(1) = 0 } est dense dans L'([0,1]).

Exercice 46. Théoréme de Weierstrass par convolution

On définit Q,,(t) = c¢p(1— %)™ sur [-1,1] ol ¢, est choisi de telle sorte que /_11 On=1

1. Vérifier que
: 5
/ (1-t*)"dt > / (1—nt?)dt
0 0
et en déduire que ¢, < Vn.

2. Soit f € €([0,1]) telle que f(0) = f(1) = 0. On prolonge a R les fonctions f et Q, par 0.
Vérifier que f * Q, coincide sur [0, 1] avec une fonction polyndémiale P,.
Montrer que P, — f uniformément sur [0, 1].

3. Montrer que les fonctions polynémiales sont denses dans € ([0, 1]).
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Exercice 47. Version lisse du lemme d’Urysohn

Soient K un compact de R” et w un ouvert de R” tels que K C w. L’espace R" est muni d’une distance d.
1. Montrer que p := d(K, »°) > 0.
2. Fixons p < £ etnotons L = {x e R" | d(x,K) <1 }.
Introduisons aussi f € € (R",R,) de support B(0, 1) et d’intégrale 1.

Vérifier que la fonction y = 1y * ff est € a support compact sur R”, a valeurs dans [0, 1], qu’elle vaut 1
sur K et 0 sur »°.

Exercice 48. Noyaux de Dirichlet et Fejér

Pour N > 1, on définit respectivement les noyaux de Dirichlet et Fejér par, pour tout x € R,

N-1
. 1
— mnx —_
Dn(x) = | |§<Ne et Ky(x)= N nE:O D,(x) .

1. Soit f € L'(T). Montrer que

1 2

Vx € R, fx*Dn(x)= Z cn(f)e™ ot cp(f) = Py f(tye ™dt .
Inl<N T Jo
2. Montrer que pour tout x € R,
sin((N+ %) x) In|\ ., 1 [sin XX
D =—5 K = 1— e = — | —2
N (x) sin ¥ » et Kn(x) Z ( N ) ¢ N | sinZ
|n|<N 2

3. Montrer que (K ) est une approximation de 'unité périodique.

4.En déduire que les polynomes trigonométriques sont denses dans 'espace % (T) des fonctions continues
2r-périodiques sur R muni de la norme uniforme.

5. En déduire aussi que les polyndmes trigonométriques sont denses dans L (T) pour p < co.
Est-ce vrai pour p = 00 ?

16



