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Exercice 1. Valeur principale de %

1. Est-ce que x — % définit une distribution sur R ?
1
2. Pour ¢ > 0, on pose fz(x) = — Lix|5¢-
X
Vérifier que f, € D’(R) et montrer que lin% fe existe au sens des distributions.
E—
La distribution limite sera appelée valeur principale de % et est donc définie par
1 x
VYo € D(R), (Vp(—),(p) = lim de
x 20 Jixjze X
3. Montrer que Vp(%) est une distribution d’ordre < 1 sur R.
4. Montrer que x Vp(%) =1
5. Résoudre dans D’ (R) 'équation xT = 1.
6. Montrer que log |x| définit une distribution sur R et calculer sa dérivée.
7. Montrer que Vp(%) est une distribution tempérée.
8. Calculer la transformée de Fourier de vp(%).

9. En déduire H et sgn.

Exercice 2. Distributions et équations différentielles d’ordre 1 et 2

1. Soient f € €<(I) etg € L%OC(I) ou I = ]a,b[ est un intervalle ouvert de R.
Résoudre dans D’(I) ’équation différentielle

T'+fT=g.



2. Soit k € R.
a. Calculer les solutions élémentaires de 'opérateur différentiel % + k.
b. On note fi I'unique solution élémentaire a support dans R..
Soit g € € (R) a support dans R,. Montrer que fi * g est bien définie et est solution de

T"+kT=g.

L . 2
3. Calculer les solutions élémentaires de % + Za% + B2

Exercice 3. Distributions et EDO linéaires a coefficients constants
On consideére

D) ={ueD'(R)|Supp(u) c [0,00[ }.
On admettra que la convolution définit une structure d’algebre commutative et associative sur 9, dont
I'élément neutre est J.
1. Montrer que pour tous A € Cetn > 1, (8" — A6)" est inversible d’inverse
tn—le/lt

(n=-1!"

2. En déduire qu’une équation différentielle linéaire a coefficients constants (non tous nuls) posséde

(8" — AS)*™" = H(t)

toujours une solution élémentaire appartenant a ;.

Exercice 4. Autour de la formule sommatoire de Poisson

Pour a > 0, on introduit le peigne de Dirac noté I, = Z dan et défini par
nez

Vo e DR), (Tlap)= ) p(na).

nez

1. Montrer que II, € ./’ (R).
2. Soit f € € (R). Calculer f1I,.
3. Soit T une distribution a support compact sur R. Calculer T * I1,.

4. On rappelle que
Vfes®, Y flnn) = -3 fn).
nez

nez

En déduire que

2
i, = 2,

a a

5. Soit u : Z — C une suite N-périodique. On considére U = Z u(n)dy, .
= nez
Exprimer U en fonction de la transformée de Fourier discréte de u définie par

N-1
VEEZ, a(E)= ) u(m)e TN |
n=0



07X On rappelle que sin, = 1[_,»]. On rappelle aussi le théoreme d’échantillon-

6. Posons sing(x) =
nage de Shannon : si f € L?(R) est telle que Supp( f ) C [-m, 7], alors
fG) =) f(n)sin(x—n),

nez

avec convergence L?(R) et convergence uniforme sur R. Donner une preuve formelle de ce théoréme a
l’aide de la transformée de Fourier du peigne de Dirac.

Exercice 5. [Zuily], [Bony, p.182]

1
[x[*

1. Calculer la transformée de Fourier de x € R? - pour s € (0,d).

Indication : pour ¢ € .7 (R%), on pourra utiliser

d/2 2
YA >0, f e_Mxlzq?)(x)dx = (%) f e_%(p(rf)a@ ,
R4 R4

puis multiplier par 12! et intégrer sur A € ]0, co[.

2. En déduire que E : x — #lel est une solution élémentaire du laplacien dans R3.

Exercice 6. Autour de ’équation de Poisson

1. Résoudre dans .7 (R?) I’équation Au = 0. (On pourra utiliser qu’une distribution dont le support est
réduit a {0} est une combinaison linéaire de dérivées de J).
En déduire qu’une fonction harmonique qui tend vers zéro a I'infini est nulle.

2. Soit f € .7"(RY) telle que f € L. On suppose que d > 3.
Montrer que Au = f admet au moins une solution u € .#’(R%).

3. On rappelle que A admet une solution élémentaire E de classe € en dehors de I'origine.
Soit f € &(R?). Montrer que u = E * f est solution de Au = f, et que u est €= en dehors du support
de f. Les autres solutions différent d’une fonction harmonique.

4. Montrer que si u € D’(Q) vérifie Au = 0, alors u € €<(Q).

Pour s’entrainer

Exercice 7. Dérivées au sens des distributions

1. Calculer les dérivées premiére et seconde de H = 1, .
2. Calculer les dérivées premiere et seconde de x — |x|.

3. Pour « € N9, calculer 0%0.

Exercice 8. Montrer que 7 (x%) = (2)%i!%15%6.



Exercice 9. Transformée de Fourier de ’arctangente

1
1+x2

1. On rappelle que 7’( ) = ze” 1!, Montrer que ¢ - arctan(é) = —ize™ ¢!

e~ 1xl

2. On définit T(x) = Vp( ) en posant

0() =0 _pxi .
X

Vpe D®R). (T.gp)= fR

Montrer que T est une distribution d’ordre au plus 1 qui vérifie xT (x) = e *!.
Montrer de plus que T est tempérée.

3. En déduire la transformée de Fourier de I'arctangente.

4. En déduire la transformée de Fourier de f(x) = arctan(%).

Exercice 10. Transformée de Fourier de mesures de probabilité

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R?. Faire le lien entre la fonction caractéristique de X
est la transformée de Fourier de la distribution tempérée Px.

Exercice 11. Montrer que la fonction exponentielle n’est pas dans .7’ (R).

Indication : on pourra fixer ¢ € 6. (R), puis majorer les semi-normes des translatées de ¢.

Exercice 12. Equations de convolution

1. Considérons A = Z an,0%68. Calculer la convolution A * u.

la|<m

2. Ecrire I’équation Au = f sous forme A * u = f.

3. Ecrire I’équation u(x + k) — u(x) = f(x) sous forme A% u = f.

Exercice 13. Solution fondamentale du laplacien dans R?

Pour (x,y) € R?\ {(0,0)}, on pose f(x,y) =logrour = y/x% + y2.

1 d 1 0
On rappelle expression du laplacien en coordonnées polaires : A = —— [r— | + = — .
ror\ or) r?d6?
1. Montrer que pour tout (x,y) # (0,0), Af(x,y) = 0.
2. Montrer que f € L' (R?).

loc

3. Montrer que

Vo € D(R?), (Af,p)= lirr(l)f fApdxdy .
- rze

4. Montrer que Af = 276,



