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Exercice 1. Valeur principale de 1
x

1. Est-ce que x 7→ 1
x dé�nit une distribution sur R ?

2. Pour ε > 0, on pose fε (x ) =
1
x
1 |x |>ε .

Véri�er que fε ∈ D
′(R) et montrer que lim

ε→0
fε existe au sens des distributions.

La distribution limite sera appelée valeur principale de 1
x , et est donc dé�nie par

∀φ ∈ D (R), 〈vp
( 1
x

)
,φ〉 = lim

ε→0

∫
|x |>ε

φ (x )

x
dx .

3. Montrer que vp( 1
x ) est une distribution d’ordre 6 1 sur R.

4. Montrer que x vp( 1
x ) = 1.

5. Résoudre dans D ′(R) l’équation xT = 1.
6. Montrer que log |x | dé�nit une distribution sur R et calculer sa dérivée.
7. Montrer que vp( 1

x ) est une distribution tempérée.
8. Calculer la transformée de Fourier de vp( 1

x ).
9. En déduire Ĥ et ŝgn.

Exercice 2. Distributions et équations di�érentielles d’ordre 1 et 2

1. Soient f ∈ C∞ (I ) et д ∈ L1
loc (I ) où I = ]a,b[ est un intervalle ouvert de R.

Résoudre dans D ′(I ) l’équation di�érentielle

T ′ + f T = д .
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2. Soit k ∈ R.
a. Calculer les solutions élémentaires de l’opérateur di�érentiel d

dx + k .
b. On note fk l’unique solution élémentaire à support dans R+.
Soit д ∈ C (R) à support dans R+. Montrer que fk ∗ д est bien dé�nie et est solution de

T ′ + kT = д .

3. Calculer les solutions élémentaires de d2

dx 2 + 2α d
dx + β

2.

Exercice 3. Distributions et EDO linéaires à coe�cients constants

On considère
D ′+ = { u ∈ D

′(R) | Supp(u) ⊂ [0,∞[ } .

On admettra que la convolution dé�nit une structure d’algèbre commutative et associative surD ′+ dont
l’élément neutre est δ .
1. Montrer que pour tous λ ∈ C et n > 1, (δ ′ − λδ )n est inversible d’inverse

(δ ′ − λδ )∗−n = H (t )
tn−1eλt

(n − 1)!
.

2. En déduire qu’une équation di�érentielle linéaire à coe�cients constants (non tous nuls) possède
toujours une solution élémentaire appartenant à D ′+.

Exercice 4. Autour de la formule sommatoire de Poisson

Pour a > 0, on introduit le peigne de Dirac noté Πa =
∑
n∈Z

δan et dé�ni par

∀φ ∈ D (R), 〈Πa ,φ〉 =
∑
n∈Z

φ (na) .

1. Montrer que Πa ∈ S ′(R).
2. Soit f ∈ C∞ (R). Calculer f Πa .
3. Soit T une distribution à support compact sur R. Calculer T ∗ Πa .
4. On rappelle que

∀f ∈ S (R),
∑
n∈Z

f (2nπ ) =
1

2π

∑
n∈Z

f̂ (n) .

En déduire que
Π̂a =

2π
a
Π 2π

a
.

5. Soit u : Z→ C une suite N -périodique. On considère U =
∑
n∈Z

u (n)δn .

Exprimer Û en fonction de la transformée de Fourier discrète de u dé�nie par

∀ξ ∈ Z, û (ξ ) =
N−1∑
n=0

u (n)e−2iπ ξn
N .
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6. Posons sinc (x ) =
sinπx
πx

. On rappelle que ŝinc = 1[−π ,π ]. On rappelle aussi le théorème d’échantillon-

nage de Shannon : si f ∈ L2 (R) est telle que Supp( f̂ ) ⊂ [−π ,π ], alors

f (x ) =
∑
n∈Z

f (n) sinc (x − n) ,

avec convergence L2 (R) et convergence uniforme sur R. Donner une preuve formelle de ce théorème à
l’aide de la transformée de Fourier du peigne de Dirac.

Exercice 5. [Zuily], [Bony, p.182]

1. Calculer la transformée de Fourier de x ∈ Rd 7→ 1
|x |s pour s ∈ (0,d ).

Indication : pour φ ∈ S (Rd ), on pourra utiliser

∀λ > 0,
∫
Rd

e−λ |x |
2
φ̂ (x )dx =

(π
λ

)d/2 ∫
Rd

e−
|ξ |2
4λ φ (ξ )dξ ,

puis multiplier par λ s
2−1 et intégrer sur λ ∈ ]0,∞[.

2. En déduire que E : x 7−→ −1
4π |x | est une solution élémentaire du laplacien dans R3.

Exercice 6. Autour de l’équation de Poisson

1. Résoudre dans S ′(Rd ) l’équation ∆u = 0. (On pourra utiliser qu’une distribution dont le support est
réduit à {0} est une combinaison linéaire de dérivées de δ ).

En déduire qu’une fonction harmonique qui tend vers zéro à l’in�ni est nulle.
2. Soit f ∈ S ′(Rd ) telle que f̂ ∈ L∞. On suppose que d > 3.

Montrer que ∆u = f admet au moins une solution u ∈ S ′(Rd ).
3. On rappelle que ∆ admet une solution élémentaire E de classe C∞ en dehors de l’origine.
Soit f ∈ E ′(Rd ). Montrer que u = E ∗ f est solution de ∆u = f , et que u est C∞ en dehors du support
de f . Les autres solutions di�èrent d’une fonction harmonique.
4. Montrer que si u ∈ D ′(Ω) véri�e ∆u = 0, alors u ∈ C∞ (Ω).

Pour s’entraîner

Exercice 7. Dérivées au sens des distributions

1. Calculer les dérivées première et seconde de H = 1R+ .
2. Calculer les dérivées première et seconde de x 7→ |x |.
3. Pour α ∈ Nd , calculer ∂αδ0.

Exercice 8. Montrer que F (xα ) = (2π )di |α |∂αδ .
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Exercice 9. Transformée de Fourier de l’arctangente

1. On rappelle que F
(

1
1+x 2

)
= πe−|ξ | . Montrer que ξ ·Farctan(ξ ) = −iπe−|ξ | .

2. On dé�nit T (x ) = vp
(e−|x |

x

)
en posant

∀φ ∈ D (R), 〈T ,φ〉 =

∫
R

φ (x ) − φ (0)
x

e−|x |dx .

Montrer que T est une distribution d’ordre au plus 1 qui véri�e xT (x ) = e−|x | .
Montrer de plus que T est tempérée.

3. En déduire la transformée de Fourier de l’arctangente.
4. En déduire la transformée de Fourier de f (x ) = arctan( 1

x ).

Exercice 10. Transformée de Fourier de mesures de probabilité

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd . Faire le lien entre la fonction caractéristique de X

est la transformée de Fourier de la distribution tempérée PX .

Exercice 11. Montrer que la fonction exponentielle n’est pas dans S ′(R).
Indication : on pourra �xer φ ∈ Cc (R), puis majorer les semi-normes des translatées de φ.

Exercice 12. Équations de convolution

1. Considérons A =
∑
|α |6m

aα ∂
αδ . Calculer la convolution A ∗ u.

2. Écrire l’équation ∆u = f sous forme A ∗ u = f .
3. Écrire l’équation u (x + h) − u (x ) = f (x ) sous forme A ∗ u = f .

Exercice 13. Solution fondamentale du laplacien dans R2

Pour (x ,y) ∈ R2 \ {(0,0)}, on pose f (x ,y) = log r où r =
√
x2 + y2.

On rappelle l’expression du laplacien en coordonnées polaires : ∆ =
1
r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1
r 2
∂2

∂θ 2 .

1. Montrer que pour tout (x ,y) , (0,0), ∆f (x ,y) = 0.
2. Montrer que f ∈ L1

loc (R
2).

3. Montrer que

∀φ ∈ D (R2), 〈∆f ,φ〉 = lim
ε→0

∫
r>ε

f ∆φdxdy .

4. Montrer que ∆f = 2πδ0
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