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Les deux premiers chapitres du livre [Ka] présentent de maniere concise l'essentiel de ce
qu’il faut savoir sur les séries de Fourier (et méme un peu plus). Le cours est aussi résumé
dans [ZQ] avec des exemples et thémes d’étude pertinents. Le livre [E] est beaucoup plus dé-
taillé, mais un peu moins accessible. Enfin, le livre [K6] est moins exhaustif, mais peut-étre plus
accessible.

On trouvera une bonne introduction a la transformée de Fourier dans [Bon] (qui est assez
orienté vers la théorie des distributions mais qui explique de maniere limpide les applications
aux équations aux dérivées partielles). Si I'on veut se limiter a la transformée de Fourier sur L!
et L?, on pourra consulter [Rud], et on trouvera dans [ZQ, Ch.9, §4] le complément sur la classe
de Schwartz .. Pour aller plus loin, on pourra consulter [Ka] et [H] (le deuxiéme étant vraiment
treés spécialisé). Pour terminer, le livre [GW] (malheureusement épuisé) donne un éclairage
bienvenu sur les aspects pratiques de ’analyse de Fourier, en explorant notamment les liens
avec le traitement de signal. Le livre compagnon [DW] contient de nombreux exercices corrigés
pertinents.

On prendra garde (notamment le jour de l'oral) a éviter les confusions dues aux différentes
normalisations qui existent dans la littérature pour la définition des séries de Fourier et de la
transformée de Fourier.
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Notations

On note T = R/277Z que 'on munit de la mesure de Lebesgue renormalisée p(dx) = g_;);’
On rappelle qu'une fonction f : T — C s’identifie a une fonction 27-périodique définie sur R.
Ainsi les éléments de €' (T) s’identifient a des fonctions f : R — C continues 27-périodiques.
De plus, LP(T) est un espace de Banach pour la norme

27

1 2 1/p
I1fllp = (— | If(x)lf’dx) (<) . [l =infl M>0]If] <Mpp.).

On notera aussi €*(T) I'ensemble des fonctions 27z-périodiques f : R — C de classe €. On
dira quune fonction 27-périodique f : R — C est €* par morceaux s’il existe une subdivision
0=2x0<x <...<xp=2r telle que pour tout 0 < j < p, f|1x;x,,,[ admette un prolongement
a [xj,xj+1] de classe €k,

On notera cy(Z) I'ensemble des suites (u,) € C* qui admettent pour limite 0 en —co et +co.
Enfin, on notera & le sous-espace vectoriel de 4’ (T) engendré par les fonctions

en:tr—e™ (nelZ).

Ainsi & est 'ensemble des polynomes trigonométriques.
On utilisera la notation f(x) = f(—x).



1 Convolution

1.1 Convolution sur R¢

Pour cette partie, on renvoie a [BP] et [Br].

Définition 1. Soient f,g : R? — C deux fonctions mesurables. Lorsque cela a un sens, on
définit la convolution f * g de f et g par

frgt = [ Fgte-udy.

Si cette intégrale existe, on a immédiatement

frgt = [ for-vgwy =g+ fx).

Théoréme 1. Soient p,q € [1,00] des exposants conjugués (i.e. jl) + cl] =1).

1. Sif € L'(RY) etg € L'(RY), alors f +g(x) existe pour presque tout x et définit f *g € L'(R?)
qui vérifie
I1f gl < I flkllgll -
2. Sif € L\(RY) etg € LP(R?), alors f +g(x) existe pour presque tout x et définit f xg € LP(R?)
qui vérifie
L gllp < 1Iflkllgllp -
3. Si f € IP(RY) et g € LI(RY), alors f * g(x) existe pour tout x et définit f + g € L°(R?) qui
vérifie
ILf = glleo < NI fllpligllg -

De plus, f * g est uniformément continue. Enfin, sil < p < oo, alors | llim f*g(x)=0.
X|—00
Remarque 1.
- Le premier point de ce théoréme assure que (L'(R%), +, ) est une algébre de Banach. On verra
plus loin que cette algebre n’admet pas d’unité.
- Plus généralement, si p,q,r € [1,00] sont tels que 11) + é =1+1sife IP(RY) et sig € LI(RY),
alors f * g est définie dans L (R) avec || f * g||, < lf llpllglly (C’est I'inégalité de Young).

Exercice 1. Prouver les différents points du Théoréme 1.

'00 > d anbsI0[ (,¥) ¢T SUEP () 2 2P ISUIP B[
1astmn exrnod uo ‘(arnp snpd nad un) jurod swRIsION) Np UTJ B[ INOJ
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Exercice 2. 1. Montrer que si A C R est de mesure de Lebesgue > 0, alors
A-A={x-y;xycA)

contient un voisinage de 0 (on pourra considérer 14 * 1_4).

2. Soit f : R — R mesurable telle que f(x +y) = f(x) + f(y) pour tous x,y € R.
a. Montrer que f est bornée sur un voisinage de 0.
b. Montrer que f est continue en 0.
c. Montrer que f est linéaire.

Théoréme 2. Si f : R? — C est localement intégrable, et si @ : RY — R est de classe €*
et a support compact, alors o * f est définie partout et de classe €% sur R%. De plus, pour tout
multi-indice j de poids < k, on a

J(axf)=(@a)«f .
En particulier, si (ay,) est une suite régularisante, alors les fonctions ay, * f sont €.

Définition 2. On appelle approximation de I'unité une suite (@,),>1 de fonctions mesurables
positives sur RY, d’intégrale 1 et telles que

Yo > 0, f an(x)dx —— 0.
|x|>6

n—oo

Cette définition est la méme que celle de [BP] mais se limite au cas de fonctions a valeurs
positives.

Proposition 1. Sia : RY — R, est mesurable d’intégrale 1, alors
an(x) = na(nx)

définit une approximation de l'unité. Autrement dit, on obtient une approximation de l'unité en
renormalisant n’importe quelle densité de probabilité.

Théoreme 3. Soit (a,) une approximation de l'unité.
1. Si f € 6,(RY), alors a, * f converge vers f uniformément sur les compacts.
2. Sip < coetfelP(RY), alors a, * f converge vers f dans LP(R?).

Remarque 2. On prendra garde au fait que les preuves habituelles du point 2 s’appuient sur la
densité de €, (RY) dans L”(R?) pour p < co.

Définition 3. Une suite régularisante est une approximation de 'unité composée de fonc-
tions €™ a supports compacts.

Un des exercices du TD d’analyse fonctionnelle montre I'existence de suites régularisantes ;
rappelons que cela revient & montrer I'existence d’une fonction bosse > (R¢).

Théoréme 4. Si Q C R? est ouvert et p < o0, alors 6> (Q) est dense dans LP(Q).



1.2 Convolution sur T

Définition 4. Soient f,g : T — C deux fonctions mesurables. Lorsque cela a un sens, on définit
la convolution (sur le cercle) f * g de f et g par

21

fxglx) = jj; f@)g(y — x)u(dy) = % f@g(x —y)dy .

0

Ainsi, il y une notion de convolution pour les fonctions 27-périodiques sur R. Cette notion
est bien différente de celle définie dans le paragraphe précédent. Néanmoins, certaines des pro-
priétés vont persister. Par exemple, les inégalités de convolution présentées dans le Théoréme 1
s’adaptent immédiatement au cas du cercle. On notera que dans le cas du cercle, la situation est
méme plus simple car, T étant compact de mesure finie, on a

Vp € [1,00], €(T) c IX(T) c LY(T).

L’inégalité la plus importante dans ce cas est donc celle obtenue pour L!(T) que nous répétons
ici: si f,g € LI(T), alors f * g est définie presque partout avec

If =gl < lfILllgll -
Théoréme 5. Si f € LX(T) et sig € €*(T), alors f * g € €*(T) et pour tout entier j < k,
(fxg)V =fxg?.

Définition 5. On appelle approximation de I'unité sur le cercle une suite (a,),>; de fonc-
tions mesurables positives sur T, d’intégrale 1 et telles que

Vé > 0, f andpy —— 0 .
[-7.\[-8,6] n—ee

La encore, les approximations de I'unité sur le cercle sont données par des fonctions 27-
périodiques. Il ne faut donc en aucun cas confondre avec la notion d’approximation de I'unité
développée dans le paragraphe précédent.

Théoréme 6. Soit (a,) une approximation de 'unité sur le cercle.
1 Sif € €(T), alors ay, * f converge vers f uniformément sur T.
2. Sip < coet felP(RY), alorsa, * f converge vers f dans LP(R?).

En couplant ce résultat avec le Théoréme 5, on obtient que si f € €*(T), alors pour tout
entier j < k, (a,, * £)¥) converge uniformément vers ),



2 Séries de Fourier

2.1 Généralités

Définition 6. Soient f € L!(T), n € Z. Le n-iéme coefficient de Fourier de f est défini par

27
2(f) = — X gy = e dy .
ealf) Fx)e ™ dx fT Fendy

27 0

La série de Fourier associée a f est alors la série de fonctions

D ealfe™,

nez

la somme sur Z signifiant Nlim SN f (x), ou les sommes partielles sont données par
—+o00

N

SNf(x) = D ealf)e™ .

n=—N

Bien entendu, nous ne savons pas a priori si cette série converge, et ce sera l'une des questions
cruciales étudiées dans la suite. On notera aussi

1 N-1
onf(x) = 55 ) Sef ()
k=0

les sommes de Césaro associée a la suite (Sn f (x))nen.

Rappelons que (e, )ncz est une famille orthonormale de L?(T). La série de Fourier peut donc
se voir comme la décomposition d’une fonction sur cette famille libre.

Proposition 2. Soient f € LNT),a € R, etn € Z. alorson a
1 cn(f) = c_n(f) oit I'on a noté f(x) = f(-x),
2. ea(f) = c=a(f)
3. cn(raf) = e"™en(f) oulon anoté 7, (x) = f(x — a),
4 Sif = chen avecl C Z fini (ie. f € P), alorscy(f) = ¢ -
nel

Remarque 3. Ces propriétés entrainent certaines symétries dans les coefficients de Fourier
pour des fonctions particuliéres. Par exemple, si f est a valeurs réelles, alors c_,(f) = m
Aussi, si f est paire, alors c_,(f) = c,(f) ce qui permet de regrouper les termes en —n et n dans
la série de Fourier, et donc d’écrire la série de Fourier en cosinus. De méme, si f est impaire,
alors c_,(f) = —cn(f) ce qui permet d’écrire la série de Fourier en sinus.

Dans la pratique, on écrit parfois la série de Fourier sous la forme

2 ao()+ . (@) cos(nn) + by(f) sin(wv))

n>1



ou les coeflicients sont donnés par

1 2 2

an(f) = — f(x)cos(nx)dx et by(f) = p f(x) sin(nx)dx .

0 0

L’avantage de cette représentation est que les coeflicients sont réels des que la fonction f l'est
aussi. Son inconvénient est que les propriétés liées a 'orthogonalité des exponentielles com-
plexes (par exemple la formule de Parseval) se lisent moins facilement sur les coefficients a,
et b,. Dans les exercices calculatoires, on jonglera entre les deux écritures de la série de Fourier.

Proposition 3. La transformation de Fourier
F . INT) —  (*(2)
f > (en(f))nez

est une application linéaire continue de norme 1.

Proposition 4 (Riemann-Lebesgue). Si f € L(T), alors c,(f) — 0 quand n — +oo.
Autrement dit, F est a valeurs dans cy(Z).

Proposition 5 (Lien avec la dérivation).
1. Soit F € €(T) telle qu’il existe f € L'(T) telle que

Vx €T, F(x)—F(0)= f ) f(t)dt .
0

Alors pour tout n # 0, ¢,(F) = c,,(f

2. Si f € €X(T), alors pout tout n i 0, cn(f) = Zen(f).
Remarque 4. En fait, 'ingrédient principal de la Proposition 5 est I'intégration par parties. Par
conséquent, le deuxiéme point s’étend a d’autres cadres. Par exemple, si f est continue, et ¢’
par morceaux (c’est-a-dire qu’il existe une subdivision 0 = ay < ... < ag = 27 telle que pour
tout k, flq; 4,,,[ @admette un prolongement %" sur [ak,ax41]), alors on a encore pour tout n # 0,
cn(f) = %cn( f"), voir Exercice 16. L’Exercice 25 généralisera encore cette formule.
Proposition 6 (Lien avec la convolution).

1. Si f,g € LN(T), alors pour toutn € Z, c,(f * g) = cu(f)ca(g) .

2. SiK € P, alorsK = f € P. En particulier, pour tout n € Z, f * e, = cp(f) en.

Exercice 3". Montrer les propriétés des coefficients de Fourier données ci-dessus.

Définition 7. Le noyau de Dirichlet est défini par

Dy = Z e, le. Dy(x)= Z elnx

[n|<N [n|<N

1
Le noyau de Fejér est défini (pour N > 1) par Ky = N Z Dy .



Proposition 7. Soit f € L'(T).
1 SNf = f * DN.

N-1
1
2. O'Nf= NZSNf:f*KN'
k=0

1 21 1 21
3. fDNdy = —f Dn(x)dx =1 et fKNd,u = —f Kn(x)dx =1.
T 21 0 T 27 0

4. Les noyaux de Dirichlet et Fejér vérifient

sin ((N + %) x)

Dn(x) = — ,
SIHE
. Nx\2
Inl\ ; 1 [sm75
Kn(x) = 1-—|em™ == .
O ( N N\ sin2
|n|<N 2
5. Pour tout § €10, 7[, on a
1
sup |Kn(x)| <
S<lxl<r Nsin®(%)

En particulier, (Ky) est une approximation de l'unité sur le cercle.

Exercice 4. Convolution de suites (évoquée dans [E, Exo 3.15])
1. Soient a = (a,) € €X(Z) et b = (by,) € (1(Z).
a. Montrer que l'on peut définir

VYneZzZ c¢,= Z apbn_p
PEZ

et que la suite ¢ = (c,) ainsi définie est dans ¢*(Z) avec ||c|l; < |lall;||b|]:.
b. Montrer que pour tout x € T, on peut définir

f(x)= Z ape'™ , g(x) = Z bee'™ , (x) = Z cne™ .

PEZ qEZ nez

Montrer que pour tout x € T, ¢(x) = f(x)g(x).

1

2. Soit N € N*. On pose pour toutn € Z, a, = b_,, = \/N10<"<N et on réutilise les notations de

la question précédente. Montrer que

i%x in(Nx
f = e g = W = Ko,
2



2.2 Convergence des Séries de Fourier

Théoréme 7. Convergence Ponctuelle - Théoréme de Dirichlet

Soit f € L}(T) et un pointa € T fixé.

On suppose que f admet en a des limites finies a gauche et a droite notées f(a_) et f(ay) et
qu’il existe 5 > 0 tel que

19 6
[(iern=fly o o [*Uez0=fly
0 0

t t

Alors .
SNf(@) —= o[ fla) + flan)

Corollaire 1. Si f € LY(T) admet des limites finies a gauche et @ droite en a et des dérivées a
gauche et a droite en a, alors

n—oo

1
Suf(@ —= 5[ fla) + fla)
Si de plus, f est continue en a (i.e. f(a-) = f(ay)), alors ]\}im Snf(a) = f(a).

Exercice 5°. Preuve du Théoréme 7 [ZQ]

1. Montrer que

Sy f(a) - %(f(a_) +f(a+)) - ifoﬂ ha(t) sin((N+ l)t) dt |

2w sin(%) 2

ou 'on a posé

ha(t) = fla+1) = flas) + fla—1) = f(a-).

halt) ¢ L'(0,7) et conclure avec le lemme de Riemann-Lebesgue.

2. Montrer que t > ==
sim 7

Théoreme 8. Convergence au sens de Césaro - Théoreme de Fejér
Soit f € LX(T) et un pointa € T fixé.

1. On suppose que f admet en a des limites finies a gauche et a droite notées f(a_) et f(a.).
Alors

onf@) — 5 (@) + flan).

i.e., en a, la série de Fourier converge au sens de Césaro vers %(f(a_) + f(a+)).

2. Si f est continue en tout point de [, B], alors on f — f uniformément sur [, B].



Exercice 6". Preuve du Théoréme 8 [Ka, Chap.1, Th. 3.1]

1. On suppose que f admet en a des limites finies a gauche et a droite.
a. Montrer que

onf @ 3@ + @) = 5= [ hRx (o

ou 'on a posé
ha(t) = fla+1) = f(ay) + fa—1t) = fla-) .
b. En écrivant foﬂ = foa + f;, en déduire la limite de on f(a).

2. On suppose maintenant f continue en tout point de [«, f]. On fixe € > 0.
a. Avec les notations de la premiére question, montrer qu’il existe § € ]0, z[ tel que

Va e [a,flVt € [<5,8],  |ha(t)] <.

. é P . .
b. Toujours avec fon = fo + f;, en déduire que on f — f uniformément sur [a, f].

Théoréme 9. Théoréeme de Fejér revisité [ZQ]
1. La suite (Kx) est une approximation de l’unité sur le cercle.

2. Soit f € € (T). Alors pour tout N > 1, |lon flleo < || f llco-
De plus, o f — f uniformément surT.

3. Soit f € LP(T) avec1 < p < oo. Alors |lon fll, < Il fl,-
De plus, on f — f dans LP(T).

Corollaire 2.

1. Les polyndémes trigonométriques sont denses dans ¢ (T) et dans LP(T) pour p < oo.

2. La transformation de Fourier f € LY(T) — (ca(f))nez est injective.
Autrement dit, deux fonctions L(T) ayant les mémes coefficients de Fourier sont égales
presque partout.

Exercice 7. Le théoréme de Fejér implique celui de Weierstrass
Soit F : [-1,1] — R une fonction continue et f = F o cos.

1. Montrer que f € €' (T), et que f est paire.

2. En déduire que

N
INEN, onf=colf)+ )

n=1

1= 2 en(F)en+ e-n)

3. Montrer que pour tout n € N, il existe un polyndéme T,, de degré n (polynoéme de Tchebycheff)
tel que
Yt € R, cos(nt) = T,(cos(t)) .

10



4. En déduire I'existence d’un polynéme Py tel que ||F — Pyl = I f — on()lleo -

5. Conclure.

On présente maintenant quelques résultats négatifs sous forme d’exercices. Certains d’entre
eux s’appuient sur I’étude de ||Dy||; qui fait 'objet de 'exercice suivant.

Exercice 8. Etude de ||Dy||; ([K6, Lemme 18.3] pour Q1, [ZQ] pour Q2)
1. Montrer que ||Dy|l; = co quand N — oo (on pourra utiliser 'expression du noyau de Dirichlet
donnée dans la Proposition 7).

2. On va maintenant estimer plus précisément |[Dy||; selon la méthode donnée dans [ZQ].
a. Montrer que 'on peut écrire

sin(Nx
VN € N,Vx € [-m,n], Dn(x)=2 (Nx) +ry(x),
ou sup |ry(x)| < oo (et ou par convention Sm(x—Nx) = N pour x = 0).
[x| <7z ,N>0
b. Considérons
1 2r X
a4 =— |sint|dt et ¢(x)= f | sin t|dt — ax .
27T 0 0

Montrer que o = %, que ¢ € € (T), avec pour tout x € T, ¢'(x) = |sinx| —«a .
En déduire que ||Dy|l; = %logN + O(1) quand N — co.

Exercice 9". Il existe f € € (T) dont la série de Fourier diverge en 0 [Rud]
1. Montrer que f — Sy f(0) est une forme linéaire continue sur ¢ (T) de norme ||Dyl||;.

2. En déduire qu’il existe f € €' (T) telle que supy [Snf(0)| = co. Conclure.

Exercice 10*. Construisons f € %' (T) telle que Sy f(0) diverge [Ko, Ch.18]

1. Dans cette premiére question, on montre que pour tout A > 0, il existe P € P tel que
a. Posons h, = sgn(D,). Montrer que S,h,(0) > % log(2(n+1)) .

b. Montrer qu’il existe g, : T — [—1,1] continue telle que S,g,(0) > % log(n +1).
c. Montrer qu’il existe p, € P (a valeurs complexes) tel que

4
Ipnllo <2 et |Sypn(0)] > Plog(n +1)—-1.

d. Conclure.

11



qk
2. La question précédente montre l'existence d’une suite Hy = Z cqg(Hk)eq de polyndmes

9=—qk
trigonométriques et d’une suite d’entiers ny telles que

Vk > 1, ||Hillo <1 et [S, Hi(0)] > 2% .

k )
1 .
Posons pi = Z(qu +1) et VteT, f(t)= Z o e’ H(t) .
j:l k=1

a. Montrer que f est bien définie et continue sur T.
b. Montrer que pour k € N* et g € Z tel que q < g, on a ¢y, +¢(f) = zik cq(Hy) .
c. Remarquer que gx > ng. En déduire que

1
Vk 21, [Spsn f(0) = Speen, f(0)] = 2—k|s,,ka(o)| > 2k

d. En déduire que limsup,_, ., |Snf(0)| = oo et conclure.

Exercice 117. Défaut de convergence L!(T) [Ka, §I1.1.2]

Par 'absurde, supposons que pour tout f € L'(T), (Sy f) converge dans L!(T).
1. On rappelle que Sy f = Dy * f. Calculer la norme de 'opérateur Sy : L'(T) — L(T).
2. En déduire que la suite (||Dy|l;)n>1 serait bornée, et conclure.

Exercice 12°. ¥ : L}(T) — c¢¢(Z) n’est pas surjective. Méthode 1 [Rud, §5.15]

Supposons par I’absurde que toute suite (c,) telle que lim ¢, = 0 soit la suite des coeffi-

|n|—00

cients de Fourier d’une fonction L'(T).
1. En déduire qu’alors, il existerait une constante M > 0 telle que Vf € LY(T), || fll; < M sup |c,(f)] .

nez
2. Obtenir une contradiction en prenant f = Dy.

Exercice 13. ¥ : LI(T) — c¢¢(Z) n’est pas surjective. Méthode 2 [Ka, Ch.1, §4]
1. Soit f € LY(T) telle que pour tout n > 0, c,(f) = —c_,(f) > 0.

a. Montrer que F(t) = fot f(r)dr définit F € € (T).
b. Montrer qu’en 0, les sommes de Fejér associées a F s’écrivent

n

N
oNF(0) = co(F) +2 ) (1 - %)
n=1

c
c. En utilisant le théoréme de Fejér, en déduire que Z M < 00.
n

n#0
2. En déduire que Z 511n(nx) n’est pas la série de Fourier d’une fonction f € L'(T).
ogn
n=2
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Exercice 14. Conditions suffisantes d’appartenance a ¥ (L(T)) [Ka, Ch.1,§4.1]

1. Soit (a,) € ¢o(Z) telle que a, = a_, > 0 et qui vérifie la condition de convexité

Yn>0, a,1+an1—2a,=20.

(o]
a. En considérant Z(an — an41), montrer que n(a, — ay4+1) — 0 quand n — co.
n=1
b. Montrer que
N
Z n(ap-1+ any1 — 2a,) = ap — ay — N(an — an+1) »

n=1

puis que le membre de gauche admet une limite finie quand N — oo.
c. En déduire que I'on peut poser

f = Z n(an—l + Ap+1 — 2an)Kn
n=1

ot la série converge dans L(T) (Ky désignant le noyau de Fejér).
d. Montrer que les coefficients de Fourier de f sont exactement les (a,).

2. En déduire que 7, C(I)Zén;) est la série de Fourier d’une fonction f € L'(T).

Exercice 15*. » DEV « Le Principe de Localisation [Ka]

Soit f € L'(T) qui est de classe % sur un intervalle ouvert I. L’objectif est de montrer qu’il
y a convergence uniforme de la série de Fourier sur tout intervalle compact [«, ] C I.

1. (Riemann-Lebesgue uniforme) Montrer que si H est précompact dans L}(T), on a

sup [cp(@)] —— 0.
pell n] — o0

2. Pour a € [a, ], définissons ¢, : T — C par
_ fla=2u) - f(a)

sin u

Va(u)

Montrer que H = { /, , a € [a, 8] } est compact dans L'(T).
3. En déduire que Sy f — f uniformément sur [«, f].

4. Si g;,g, € LY(T) coincident au voisinage de [, ], montrer que la convergence uniforme
sur [a, f] de Sxg; équivaut a celle de Syg,.
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Remarque 5.

- Au-dela du procédé de la sommation de Césaro, il existe d’autres procédés de sommation me-
nant a d’autres résultats de convergence. Par exemple, le procédé de sommation d’Abel permet
d’écrire que si f € €(T), alors

fx) = lgn% rlea(fe™ .

ou la convergence est uniforme en x € T. La preuve est tout a fait analogue au théoréme de
Fejér et consiste a montrer que le noyau de Poisson défini pour r € [0,1[ par

P.(x) = Z plnl ginx

nez

est une approximation de I'unité sur le cercle quand r — 1; voir [ZQ] pour les détails.

- On remarquera qu’une suite de noyaux trigonométriques fournit une fagon d’approcher f par
des polyndmes trigonométriques. Selon les propriétés du noyau et la régularité de la fonction,
I’approximation sera plus ou moins rapide. On verra dans ’Exercice 27 que le noyau de Jackson
permet de donner une approximation uniforme d’une fonction continue avec une erreur direc-
tement contr6lée par le module de continuité.

- Le Théoréme 9 montre que pour p < oo et pour f € LP(T), la série de Fourier converge au
sens de Césaro dans L (T) vers f. On peut se demander si, plus simplement, la série de Fourier
Sn f converge vers f dans LP(T). Le résultat est clairement faux pour p = co pour des raisons de
continuité. L’Exercice 11 montre que c’est faux aussi pour p = 1. En revanche, pour 1 < p < oo,
on a effectivement Sy f — f dans LP(T) dés que f € LP(T); c’est un théoréme difficile dt a
Marcel Riesz, voit par exemple [Ka, Ch.2, §1.5]. Cependant, le cas particulier p = 2 est moins
difficile, comme on va le voir dans le paragraphe suivant. Notons aussi que dans ce polycopié,
nous n’aborderons pas le probleme de la convergence presque partout de la série de Fourier ; ce
probleme tres difficile est discuté dans [Ka, §IL.3], [Z, Vol.2, Ch.13] ou dans [E, §10.4].

2.3 Théorie L?
Théoréme 10. La famille (e,)ncz est une base hilbertienne de L>(T). Par conséquent,

(7)) — LX(T)

(cn) + chen

nez

est une bijection linéaire isométrique. Aussi, si f € L*(T), Syf — f dans L2(T), i.e.

f= elflen

nez

otl la série converge dans L*(T). Enfin, on a I’égalité de Parseval

Ve LAT), NIfIE = D leal NP

nez

14



Théoréme 11. Si f : T — C est continue et € par morceaux, alors Z len (f)] < oo.

nez
Par suite

Vx €T, fx)= ) ealf)e™,

nez

avec convergence normale dans € (T).

Exercice 16°. Preuve du Théoréme 11 [G]
Si x est un point de dérivabilité de f, notons ¢(x) = f'(x).
1. Expliquer pourquoi cela définit ¢ € L'(T). Montrer que

V¥x €T, f(x)—f(O):vf0 p(t)dt .

c
2. Montrer que pour tout n # 0, ¢,(f) = () .

in

3. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, en déduire que Z len(f)] < oo
nez
Exercice 17°. Série de Fourier et convolution sur L?(T) [BMP]
Soit f € L*(T).
1. Montrer que I'on peut définir une fonction continue en posant g = Z cn(f)?en .

nez

2. Montrer que g = f * f et en déduire que

Vx €T, fx*f(x)= ch(f)zei”x.

nez

2.4 Calculs et Premiéres Applications

Exercice 18". Deux séries de Fourier élémentaires (formules a retrouver dans [ZQ])
1. Définissons f : T — Rpar f(x) =1 si|x| <% et0sinon.

2
a. Montrer que pour
:n+1

Vn# 0, e(f) = —((-1"-1).

2rn
b. En déduire que

—1\P
f(x) = % + % Z 2(p1-21 cos((2p + 1)x)
p>0

ot la série converge dans L*(T).
c. Est-ce que I'égalité précédente est-elle valable ponctuellement et si oui, pour quels x ?
Que se passe-t-il en x = £7 ? Quelle est la valeur du membre de droite en ces points ?
2
T /s

1 2 1
d. Montrer que —————— = —, puisque —_ =
9 ;)(2p+1)2 g @ Pusd ;nz 6
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2.0nposeg = f * f.
a. Montrer que pour tout Vx € [-r,7], ¢g(x) = 1(1 |x|)
b. Montrer (en utilisant éventuellement ’Exercice 17) que
(x) =- + 2 > COS ((2 + 1)x)
g 1; ; (2 o p

ol la série converge dans L?(T), mais aussi en norme dans % (T).

c. En déduire . .
1 T . 1 T

— = uis que — = —.
2 2p+1)t 96 PHA 2 nt 90

n>1

Exercice 19. Phénomeéne de Gibbs [G], [CLF1], [FGN2], [ZQ]
On reprend la fonction f = 1[_z z).

1. Montrer que si N = 2P + 1ou N = 2P + 2 (avec P > 0), alors

i (-5 2 2 (5

2. En utilisant une somme de Riemann, en déduire la limite du membre de gauche.
3. En utilisant que £ f Slntdt‘ ~ 1.18, en déduire que 11m 1SN flleo > 1.

Exercice 20. Séries de Fourier et Logarithme Complexe [LFA, §12.1]
Montrer (par la méthode votre choix) que pour tout x € ]0,27][,

o COS X x = sinnx 7w —x
Z :—log(251n2) , Z .

n=1 n=1

Exercice 21. Exponentielle apériodique [ZQ]
On fixe a € C\ Z et on définit f : T — C en posant

Vt e [-m,x[, f(t)=e".

sina
1. Montrer que pour toutn € Z, c¢,(f) = (—1)"—7T.
m(a—n)

2. Montrer que

2asi S
sin(7a) N asin(ra) Z

ma T a’ —n?

VN >1, Snf(m)=

n=1

3. Avec le théoreme de Dirichlet, en déduire que

cos(ra) =

sin(ra) 2asin(ra) 1
+ E
a?

2 b
ma T —n
n=1
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puis en déduire le développement eulérien de la cotangente

(o)

1 1
JTCOtﬂ'a:—+2(lE _.
(a) a £ a’ —n?

4. En considérant maintenant Sy f (0), obtenir 'identité

Exercice 227. The Simplest Convergence Theorem (Questions 1 et 2 dans [Ko])

1. Soit (c,) € £*(Z). Montrer qu’on peut poser

VxeT, f(x)= Z cne™

nez

ou la série converge absolument. Montrer que f € € (T) et que pour tout n € Z, ¢,(f) = c,.

2. Soit f € LY(T) telle que (c,(f)) € € (Z). Montrer que f est égale presque partout a une
fonction continue.

3. (Application) Soit F(z) = Z a,z" une série entiere de rayon R > 0 et soit r € J0,R[.
n=0
a. En considérant f(t) = F(re'), montrer les célébres formules

F™ (0 1 F 1 (% .
a, = (0) _ f (Z)dz , ., F(0)= —f F(re)dt
y Zn+1 0

n'  2ir Y

ou y est le chemin composé du cercle de centre 0 et de rayon r parcouru dans le sens trigono-
[F(2)|
1+|z|9

métrique. En déduire que si R = oo et s’il existe d € N tel que sup, < oo, alors P est un

polynome de degré < d. Que peut-on dire si F est bornée sur C?

b. Montrer que
1 2r )
Z |an|*r®" = —f |F(re')|?dt .
2r 0

n=0

En déduire que si |F| admet un maximum local en 0, alors F est constante sur D(0, R). En déduire
que si G : U — C est une fonction analytique! sur un ouvert connexe U C C telle que |G|
admette un maximum local en un point a € U, alors elle est constante sur U (on pourra utiliser
le principe du prolongement analytique).

1. Une fonction est dite analytique si elle est développable en série entiére au voisinage de tout point.

17



Exercice 23. Séries de Fourier Absolument Convergentes [Ka, Chap1, §6]

On introduit I’espace vectoriel

A ={feFm 1 Y lenlf)l <o )

nez

muni la norme || f|4 = Z len ().
nez
1. Montrer que
tNZ) — A(T)

(cn) > chen

nez
est une bijection linéaire isométrique. En déduire que A(T) est complet.
2. Montrer que si f,g € A(T), alors fg € A(T) avec || fglla < || fllallglla.
3. Soit f € €'(T) telle que ¢, (f) > 0 pour tout n € Z.

N
a. Montrer que pour tout N > 1, Z cn(f) < 2028 £(0).

n=—N
b. En déduire que f € A(T).

Remarque 6. Mentionnons encore quelques applications qui ne seront pas traitées ici :
— le critére d’équirépartition de Weyl [K4],
— l'inégalité de Poincaré-Wirtinger [FGN2],
— l'inégalité isopérimétrique [ZQ],
— Ulinégalité de Berstein [ZQ],
— le théoréme de Herglotz [Ka],

— la théorie des gammes musicales [GW].

2.5 Analyse de Régularité
Théoréme 12. Régularité ¢~
1. Si f € €5(T), alors c,(f) = o(nlk) quand |n| — oo,

2. Si f € LY(T) vérifie cn(f) = O(nk—lﬂ) quand |n| — oo, alors f est égale presque partout a
une fonction €*(T).

3. Soit f € € (T). Alors f est de classe € si et seulement si la suite de ses coefficients de
Fourier est a décroissance rapide, c’est-a-dire Vk € N,  limp e Inlkcn(f) —0.

Ce théoréme et sa preuve doivent étre absolument connus.
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Exercice 24. Fonctions Holdériennes [Ka], [FGN2]

Pour a €]0,1], on note Lip,(T) I'espace des fonctions f : T — C qui sont a-holdériennes,
que 'on munit de la norme

1fllp, = fllo + sup LUEHP SO

teTh#0 |h|®

1. Montrer que ¢*(T) c Lip,(T) c €(T).
2. Soit f € Lip,(T). On note 7, f (t) = f(t — h).
a. Montrer que pour tout n # 0,

alf) = — f N (r@ = f(e+ %)) ema.

b. En déduire que ¢,(f) = O(#) quand |n| — co.

3. Supposons maintenant a € ]%,l].
a. Montrer que pour tout h € T, la translatée 7, f (t) = f(t — h) vérifie

D™ = 1Plea( NI = limwf = 15

nez
b. Soient m € N. En prenant h = %, montrer que
. 2T 2a
h
> lalDlE < Yl =1 (OF < (5] IfIE, -
2mg|n|<2m+l nez '

c. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, en déduire que

m+1 21 \“
vmeN, el <2 (2] 1, -

.om
2m<|n|<2m+1 3 2

d. En conclure qu’il existe une constante ¢, dépendant uniquement de « telle que

Z |Cn(f)| < Ca”f”Lipa .

nez
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Exercice 25”. Fonctions a Variation Bornée [E]

On dira que f € BV(T) si V(f) := sup Z | f (k) = f (x-1)| < 0.
0=xp<...<xp=271 k=1
On va voir que si f € BV(T), alors ¢,(f) = O(|_r11|)‘

—inx
e

1. Premiere méthode. Soit n # 0 et posons g(x) =

a. Supposons d’abord f € € (T). Soit ¢ > 0. Montrer que pour une subdivision assez fine
O=xp<x1<...<xp=2m,ona

Le.

()= 5 2. /)9t - g0)

b. En déduire que
1

len(F)] < (1+§)g+

1 V)
21 |n|

et conclure dans ce cas en faisant ¢ — 0. X
x+1
c. On suppose maintenant f € BV(T) et pourr €0, 7[, etx € T, f,(x) = rf f(t)dt .
X

d. Montrer que
V() _ V()

2r|n|  27in|

len(fr) <
V(f)

27|n|
2. Deuxieme méthode, en admettant que pour f € BV(T), il existe une mesure complexe v sur T
telle que 'on ait pour presque tous x € T,

e. En déduire que |c,(f)] <

Fx) - £(0) = f dv = v([0.x]) B

[0.x]

On renvoie a [AFP, §3.2] ou [Rud, Ch.7, Exo 13] pour ce résultat, et a [Rud] pour la notion de
mesure complexe.
a. Montrer que pour une mesure complexe v sur T, on peut définir

cn(v) = 1 j;re_i”xdv(x) avec |cp(v)] < %IVI(T) .

Y

b. Soit f € BV(T) et v vérifiant (1). Montrer que pour tout n # 0, ¢,(f) = %cn(v). En déduire
que

1 vI(T)
\'4 0, < — .
n# |Cn(f)| 21 |n|

(On ne cherchera pas a montrer que |[v(T)| = V(f) car f = gp.p. = V(f) =V(9).)
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Exercice 26". Théoréme de Paley-Wiener [ZQ]

Pour § > 0, onnote Bs = { z € C | |Im(z)| < § }. Soit f € € (T).
On va voir que f admet un prolongement analytique a une bande B; si et seulement s’il
existe £ > 0 tel que c,(f) = O(e~¢I").

1. Supposons qu’il existe € > 0 et M > 0 tels que
VneZ, len(f)l < Me™éInl

a. Montrer que pour tout x € R, f(x) = Z cn(f)e™.
nez
b. Montrer que F(z) = Z cn(f)e'™ converge uniformément sur tout compact de B,.
nez
c. En déduire que f admet un prolongement analytique a B,.

2. Supposons que f admet un prolongement analytique a Bs. Notons

. ) 1)
M =supq |F(u+iv)l|; |u|<7r+§,|v|<§ .

2)\?
a. Avec la formule de Cauchy, montrer que pour p € N, sup | f) (x)| < Mp! (—) .
xeT

b. En déduire que pour tout n # 0,

wﬂﬂl<%%%gy<ﬂhmp@k%ﬁ%%»-

c. En choisissant judicieusement p, en déduire que |c,(f)| = O(e~¢"!) pour ¢ = %.

Exercice 27*. Noyau de Jackson et Approximation [ZQ]

Dans cet exercice on notera Pn = Vect{ e, ; |[n| < N }.
2

1. On introduit le noyau de Jackson J, = ——

1Kzl
a. Montrer que J, € P2,, que J, = 0 et que ||/l = 1.

b. Montrer que
T \4
2 2 [sinu
Hﬁh?wnoﬁa:—f\( )dw
T Jo u

c. Soit k € [0,3[. Montrer qu’il existe C > 0 tel que

n z ' .
f |t|k.]n(t)dt < %f tk (M) dt .
- n= Jo t

d 1
d. En déduire que Vk € [0,3[, f 1< T ()dt = 0(—k).
_ n

J
e. En déduire que (J,) est une approximation de 1'unité sur le cercle.
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2. Soit f € €'(T). On notera w le module de continuité de f défini par

w(6) = sup |f(u) = f(v)l.

lu—v|<d

On notera P, = f  Jjzj ou [3] est la partie entiére de 3.
a. Montrer que P, € P,
b. Montrer que pour tout t € R, w(|t]) < (n|t] +1) a)(%) et en déduire que

If = Pals =0 (o)) -

1f = Snfllo < IIf = Palloo(1 + [|Dnll) -

c. Montrer que

d. En conclure que
1
If = Suf ke < O (0 ) 10g(m)) -

e. (Application) Montrer que si f est a-holderienne, alors S, f — f uniformément.

Exercice 28". Séries de Fourier Lacunaires [ZQ]

Soit (¢,) € C telle que Z len] < co0. On définit une fonction f € €(T) en posant

n=0
[ee)
f(t)=¢e + Z ene't
n=1

On va voir que si f est dérivable en un point a, alors ¢, = 0(27"). Pour cela, on réutilisera le
noyau de Jackson présenté dans I'Exercice 27.

1. Montrer qu’il suffit de traiter le cas ou a = 0 avec f(a) = f'(a) = 0.

2. Soient n > 2 et p < 2"72. Montrer que
1 _ion
£y = —ff(t)]p(t)e 27t
2m T

3.En appliquant cela a p, = 2" ?—1, démontrer que p,&, — 0 et conclure (on pourra décomposer
ppiq P quep p p

= Ji<s T fl - utiliser les propriétés du noyau de Jackson).

2t
4. En déduire que f(t) = Z o est une fonction continue nulle part dérivable.
n=1
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2.6 Equation de la Chaleur sur T

Dans cette partie, nous proposons en exercice de revenir a la motivation initiale des séries
de Fourier : la résolution de I’équation de la chaleur. Si u : T — R, la valeur u(x) représentera
donc la température en un point x d'une barre circulaire modélisée par T. Les séries de Fourier
permettent de résoudre les équations régissant la diffusion de la chaleur dans cette barre au
cours du temps .

Exercice 29. » DEV « Equation de la Chaleur sur T [DK], [FGN4]

Fixons une condition initiale f € € (T) et cherchons u : Ry X T — C continue sur Ry X T,
de classe ¢ sur R} X T et vérifiant

Ou 0%u .
E(t,X) = ﬁ(t,X) V(t,X) € R+ x T

u(0,x) = f(x) VxeT

1. (Unicité) Soit u : R, X T — C une solution.
a. On fixe t > 0. Montrer qu’il existe des coeflicients (c,(t))nez tels que

VxeT, u(tx)= ) enlt)e™,
nez

ou la série converge absolument.
b. Montrer que t - ¢, (t) est dérivable sur R} et que

Vi >0, ci(t)=-ncu(t) .

c. Montrer que lim ¢,(t) = ¢, ou ¢, est le n-iéme coefficient de Fourier de f.
t—0

d. En déduire que 'on a nécessairement pour tous t > 0 et x € T,

u(0,x) = f(x) et u(t,x)= che_"ztei"x . (2)

nez
2. (Existence) Définissons u par les formules (2).

0%u

ou
a. Montrer que sur R} X T, u est de classe € et vérifie — = —;

ot ox?’
pt(x) — Z e—nzteinx

nez

b. Pour t > 0, posons

Montrer que pour t > 0, u(t,-) = f * p;.
La suite de I'exercice consiste & montrer la continuité de u. Le cas f € ¢*(T) est rapide (cf.
question c), mais cela demande plus de travail dans le cas général.

c. Supposons que f € €*(T). Montrer qu’alors les deux formules de (2) se recoupent pour
t = 0 et que u est continue sur R, x T. Conclure dans le cas f € €?(T). En déduire au passage
que pour f € €*(T), f = p; — f uniformément lorsque ¢t — 0.
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d. Supposons encore f € €?(T) et aussi que f > 0. Par 'absurde, supposons qu’il existe
to > 0 et xo € T tels que u(ty,x9) < 0. Pour f < 0, considérons alors v = eftu. Montrer que v
admet un minimum relativement a [0, ] X T atteint un point (t;,x;) € ]0,t] X T. Aboutir a une
contradiction avec les conditions nécessaires d’extremum. En déduire que u > 0.

e. En utilisant une approximation positive de I'unité sur le cercle (par exemple le noyau de
Fejér), en déduire que pour tout ¢t > 0, on a p; > 0.

f. Montrer que ||p;|l; = 1. En déduire que ||¢]l < ||f]lo (principe du maximum).
g. Déduire des questions précédentes que dans le cas général f € € (T), on a encore

sup |u(t,x) — f(x)| — 0.
xeT t—0

En déduire que u est continue sur R; X T et conclure.

Remarque 7.

- La famille de fonctions (p;);>0, appelée noyau de la chaleur, peut étre exprimée autrement grace
a la formule sommatoire de Poisson; cela donne d’ailleurs une autre méthode pour montrer
I'existence d’une solution a I’équation de la chaleur, voir Exercice 44.

- Plut6t que de supposer la barre circulaire, on peut aussi considérer I’équation de la chaleur sur
une barre rectiligne de longueur L avec des températures fixées a zéro aux deux extrémités de la
barre. On se ramene alors au cas périodique en prolongeant les fonctions a [—L, L] par imparité
et en considérant seulement des séries de Fourier impaires (i.e. avec des termes en sin(nx)). Le
calcul est alors semblable au cas périodique ; voir [ZQ)].

3 Transformée de Fourier

3.1 Transformée de Fourier sur L'(R%)

Définition 8. La transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R%) est la fonction f :RY — ¢4
définie par

VEeRY, f(E) = f For)e
Rd

d
oulonanoté £.x =& x = Z &kxk. On notera aussi f(x) = f(=x).
k=1

Proposition 8. La transformation de Fourier
F : L'RY — ERY
foo= f
est une application linéaire continue de norme 1.

Proposition 9 (Riemann-Lebesgue). Si f € L'(RY), alors f(ff) — 0 quand |&] — oo. Autre-
ment dit, F est a valeurs dans €,(R?).
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Proposition 10 (Lien avec la dérivation).
1. Soit F € L}(R) telle qu’il existe f € L(R) telle que

V¥x € R, F(x):fx f(t)dt .

Alors nécessairement fRf(x)dx = 0 et pour tout £ # 0, F(£) = %f@)
2. Si f € I{R) N EY(R) avec f’ € LX(R), alors pout tout & # 0, f(£) = %f’(sr).

3. Si f € LY(R) est telle que f |xf(x)|dx < oo, alorsf est dérivable et (f ) (&) = —i;c?(x\)(g),

ou l'on s’autorise I’abus de notation x f(x) pour désigner la transformée de Fourier de la
fonction x — x f(x).

Proposition 11 (Lien avec la convolution). Soit f € L'(R%).
1. Sig e L'(RY), alors f + g = fé .

2. Sionag(x) = (2711)d fG(§)ei§'xd§ avec G € LY(RY), alors

1

Vx e R, frg(x) = Zn)

f FOGEEdE

Exercice 30°. Montrer les propriétés de la transformée de Fourier données ci-dessus. Pour le

point 1 de la Proposition 10, on pourra approcher fR par f_ , puis procéder a une intégration
par parties.

Théoreme 13. Inversion de Fourier L
Soit f € L"(R?). On suppose que f € L'(R?). Alors on a presque partout

— 1 s i€.x : _ 1 3
10 = g [ fOaE ie f=oaf

En particulier, f admet un représentant continu.

Exercice 31°. » DEV « Gaussiennes et Inversion de Fourier

1. Soit A une matrice d X d symétrique définie positive. On définit g4 : RY — R par
1 1

—————exp ( - —xtA_lx) .

\det(2rA) 2

a. Posons g = g;. Montrer que g € L!(R) et calculer g (on pourra montrer que § est solution
d’une équation différentielle).

galx) =

f s . : — el
b. En déduire que pour ¢ > 0, la transformée de Fourier de g,z est g,2(¢) =e” 2

c. En déduire que g4 € L'(R?) et que la transformée de Fourier de g est donnée par
—~ 1
Ga(®) = exp (- 5848
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2. Soit f € LY(RY) telle que f € L'(RY). On note ky = g,2; € L'(RY) et k = ki.
a. Montrer que pour tout x € RY,

_ 1 L i&.x
ko) = oy [ Kol

b. Montrer que pour presque tout x € RY,
1
(2m)?
c. Montrer que k, * f — f dans L' quand o — 0.

ko * f(x) =

f () f(©)exdE

d. Montrer que Ig;(f) = l%(af) et en déduire que pour tout x € R?,

1 r i&.x
— G | F0eaE.

e. En déduire la formule d’inversion de Fourier pour f.

)eif.xdsz

Remarque 8.

- Le calcul de g;(0) fait intervenir I'intégrale de Gauss, dont la valeur doit étre connue (elle était
demandée sans démonstration dans I’écrit d’analyse et probabilités de 2010) : fR e t'dt = V.
- On peut montrer que la convergence est uniforme en x dans la question d.

- La démarche de preuve s’adapte a d’autres approximations de I'unité (k,) obtenues par exemple
avec le noyau de Fejér sur R [Ka], ou le noyau de Cauchy [Rud].

3.2 Transformée de Fourier sur .7 (R%)
Pour un multi-indice @ € N%, on notera |a| = Zk lakl, x® = x 4 0f = 6;‘11 .. xd

Définition 9. On introduit I'espace .7 (R?) des fonctions f de classe € sur R? telles que pour
tous multi-indices «a, 3,
sup |xP8% f(x)| < oo .
xeR4
Conformément au programme de I’agrégation, on munira .7 (R?) de la famille de semi-normes
(Np)pen définies par
Ny(f) = sup sup Ixﬁ(?“f(x)l )

la|l<p xeR4
IBl<p

Ainsi, .7 (R%) est un espace métrique complet pour la distance définie par

d(f.9)= Y somin (1, Ny(f = 9) )

peEN

On remarquera que 6 °(RY) ¢ Z(R?) et que .7 (RY) est un sous-espace de LF(RY), qui est
dense dés que p < oo.
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Théoréme 14. L'application F : .7 (R?) — .Z(R?) est un isomorphisme bicontinu et

Vfe s RY, VreRL  flx) = — f F(E)etde |

(2m)

De plus, pour toute f € . (R%), avec un léger abus de notations, on a pour tout a € N¢,

o°f(&) = F ((=ix)* £ (x)) (€) . (3)
9 f (&) = (i) (£) . (4)

Exercice 32". Preuve du Théoréme 14 [Bon]
1. Montrer que si P € R[Xy,..., X ] et f € .Z(R%), alors P - f € .Z(RY).
En déduire que P - f € L'(RY).
2. Montrer les formules (3) et (4) (en justifiant soigneusement).
3. Montrer que si f € .7(R%) alors f e S(RY et que F : ./ (RY) — .7 (R?) est continu.
4. Conclure.

Proposition 12. Si f,g € ./ (R%), alors fxg€ S (RY) et f x g = fé

3.3 Transformée de Fourier sur L?(R%)

Théoréme 15. La transformée de Fourier, définie sur .7 (RY), s’étend par densité en un isomor-
phisme F : L>(RY) — L*(RY) qui vérifie la formule de Plancherel

1
Vf L@, Il = gl f 5)

et dont Uinverse est ——F (ou F () () = F f(=¢£)).

(2m)

Exercice 33". Preuve du théoréme 15 (» DEV <« en refaisant le prolongement)
1. Montrer que pour toutes f,g € .7 (R?),

- 1 A —
[, st = o [ i

2. En déduire que # admet un prolongement continu a L?(R¢) qui vérifie I'équation (5).
3. Déduire de I’équation (5) 'inverse de F sur L?(R¢).

Exercice 34. Convolution dans L?(R%)
Soient f,g € L*(RY).

1. Montrer que E = (271r)df % g .

2. Peut-on dire que f * g = fé ?
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3.4 Calculs et Applications

Exercice 35". Transformée de Fourier du sinus cardinal et applications
sinx

On pose sinc(x) = , qui se prolonge en sinc : R — R continue.

1. Pour a > 0, calculer la transformée de Fourier de 1[_,4].

2. En déduire que sinc = -1

3. En déduire la transformée de Fourier de sinc?.

sinzxd sin? A N fA sin(2x)d
0

A
4. Montrer que pour A > 0, j(; S—dx = — X.

X X

5. Déduire de ce qui précede la valeur de I'intégrale semi-convergente

+o0 .
Sin x T
dx = — .
0 X 2

Remarque 9. La valeur de I'intégrale de Dirichlet fooo % peut étre aussi obtenue via le calcul

de la transformée de Laplace de sinc (voir [G]) ou via le calcul des résidus (voir [Boc]).

Exercice 36. Noyau de Fejér sur R [Ka]
Pour A > 0, on pose

27

1 sin% 2
ky(x) = Ak(Ax) ou k(x) = — ( ) .

1 (! :
1. Montrer que pour tout x € R, k(x) = Py f (1—|&])e’*dE .
T Ja
"GE QOTOIIXH [ Op SYeINS2I 3 JasTin exmod uQ : UOHedIpU]

2. Pour f € L'(R), montrer que pour presque tout x € R,

A
g = o (1= 51) fereear.

27

3. En déduire que les fonctions a bande limitée (c’est-a-dire dont la transformée de Fourier est
a support compact) sont denses dans L'(R).
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Exercice 37. Théoréme de Dirichlet pour les fonctions L!(R) [A]
sin x

1
On pose d(x) = — et pour A > 0, d)(x) = Ad(Ax). Soient f € L}(R) et a € R.
T

On suppose qu’il existe [ € R et § > 0 telle que

6
haOl

ha(t) = fla+1t) + fla—t) — 2] vérifie f
0

1 (h .
1. Montrer que pour A > 0, d, * f(a) = EIA f(§)e"§“d§.

2. Montrer que

1 +00 in(t +00 R
dy* f(a)—1= —f ha(t) sin(42) dt ( au sens f = lim ) .
7w Jo 4 0 0

R—+o0

"GE 90IDI9XH [ SUBP 9[NO[ED JJ[YOLIL( 9P J[eISIUL ] 9P Inafea e[ IasIIin exmod uQ

3. En conclure que
1t s
— | f@eHdE ——1.
2w J_, A—+oo
: f f 1mod soAneY SUOISN[OUOD XNE UOTIUINY +9 f + Qof ud g uorisonb ey ap aerdojur | esoduwroog

Exercice 38. [Ka, §1.13] ou [A]

1. Calculer la transformée de Fourier de f; : x > =4I,
2. En déduire la transformée de Fourierde g : £ — R
3. En déduire que
1 eltx
Vx € R, e_|x|=—f dé .
T Jr 1+ é_’Z

4. Retrouver le résultat de la question précédente en appliquant le théoréme des résidus a la
fonction z — % sur un contour bien choisi (voir [AM, §8.4.3] si besoin d’aide).

Remarque 10. La méthode des résidus permet de calculer d’autres transformées de Fourier.
Par exemple, en intégrant sur le bord du rectangle [-R,R] + [0,2]i, on peut montrer

e—2i7f§s 1
[ e 1
r cosh(rs) cosh(rz{)

\/ E) est a une constante pres sa propre transformée de

qui exprime que la fonction cosh™’ ( "\ 3

Fourier. Voir [StShCA] pour les détails.
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Exercice 39. » DEV « Vecteurs Propres de la Transformée de Fourier [A]
2
Posons G(z) = e* . On définit les polynémes et fonctions de Hermite par

a2 dl

Ha(t) = (1" T2 () L ) = (2 VD A0

1. Quelles sont les seules valeurs propres possibles pour  : L*(R) — L*(R) ?

2. Dans cette question, on montre que h, est vecteur propre de ¥ .
a. Montrer que pour tous x,u € R,

2
2

2 .
f ezZG(t +u)e ™ dt = V2rG(iu — x)e
R

b. En déduire que pour tout x € R,

fe_%Hn(t)e_itxdt = V2r(—i)"Hy(x)e~
R

c. En déduire que h, est vecteur propre de ¥ .

3. Dans cette question, on montre que (h,) est une base hilbertienne de L*(R).
a. Montrer Hp4(t) = 2tH,(t) — H(t).
En déduire le degré de H,, son coefficient dominant et sa parité.
b. Montrer que si P est un polyndme, et si 0 < k < n,

f P(t)H,(t)e " dt = f PO (HYH, 1 (t)e " dt .
R

R

c. En déduire que (h,) est une famille orthonormale de L*(R).
d. Montrer que (h;,) est une base hilbertienne de L?(R). R
e. Que peut-on dire d’une fonction f € L%(R) telle que f = V2rf?

Exercice 40. Une EDP linéaire [Bon]

d
62
Soient A > 0 et f € . (R%). On rappelle que A = Z —-
Pl
Trouver toutes les fonctions u € . (R%) qui vérifient

Au—Au=f.
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Exercice 41. L'(R?) n’a pas d’unité pour la convolution
1. Résoudre dans L'(R?) I'équation f * f = f. En déduire que L'(R¢) n’admet pas d’unité pour
la convolution.

2. Montrer que I’équation f * f = f admet une infinité de solutions sur L?(R%).

Exercice 42*. Un sous-espace de L’ invariant par translation
Soit f € L*(R). On pose V = Vect(z, f,x € R) ot o f(y) = fy —x).
Montrer que V est dense dans L(R) si et seulement si f # 0 presque partout.

Remarque 11. On peut aussi montrer que si f € L'(R), alors V est dense dans L!(R) ssi pour
tout £ € R, (&) # 0. On trouvera ce théoreme dt 4 Wiener dans [RudFA, Ch.9].

Exercice 43*. Théoréme de Paley-Wiener [Ka]

Soient f € L?(R),a > 0,et B, ={z € C| |Im(z)| < a }.
On va voir que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) La fonction f se prolonge en une fonction F holomorphe sur B, et telle que

sup f |F(x + iy)|*dx < oo .
R

lyl<a

(b) La fonction & — e“'ﬂf@) est dans L%(R).

1. Supposons (b). Montrer que

P = 5 [ Foeti

est un prolongement holomorphe de f sur B, qui convient.

2. Supposons (a). On se donne A > 0 et on reprend k; défini dans I’Exercice 36.
On définit pour x € Ret |y| < a, f(x) = F(x + iy) et gy, (x) = Gy(x + iy) ou

G)(z) = \L;F(Z —u)ky(u)du .

a. Montrer que gy, = Iaﬁ

b. Montrer que pour tout & € R, g1 (£) = gro(&)e™*V.
c. En déduire que pour |&] < 4, ﬁ@) = f(f)e‘fy.

d. Conclure en utilisant la formule de Plancherel.

3. En déduire que si f et f sont a supports compacts, alors f = 0.
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Exercice 44. Formule sommatoire de Poisson [ZQ], [StShFou]
Soit f € .#(R). Pour tout x € R, on pose

g(x) = Zf(x + 2nr) .
nez
1. Montrer que g € €(T).
2. Calculer les coefficients de Fourier de g.

3. En déduire que

Vx T, Z fx +2n71) = % Z Fn)e™ et Z f(2nr) = % Z fn) .

nez nez nez nez

4. (Application a la fonction 0 de Jacobi et au noyau de la chaleur [DK] )
a. Montrer que pour a,t > 0,on a

T (x = 2nm)? ot
VxeT, L/— E -——| = E antetnx
x at £~ P ( 4at ) ¢ ¢

nez

b. En déduire que la fonction 6 : t — Z e ™! vérifie
nez

vt >0, 6() = %9(%) .

(Cette identité joue un role dans le prolongement holomorphe de { a C \ {1} ; voir [ZQ]).
c. On définit le noyau de la chaleur par

Yt >0,YxeT, px)= Z e tginx

nez

On se donne f € €(T) et on définit u : Ry X T — C par

u(0,:) = f et VYt >0, u(t,)=fx*p:,
ou la convolution f * p; est circulaire. Montrer que sur R} X T, u est de classe € et vérifie

ou 0°u

ot ox?’

Déduire des questions précédentes que

1 (x —y)?
= fR exp(— - )f(y)dy.

En déduire que 1in3 sup |u(t,x) — f(x)| = 0 puis que u est continue sur R, X T avec
t—
>0 X€T

Yt >0,Y¥x eR, u(t,x) =

sup |u(t,x)| < sup|f(x)]|.

t>0xeT x€T
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3.5 FEquation de la Chaleur sur R?

Exercice 45. Equation de la chaleur sur R? [Bon], [StShFou]

Fixons une condition initiale f : R? — C, et cherchons u : R, XR? — C continue sur R, XR,
de classe € sur R x R? et vérifiant

0u_
=
u(0,x) = f(x) ¥Yx eRY.

Au  surRE xR?,

Dans cet exercice, # désigne la transformée de Fourier par rapport a la variable d’espace :
u(t, &) = f u(t,x)e 4 *dx .
R4

1. On va montrer l'unicité sous conditions. Supposons f € .7 (R%). Soit u une solution telle que
u(t,-) est dans . (R%) uniformément en t, ¢’est-a-dire que pour tout intervalle compact I ¢ R*,
et pour tous multi-indices «,

sup Ix|10Pu(t,x)| < o .
te IxeR4

On suppose aussi que quand t — 0, on a u(t,-) — f dans L.
Montrer que 4 est dérivable par rapport a t et que

Yt > 0, V€ € RY, %(t,f) = —|E]%A(t,£) .

En déduire que pour tout ¢ > 0 et tout x € RY,

lx-y|?

fly)e 4 dy. (6)

u(t,x) = y
(4rt)z JRrA
En déduire que pour tout t > 0, u(t,-) est la convolution de f par le noyau k; défini par

1 _lx®
e 4

Vx € RY,  ky(x) = -
(4rt)z

2. Montrons maintenant I'existence d’une solution dans le cas o1 f € €;(R%). On définit alors
u:Ry XR — Cen posant

u(0,:) = f et YVt >0, u(t,)=/fxk.

Montrons que ceci a un sens et que cela définit une fonction u continue sur R, xR¢, de classe €
sur R* x R? et qui est solution de I’équation de la chaleur avec condition initiale f.

Remarque 12.

- On remarquera que la formule (6) recoupe celle obtenue dans I’Exercice 44 lorsque f est une
fonction continue 27-périodique sur R.

- La transformée de Fourier permet de résoudre d’autres équations d’évolution, par exemple
I’équation de Schrodinger, ou I'équation des ondes. On renvoie a [Bon] pour une discussion
trés claire a ce sujet.
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3.6 Quelques Mots sur les Distributions Tempérées

Définition 10. Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur . (R%) (qui est
muni de la structure d’espace métrique complet définie dans la Sous-section 3.2). On notera
" (R%) I’espace des distributions tempérées 2. On note généralement (T, @) la valeur de la dis-
tribution T € .#’(R%) sur la fonction test ¢ € .7 (R%).

En remarquant que
e E). [ fOwed= [ e,

on peut naturellement prolonger la transformée de Fourier a . (R9).
Définition 11. Pour T € .7’(R%), on définit T : . (R?) — C en posant
(T,p) =(T.¢) .
Ceci définit effectivement une distribution tempérée T appelée transformée de Fourier de T.
Théoréme 16. L’application T +— T réalise un isomorphisme de .’ (R?) sur lui-méme.

L’intérét de cette définition est qu’elle généralise trés largement les notions de transformées
de Fourier déja rencontrées. En effet, on peut voir qu'une fonction f € LP(R?) définit une
distribution tempérée Ty via la formule

Vo e SRY, (Tr.p)= fR Fepdx

On peut voir que dans les cas f € L'(RY) ou f € L*(R?), la transformée de Fourier ainsi définie
recoupe celles rencontrées au-dessus. Mais cette formule permet aussi de définir la transformée
de Fourier sur les autres LP (R%), ce qui n’était pas du tout évident a priori. Aussi, on peut associer
4 une mesure de probabilité y sur R? une distribution tempérée T, définie par une formule
analogue. La transformée de Fourier de T, recoupera alors (a un signe pres sur la variable )
la notion de fonction caractéristique rencontrée en probabilités, et qui joue un role important
dans le théoreme central-limite.

Cette généralisation permet de justifier des calculs communément rencontrés en physique,
et donc de donner un cadre tout a fait rigoureux a des formules du type

N 1 .
bo=1 , & = 1.
0 0 (2n)

On remarquera au passage que la transformée de Fourier de la fonction 1 € L® n’est pas une
fonction mais une mesure. En particulier, on pourra voir dans [GW] que les distributions tem-
pérées permettent d’exprimer de maniere assez claire la théorie de I’échantillonnage (et notam-
ment le théoréme de Shannon) du fait que la formule sommatoire de Poisson se réécrit alors

2. Ces distributions tempérées sont aussi parfois appelées distributions sphériques, ce qui explique le . habi-
lement choisi par Laurent Schwartz. Pour explication, voir I'article original [S]
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simplement

I —
M,, = —II,; ou II, = Z(San .
2r
nez

Mentionnons que la dérivation s’étend aisément aux distributions tempérées, et qu’on peut
aussi convoler une distribution tempérée par une distribution a support compact. De plus, les
formules habituelles sur le lien entre dérivation et multiplication par des polyndémes vont per-
sister pour la transformée de Fourier sur les distributions tempérées. Ceci permet par exemple
de résoudre de maniére assez directe les équations de convolution du type

Axu=f

ot1 A est une distribution 4 support compact, ot f est un second membre (par exemple dans .7’ (R%)),
et ot u € .7/(RY) est la fonction inconnue. Puisque I'opérateur différentiel 9, peut étre vu
comme la convolution par la distribution (~1)/*!9,8,, ce cadre comprend notamment les EDP
linéaires a coefficients constants. En particulier, I'équation (A — A)u = f rencontrée dans I’Exer-
cice 40 rentre dans ce cadre. La méthode utilisée dans cet exercice se généralise : dans le domaine
de Fourier, il s’agit de "diviser" f (£) par A(¢). Lorsque A(¢) est une fonction 4’ qui ne s’annule
pas, C’est toujours possible. Par contre, lorsque A s’annule, ¢’est plus délicat. Evidemment, une
fois résolue cette équation dans .’ (R%), on n’a aucune information quant a la régularité de la
solution, et en particulier, on ne sait pas si c’est une fonction localement intégrable. Pour en
dire plus sur la régularité, on a généralement besoin des espaces de Sobolev H*(R?) que I'on
peut définir et étudier en se basant sur la transformée de Fourier.

On renvoie a [Bon] pour un exposé trés détaillé sur les distributions et la transformée de
Fourier des distributions tempérées.
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