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Les premiers chapitres du livre [B] forment un bon condensé (d’un niveau assez élevé) des grands
théorémes de l'analyse fonctionnelle. Le livre [HL] est aussi trés clair et contient des exercices pertinents
qui sont pour la plupart corrigés dans [LM]. On pourra aussi consulter le trés concis [Wi] qui adopte
une présentation un peu moins abstraite (mais attention aux notations peu standards). Les livres [Wal,[S]
présentent les grands théorémes de ’analyse fonctionnelle mais dans un cadre plus général que celui
abordé ici. Les livres [LM], [M], [GT], [CLF] contiennent de nombreux exercices (les deux derniers étant
plus difficiles).
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1 Quelques Espaces Fonctionnels Classiques

1.1 Espaces a Semi-Normes

Dans ce paragraphe E désigne un espace vectoriel normé sur K = R ou C.
On renvoie & [S] pour le contenu de ce paragraphe.

Définition 1. Une semi-norme sur F est une application p : E — R, telle que pour
tous vecteurs x,y, z € E et tout A € K,

p(0) =0,

p(z) = [Alp(a),

p(z +y) < p(x) +py).
Si p est une semi-norme sur F, si x € F et r > 0, on notera

By(z,r) ={yeE|plr—y) <r}
la p-semi-boule ouverte centrée en x est de rayon r.

On considére une famille (p;);c; de semi-normes sur £. On munit E de la topologie O
engendrée par la famille des semi-boules ouvertes

{By(xz,r);iel,zecE, r>0}.

Pour cette topologie, on a les propriétés suivantes.
1. Les intersections finies de semi-boules ouvertes forment une base d’ouverts.

2. Un systeme fondamental de voisinages de x € F est donné par

{ me].(l’,Tj); JC]ﬁnie,Tj>0}.
jed

3. Une suite (z,,) d’éléments de E converge vers x si et seulement si

Viel, pi(z,—z)——0.

n—oo

4. La topologie O est séparée si et seulement si (p;);e; est séparante, c’est-a-dire
Ve #0, Jiel, pi(z)#0.

5. Soit F' un autre espace vectoriel muni de la topologie définie par une famille de semi-
normes (qx)rer. Une application linéaire T': £ — F' est continue si et seulement si
pour tout k € K il existe J C [ finie et M > 0 tels que

Vee E, q.(T(z)) < Msupp;(x) .

jed

6. Si I est fini et si (p;) est séparante, alors il existe une norme sur £ qui induise la
topologie O.



7. On suppose ici I = N et et (p;) séparante. La distance

da,y) = 3 amin ( pele—y) 1) 1)

pen 2
induit la topologie O. De plus, (z,) est de Cauchy pour d si et seulement si

Viel, sup pi(x, —z,) —— 0.
m’n>N N—oo

Exercice 1. Montrer les propriétés ci-dessus.

On notera aussi que la topologie associée a une famille de semi-normes sur £ rend
continues 'addition (de F x E dans FE) ainsi que la multiplication scalaire (de K x E
dans FE). De plus, les intersections finies de semi-boules ouvertes centrées en x forment
un systeme fondamental de voisinages convexes de x. En utilisant la jauge d’un convexe
(cf. TD de topologie), on peut montrer qu'une topologie rendant continues I'addition et
la multiplication scalaire et attribuant a tout point un systeme fondamental de voisinages
convexes est nécessairement définie par une famille de semi-normes [S].

Définition 2. Un espace de Fréchet est un espace vectoriel muni d’une famille séparante
dénombrable de semi-normes (pg)ren €t qui est complet pour la distance d définie par (1).

1.2 Suites Régularisantes

Définition 3. On appelle approximation de 'unité une suite («,),>1 de fonctions
mesurables positives sur R?, d’intégrale 1 et telles que

n—oo

Vo > 0, /|| 5an(x)dx—>0.
x>

Cette définition est la méme que celle de [BP] mais se limite au cas de fonctions a
valeurs positives.
Proposition 1. Si o : R? — R, est mesurable d’intégrale 1, alors

o (r) = na(n)

définit une approximation de l'unité. Autrement dit, on obtient une approxzimation de l’'unité
en renormalisant n’importe quelle densité de probabilité.

Exercice 2. Soit f: R? — C et soit (a,) une approximation de I'unité.
Lorsque cela a un sens, on posera

anx (o) = [ o= yan(y)dy
1. On suppose que f est continue bornée sur R%. Montrer que a, * f est bien définie et
que ay, *x f tend vers f uniformément sur les compacts.

2. On suppose f continue et qu'il existe un compact A tel que Supp(a,,) C A pour tout n.
Montrer que a, * f est bien définie et que «, * f tend vers f uniformément sur les compacts.



Définition 4. Une suite régularisante est une approximation de I'unité composée de
fonctions € a supports compacts.

Exercice 3. Il existe des suites régularisantes. [BP, Chap. 13|
Il s’agit de construire o € ¥°°(R%, R ) & support compact non identiquement nulle.

1. Montrer que la fonction
1
P :t»—>exp(— t>1t>0
est de classe € sur R.
2. Montrer que a : z + p(1— |z|?) répond & la question et que de plus Supp(a) = B(0, 1).
3. Montrer que ¢ : t — p(t)p(1 —t) est de classe € sur R et de support [0, 1]. En déduire
que a : x — ¢(]z|?) répond a la question. Montrer aussi que
v : R — R
1 u
u o o t)dt
Te /0 o(t)

est une fonction positive € sur R telle que {¢) =0} =] —00,0] et {¢p =1} = [1, +o0].

Théoréme 1. Si f : R? — C est localement intégrable, et si a : R? — R est de classe €*
et a support compact, alors on peut poser

va e R axf(x) = [ [l —ylal)dy

ce qui définit une fonction a* f de classe €% sur R?. De plus, pour tout multi-indice j de
poids < k, on a

Flaxf)=(da)xf .

En particulier, si (o) est une suite régularisante, alors les fonctions oy, x f sont €°°.

Exercice 4. Version lisse du lemme d’Urysohn [BP, Chap. 13|
Soient K un compact de R? et w un ouvert de R? tels que K C w.

1. Rappeler pourquoi p := d(K,w°) est > 0.
2. Fixons ) < £ et notons L = { u € R?| d(u, K) < n } . Introduisons aussi 3 € € (R%, R;)
de support B(0,7) et d’intégrale 1 (voir Exercice 3). Vérifier que la fonction

x(@) = 1% 8(@) = [ 8o~ y)dy

est € a support compact sur R%, & valeurs dans [0, 1], qu’elle vaut 1 sur K et 0 sur w®.



1.3 Espaces de Fonctions de Classe €

On renvoie a [ZQ] pour cette sous-section.

Dans la feuille de TD précédente, nous avons étudié 'espace €' (E) des fonctions conti-
nues sur un espace topologique E a valeurs dans K =R ou C. On a vu que % (E) pouvait
étre muni d’une métrique induisant la convergence uniforme et le rendant complet. On a
vu aussi que 6,(F) était un espace de Banach pour la norme uniforme ; en particulier, si K
est un espace topologique compact, € (K) est un espace de Banach.

Dans cette sous-section, on va s’intéresser a des espaces de fonctions régulieres sur R?.
On désignera par € un ouvert de R?. Nous aurons besoin de la suite exhaustive de compacts

1
Kj:{a:EQ‘H:ngjet d(:v,Qc)>j} , =1 (2)

On a ainsi K; C K j+1 et Q = U K. Partant d’une telle suite exhaustive, on peut construire
une suite (;) de fonctions > sur R? & valeurs dans [0, 1] telles que

x; = 1sur K; et x; = 0 sur Rd\f(jﬂ

(remarquez que la deuxiéme condition assure que Supp(x;) est inclus dans K1 (mais pas
dans K )). L'existence de telles fonctions plateaux est donnée par I'Exercice 4.

Théoréme 2. Soit k € NU {occ}. L'espace €*(2) des fonctions de classe €% sur ) est
muni de la famille dénombrable de semi-normes

Pio(f) = sup [0°f(@)] (7 =1, |l <),

qui induit la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de € de la fonction et de
ses dérivées jusqu’a lordre k. Elle confére a €*(Q) une structure d’espace de Fréchet. De
plus, le sous-espace €F(S)) des fonctions € sur Q a support compact est dense dans ().
Mieux, €>(2) est dense dans €*(Q). Enfin, si K est un compact inclus dans Q, alors le
sous-espace €& () des fonctions €% sur Q a support inclus dans K est un fermé de €*(2)
(et donc est complet).

Exercice 5. Démonstration de ce théoreme.

1. Montrer que (f,) tend vers f dans C*(€) si et seulement si pour tout |a| < k et tout
compact K C Q, 0*f, — 0%f uniformément sur K.

2. Montrer que €*(2) est complet.

3. Montrer que €*(Q) est dense dans €*(1Q).
4. Montrer que €>°(Q2) est dense dans €*(2).
5. Montrer que €% () est fermé dans €% ().



Remarque 1. Le théoréme dit en particulier que €*(Q) est complet pour une métrique
associée a la famille dénombrable de semi-normes (pjq);>1a/<k via la formule (1). On
remarquera que cette définition suppose d’avoir choisi une énumération de la famille de
semi-normes, et donc n’est pas canonique. En fait, le choix d’une telle métrique n’a pas
vraiment d’importance, puisque toutes les métriques construites de cette maniere induisent
la méme topologie, la méme notion de convergence, et la méme notion de suite de Cauchy.
Cependant, dans la pratique, vous devez étre capables d’écrire une telle distance. A titre
d’exercice, on s’entrainera a le faire pour €' (Q2), €*(Q) avec k < oo, et €>(9).

Théoréme 3. Pour k < oo, l'espace 62 des fonctions 2m-périodiques et de classe €* sur
R est un espace de Banach pour la norme
£l = sup |f9()] .
J<k
x€[0,27]
Exercice 6.
1. Est-ce que €([0,1]) muni de la norme ||f||; = fy |f(z)|dz est complet ?
2. Est-ce que %.(R) muni de la norme uniforme est complet ?
3. Est-ce que %,(R) est complet en tant que sous-espace de €' (R) ?
4. Est-ce que €*(] — 1, 1]) est complet en tant que sous-espace de €'(] — 1,1[) ?

Remarque 2. On notera bien que %*(Q) n’est pas complet en tant que sous-espace
de €*(Q) (car il n’est pas fermé).

Exercice 7*. Caractérisation des compacts de %'(2) [HL, Chap.2, §1, Exo 12]
On va voir que A C () est relativement compacte dans €(2) si et seulement si

(i) A est équicontinue en tout point de €2,

(ii) pour tout z € 2, A(x) ={ f(x), f € A} est borné.

1. Montrer que les conditions sont nécessaires.
2. On suppose (i) et (ii). Soit (f,) une suite d’éléments de A.

a. En utilisant le théoreme d’Arzela-Ascoli sur chaque K, montrer que (f,) admet une
sous-suite qui converge uniformément sur les compacts vers une fonction f € €(92).

b. Conclure.

Exercice 8*. » DEV « Caractérisation des compacts de ¢*(12) [ZQ]
On dit que A C €>°(Q2) est bornée si pour tout voisinage V' de zéro dans €>(1), il

existe to > 0 tel que
Vi >ty, ACtV.

1. Montrer que A est bornée si et seulement les dérivées des éléments de A sont uniformé-
ment bornées sur tout compact, c¢’est-a-dire que pour tout j > 1, et tout multi-indice «, il
existe M > 0 tel que

VieA - sup |0%f(z)] <M.

CEGKJ'

6



2. On suppose que A est compacte. Montrer que A est bornée.

3. On suppose que A est bornée. Soit (f,,) une suite d’éléments de A.

a. En utilisant la caractérisation des compacts de €'(Q2) (cf. Exercice 7), montrer que 'on
peut extraire de (f,,) une sous-suite (fy()) telle que pour tout multi-indice a, (0% fy(n))nen
converge uniformément sur les compacts de €2 vers une fonction f* € ().

b. En déduire que (fyn)) converge vers une fonction f dans €>°(€2).

c. En déduire que A est compacte.
4. En déduire que ¥*(2) n’est pas normable.

Exercice 9. €%(2) n’est pas normable [ZQ)]
Soit k € NU{oo}. Supposons qu'’il existe une norme || - || qui induise la topologie de €*(2)
(i.e. la topologie de la convergence localement uniforme des dérivées jusqu’a l'ordre k).

1. Montrer que B=1{ f € €*(Q) | ||f|]| <1 } contient un ensemble de la forme
V= { feet Q) Fl‘lplpj,a(f) <e } :
al<
ouj=>letl<k.
2. Montrer qu'il existe ¢ € €*(2) non identiquement nulle telle que VA > 0, A\ € B.
3. Conclure.

Exercice 10*. Espace J7(Q2) [AM, §3.5]
Soit © un ouvert de C. On note #()) l'espace des fonctions holomorphes sur €2 qui
est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

1. Montrer que J7(2) est un sous-espace fermé de €'(€2).
2. On dit que A C J2(2) est bornée si pour tout compact K,

sup sup |f(z)] < oo .
feEA zeK

Montrer que A est compacte dans (1) si et seulement si A est bornée.

Exercice 11. Espace de Schwartz
On introduit I'espace . (R?) des fonctions f de classe € sur R? telles que

Vp €N, N,(f):=sup sup |[27°0°f(z)| < o0 .
lo|<p z€Rd
I8l<p

Cet espace est muni de la famille dénombrable de semi-normes (N, )pen-
1. Montrer que . (R?) est complet pour la distance

d(f,g)zzgpmin( 1, Np(f—g)) :

peN

2. Montrer que I'injection canonique de .7 (R?) dans € *°(R?) est continue.

7



1.4 Espaces L*

On renvoie & [BP] pour un exposé treés détaillé sur les espaces LP.

Soit (E, A, ) un espace mesuré. On notera K =R ou C.

Soit ©Q un ouvert de R? équipé de sa tribu borélienne et de la restriction a Q de la
mesure de Lebesgue .

Soit p € [1,00]. On note ¢ € [1, 00] I'exposant conjugué de p (qui vérifie ]13 + % =1).

Définition 5. Soit f : E — K mesurable. Pour p € [1, 00, on définit

1= ([ 15a) ™" et sl =ine{ a1 >0 |11 < M ppp. |

Théoreme 4. Inégalité de Holder
Pour toutes fonctions f,g: E — K mesurables,

J 1 faldu <11l lglly

Remarque 3. Supposons 1 < p,q < 0o, || f|l, < 0o et ||g|l; < 0o. Alors on a le cas d’égalité
dans Holder si et seulement s’il existe (o, 8) € R?\ {(0,0)} tel que afP = Bg? u-presque
partout. N’oubliez pas les puissances, qui n’apparaissaient pas dans le cas d’égalité de
Cauchy-Schwarz. On renvoie a [BP] pour plus de détails sur ces cas d’égalité.

Corollaire 1. Inégalité de Minkowski
Pour toutes fonctions f,g: E — K mesurables,

1+ gllo <[ fllp+ llgllp -

Proposition 2. Définition de LP

On note LP(E, A, 1) (ou LP(E) ou simplement L lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) l’en-
semble des fonctions f : E — K mesurables telles que ||f||, < oo, quotienté par l’égalité
p-presque partout. Ainsi, LP est un espace vectoriel, et la semi-norme ||-||, passe au quotient
et définit une norme sur LP.

Théoreme 5. Théoréme de Riesz-Fischer
LP(E, A, i) est un espace de Banach.

Corollaire 2. L*(E, A, 1) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(f,9) :/ fodu .
E

Exercice 12. » DEV « Preuve du théoréme de Riesz-Fischer [R]
1. Traiter le cas p = 0.

2. On suppose maintenant p < oco.



a. Soit g, : £ — R mesurables positives. Montrer que

| < lonlly
p n=0
b. Soit (f,) une suite de Cauchy dans LP. Montrer qu’on peut extraire (f,,) telle que

Z ank+1 - fnka < 0.
k

c. Montrer que Z( Jrerr — Jni) converge absolument pi-presque partout.
k=0
d. On pose

)= @) 43 (Foea ()~ )

(qui existe pour presque tout x). Montrer que f € L? et que f,, — f dans L?.
e. Conclure.

Proposition 3. De toute suite de Cauchy de LP on peutl extraire une sous-suile qui
converge j-presque partout. En particulier, toute suite convergente de LP admet une sous-
sutte qui converge p-presque partout.

Exercice 13. Trouver des contre-exemples illustrant les deux assertions suivantes.
1. La convergence u-presque partout n’entraine pas la convergence LP.

2. La convergence LP n’entraine pas la convergence p-presque partout.

Théoreme 6. On suppose que p < o0o.
1. L’ensemble des fonctions étagées intégrables est dense dans LP(E).

2. L’ensemble des combinaisons linéaires d’indicatrices de pavés est dense dans LP(2).

3. C.(2) est dense dans LP(S).
Corollaire 3. Pour p < oo, l’espace LP()) est séparable.

Théoréme 7. Soit («,) une approzimation de l'unité et soit f € LP(RY).
On suppose que p < oo. Alors

an * f(2) = | flz—yan(y)dy
définit une fonction o, * f € LP(RY) et on a

an*fo.

n—00



Remarque 4. On prendra garde au fait que les preuves habituelles de ce résultat s’ap-
puient sur la densité de €,(R?) (voir Exercice 19).

Théoréme 8. Sip < oo, alors €°(Q) est dense dans LP(S2).

Proposition 4. Rappelons la définition de la suite ezhaustive de compacts (K;) donnée
par (2). Notons L () l’ensemble des fonctions mesurables f : Q — K vérifiant

loc
Viz1, [flg, € LP(K;)
quotienté par la relation d’égalité presque partout. La famille dénombrable de semi-normes

q;(f) = 1/ 1k [lp

P () une structure d’espace de Fréchet.

confeére a L,

Proposition 5. Notons L5 I’ensemble des fonctions mesurables f : R — K vérifiant
f(@) = f(z+2m) pp.

quotienté par la relation d’égalité presque partout. Alors LY est un espace de Banach pour

la norme
1 j2r b 1/p
17, = (55 [ 1#@Pdr)

et L3_ est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

1

" or

9= [ 7 ) g @)

Exercice 14. Liens entre les L”
1. On suppose que p(E) < oco. Montrer que g > p = L% C LP.
2. Donner un contre-exemple dans le cas o u(FE) = oo.

Exercice 15. Etude de #(N) [M]
Pour p € [1, 00[, on note ¢? 'espace des suites (z,,) telles que

1/p
ol = (3 lanl?) ™ < 00
On note aussi £*° 'espace des suites (z,,) telles que

|%]|oo := sup|z,| < oo .

1. Montrer que /P est un espace de Banach.

2. Montrer que pour toute suite (z,) et tous ¢ > p, on a

2]l < M2l < flllp < s -

10



3. On suppose p < 0.
a. Pour n € N, on note §,, = (1,,=n)men. Montrer que pour tout x € 7,

00
T = Z Tp0p )
n=0

ou la série converge dans 7.
b. En déduire que le sous-espace des suites presque nulles est dense dans /P.
c. En déduire que /P est séparable.

Exercice 16.

1. Montrer que si p < oo ou si u est sigma-finie, alors

vieLr |fll,= sup [ fgdu.
geLd

llglla<1

2. Montrer que le résultat n’est plus vrai lorsque p = 0o et u non sigma-finie (on pourra
constuire un contre-exemple dans le cas F = {a, b}, p({a}) = 1, u({b}) = 00).

Exercice 17. [B, Lemme IV.2]
Soit f € L},.(Q) telle que

Vo € €7(Q), /Q F(@)p(z)dz =0 .

On va voir que f = 0 presque partout.

1. Montrer que 'on peut supposer §2 borné et f € L'(€Q). On le fera dans la suite.
2. On fixe ¢ > 0. Montrer qu'il existe g € €.(Q2) telle que || f —g|1 < €.

3. Montrer que

Ki={ze€Qlglz)2e} et K ={zecQ]|glx)<—<c}

sont des compacts inclus dans 2. On notera K = K, U K_.

4. Montrer qu’il existe ¢ € €>(Q) telle que ||¢|| < 1, valant 1 sur K, et —1 sur K_.

"f 90IDIOXY 'JO ‘UT[OSAI[) P 9WWS] NP 9SSI[ UOISIOA ®[ I9SIIIN rInod U() : uoryestpuy

5. a. Montrer que

/94<5.
Q

[lal<e+ [l
K O\K

b. Montrer que

11



c. En déduire que
/Q!g! <e+2Q .

d. En déduire que || f||; < 2¢ 4 2¢|Q| et conclure.

Remarque 5. A propos de Pexercice précédent, on pourra trouver dans [Wi] une preuve
plus élégante (qui tient en une ligne, certes, mais qui utilise des lemmes un peu plus précis
que ceux donnés dans ce polycopié).

Exercice 18. L*()) n’est pas séparable [B]
1. Pour tout a € €2, on note

ro =sup{r>0]| Bla,7) CQ},

de sorte que B(a,r,) C §2. On note O, la boule de L*(£2) centrée en 1p(,,) et de rayon %
Montrer que (O,)qcq est une famille d’ouverts non vides disjoints deux a deux.

2. Montrer que L>(2) n’est pas séparable.

Exercice 19. Continuité de I’opérateur de translation sur L?(R?) et application
Une partie de Iexercice se trouve dans [BP, Chap.13].
Pour h € R? et f € LP(R?), on note 7, f(z) = f(z — h) .

1. Montrer que 73, : f — 75, f est une isométrie de LP(R?).

2. a. On suppose que p < co. Montrer que pour f € LP(Rd), on a

lim [/ — fll, = 0.

1
li — =2v .
g = flly =281,

b. Ces résultats persistent-ils lorsque p = oo ?

3. (Preuve du Théoréme 7) Soit (a,) une approximation de I'unité, et soit f € LP(RY).
On suppose d’abord p < cc.
a. Montrer que

an * f(z) = /Rd f(@ = y)on(y)dy

définit une fonction a, * f € LP(RY).
b. Montrer que

low s £ = £l < [ Imf = £ nly)dy

c. En déduire que

d. Est-ce que ce résultat persiste pour p = 0o ?
4. (Preuve du Théoréme 8) Montrer que €>°(§2) est dense dans L?((2).
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Exercice 20*. » DEV « Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov [B], [HL]

Soit p < 0o. On notera w CC €2 pour dire que w est compact et inclus dans Q. Soit (p,,)
une suite régularisante telle que Supp(p,) C B(0, ). Soit A C LP(2) bornée dans L?(9).
Pour f € L?(), on note f le prolongement de f par zéro sur R
1. On suppose que

(i) Ve >0, w cc Q, sup|/fllrr@w <€,
feA
(ii) Ve >0, Vw CC Q, 30 € ]0,d(w,Q°)[, sup sup |[7nf — fllrw) <e.
|h|<d feA

Fixons € > 0 et w CC Q vérifiant (7).

a. Montrer que pour tout n > 1, A, = { (f* Pn)w s f € A} est relativement compacte
dans €' ().

b. En déduire que A, = { fi. ; f € A } peut étre recouvert par un nombre fini de
boules de LP(w) de rayon 2¢. En conclure que A est relativement compacte dans LP(€2).

2. Montrer la réciproque.
Remarque 6. Le théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov est un résultat relativement dif-
ficile. Si vous souhaitez proposer ce développement ambitieux, vous devez savoir que le

résultat est utilisé pour montrer une partie des injections de Sobolev. Dans ce cas, vous
étes vivement invités a travailler I'exercice suivant, ainsi que le Théoréeme VIIL.7 de [B].

Exercice 21*. Espace de Sobolev en dimension 1 [B],[CLF2]
Soit I un intervalle ouvert de R et p € [1, 00]. On définit WP(I) comme P'ensemble des
fonctions f € LP(I) telles qu'il existe g € LP(I) telle que

Vo e 62(1), [ @@ f(@)dr =~ [ pla)ga)ds .

1. Montrer qu’une telle fonction g est nécessairement unique (on pourra penser a I’Exer-
cice 17). Monter que si f € €1(I) N LP(I), et si f' € LP(I), alors f € W'P(I) avec g = f'.
Si f € WHP(I), on peut donc noter f’ la fonction g apparaissant dans la définition.

2. On suppose ici I =|0,1[. Montrer que f : x + |z| + = est dans W1P(I) pour tout

p € [1,00] et calculer f'. Est-ce que f' € WlP(I)?

3. Montrer que W?(I) est un espace de Banach pour la norme
LA = (£l + 11N -

Montrer que €*(I) N LP est dense dans WhP(I).

4. Soit f € W'P(I). Montrer quil existe une unique fonction f € €°(I) qui coincide
presque partout avec f et telle que

vaeyel, f@) i) = [ fwad.

5. On suppose maintenant I borné. On note ¢ 'exposant conjugué de p.
a. Montrer que si p > 1, la boule unité de W'P(I) est relativement compacte dans €'(I).
b. Montrer que si ¢ < oo, la boule unité de W!(I) est relativement compacte dans L?(I).

"¢ 9OTOI9XG],[ OP ¥eINSal 9] IosImn ermod Uo ‘q InoJ : Uoryesrpuy
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2 Opérateurs Linéaires Continus

Pour cette partie, on renvoie a [B] ou [HL].

2.1 Généralités

Définition 6. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés.

On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires continues de £ dans F. On notera
aussi L(F) = L(E, E). On note Isom(E, F') ’ensemble des isomorphismes bicontinus de F
dans F'. On note GL(E) = Isom(F, E), qui est aussi I’ensemble des inversibles de L(E).

Proposition 6. Soit L une application linéaire de E dans F. Alors L € L(E,F) si et
seulement si

3C >0, Ve € E, ||L(2)| < C|z| .

Dans ce cas, la meilleure constante est appelée la norme opérateur de L et notée

L(x
120 = 12l s,y = sup I = qup e
w20zl =
Proposition 7. || - ||zg,r) est une norme sur L(E, F).

Si F' est un espace de Banach, alors L(E, F) aussi.

Exercice 22. Pour f € L}(R%), on définit la transformée de Fourier de f par
veeR!, f(§) = [ fla)edr.
R

1. Montrer que I'on définit ainsi une application linéaire continue F : L'(R?) — %, (R?).

2. Montrer que pour toute f € L'(R%), f tend vers zéro a l'infini.

Exercice 23. Pour = (2,,)neny € 7 (1 < p < 00), on définit
Lx = (anrl)n}O et Rx= ($n711n>1>n>0 .
Les applications L et R sont respectivement appelés shift a gauche et shift a droite.
1. Montrer que L € L(?) et R € L(¢P) et calculer leurs normes d’opérateur.
2. Montrer que L est surjectif mais pas injectif et que R est injectif mais pas surjectif.

Proposition 8. Soient E et F' deux espaces de Banach.
Alors Isom(E, F') est un ouvert de L(E, F). En particulier, GL(E) est un ouvert de L(E).

Exercice 24. Démonstration de la Proposition 8

1. On commence par le cas F = FE.
a. Soit H € L(E) tel que ||H| < 1. Montrer que I — H € GL(E) (expliciter 'inverse).
b. En déduire que GL(E) est ouvert dans L(F).

2. Montrer maintenant que Isom(E, F') est ouvert dans L(E, F).
3. Montrer que L — L™! est continue de Isom(F, F) dans Isom(F, F).

14



2.2 Le Théoréme de Banach-Steinhaus...

Théoréme 9. Théoréeme de Banach-Steinhaus

Soit E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé. Soit (T;);cr une famille
(non nécessairement dénombrable) d’applications linéaires continues de E dans F. On
suppose que

Ve e E, sup|T;(z)| < +4oo .
iel

Alors
sup |l ey < +o0--
1€

Plus précisément, si

sup | TGl z(g,p) = +00 ,
i€l

alors, il existe un Gs-dense ) de E tel que

Ve e Q, sup||Ti(z)|| = +oo .
icl

Corollaire 4. Soient E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé.
Soit (T,,) une suite d’applications linéaires continues de E dans F' telle que pour tout z € E,
la suite (T, (x)) converge dans F vers une limite notée T'(x). Alors T € L(E,F) et

< lim1i .
1Tl ee,r) < lrll@glof Tl 2, Py
Remarque 7. Le théoreme est faux si £ n’est pas un espace de Banach. En effet, dans

I'espace E des suites réelles nulles a partir d'un certain rang, muni de la norme sup, on
obtient un contre-exemple en considérant les opérateurs 7,, : £ — R définis par

Vue E, T,(u)=> u,.
p=0

Exercice 25. Démonstration du Théoréme 9 [B]
1. On considere, pour n € N*| les ensembles A, ={z € E, |Vie I, ||T;(z)| < n}.
Montrer qu’il existe nyg € N*, tel que A,,,# 2.

2. En déduire l'existence d’une boule ouverte B(xg, 1), telle que
Vz € B(xo, 1), |[|Ti(2)]] <ng .

3. Conclure.
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2.3 ... et ses Spectaculaires Conséquences

Théoréme 10. Il existe un Gs dense Qq C C9_ tel que pour toute f € Qq, la série de
Fourier de f diverge en 0.

Exercice 26. » DEV <« Démonstration du Théoréme 10 [R]

Les questions 1 a 3 de cet exercice suffisent a démontrer le théoréme. La fin de I'exercice
permet de montrer un résultat encore plus fort, a savoir : il existe un Gs-dense de fonctions
continues dont les séries de Fourier divergent sur un Gs-dense de R.

Pour f € %3, on définit pour n € Z,

elf) = o

27 .
= — / ft)e ™ dt
21 Jo

et pour n € Net z € R,

n

Snf(x) = Z Ck(f)eikx et A f = Snf(o) :

k=—n

Enfin, on note s*(f, z) = sup,cy |Snf(z)].
1. Montrer que A,, est une forme linéaire continue sur C3, de norme || D, [|; = L 27 |D,|
ol D,, € €y est le noyau de Dirichlet défini par

)t)

Vi €]0,27], Du(t) =

N~—~ DN |

sin <(n +
sin (;
Montrer que |[Dy|[r; —— oo.
En déduire qu'il existe un Gs-dense Qg C C9_ tel que Vf € Qq, s*(f,0) = +oo0.
Généraliser cette propriété a tout x € R. On note €2, le Gs-dense obtenu.

Soit X C R dénombrable. Montrer qu’il existe un Gs-dense Qx C CY_ tel que

Sk WN

VieQx, Ve e X, s (f,x)=+oc0
6. Montrer que si X est dense dans R, alors pour tout f € Qx,
Ap={zeR, s*(f,x) =+o0 }

est un Gs-dense dans R.

7. Conclure.

L’intérét de la fin de I'exercice vient du résultat démontré dans ’exercice suivant.
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Exercice 27. [R]

On va montrer que dans un espace métrique complet F sans point isolé, aucun ensemble
dénombrable n’est un Gs dense.

Soit donc X = N,,eny On = {xn,n € N} un Gs-dense dénombrable.

1. Montrer que O,\{z,} est encore un ouvert dense.

2. Conclure.

Exercice 28. [CLF3]

Soient p € [1,00] et ¢ Pexposant conjugué (£ + 1 =1). Soit (a,) € CN telle que

Q=

1

p

V(b,) € 19, Z apb, converge .
n=0

Montrer que (a,) € IP.

Exercice 29. Continuité des applications bilinéaires [G-An], [Wa, §3.12]

1. Soient E, F,G des espaces de Banach et soit a : £ X F' — G une application bilinéaire.
On suppose que a est séparément continue, c’est-a-dire

Vo e F, y+— a(x,y) est continue ,
Yy € F, x+ a(x,y) est continue .

Montrer que a est continue.
2. On munit £ = R[X] de la norme || P||; = fy |P(z)|dz. Montrer que

a : ExE — R
(P,Q) — fOIP(x)Q(x)dx

est séparément continue, mais pas continue.

Avant de passer aux conséquences du théoreme de Banach-Steinhaus en théorie des
opérateurs, mentionnons deux autres applications pratiques :

— Non convergence de 'interpolation de Lagrange (Phénomene de Runge) [CM] et [Wa,
Exo 3.12.5)).

— Intégration numérique : Méthodes de Gauss, Théoréme de Polya. [CM].

Théoreme 11. Théoréme de l’application ouverte
Soient E, F des espaces de Banach, T : E — F' linéaire continu.
ST est surjectif, alors il existe ¢ > 0 tel que

Br(0,¢) C T(Bg(0,1)) .

Théoreme 12. Théoréme de Banach
Soient E, F des espaces de Banach etT : E — F linéaire continu.
Si T est bijectif, alors son inverse est continu, et donc T € Isom(E, F).
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Remarque 8. Une application est dite ouverte lorsque 1'image directe d'un ouvert est
ouverte. On peut montrer (exercice!) que la conclusion du Théoréme 11 revient a dire
que T est une application ouverte, ce qui explique le nom du théoréme.

Exercice 30. Sur les hypothéses du Théoréme de ’application ouverte.
1. Montrer qu'’il existe une application linéaire continue f : R — R qui n’est pas ouverte.
2. Montrer qu’il existe une application continue surjective f : R — R qui n’est pas ouverte.

3. On note E 'ensemble des suites (,),>1 presque nulles muni de la norme sup.
Montrer qu’il existe T' € L(FE) bijectif, dont I'inverse n’est pas continu.

Exercice 31. [B]
Soit E un espace vectoriel normé muni de deux normes || - ||y et || - ||2, et complet pour
ces deux normes. On suppose de plus que

FE>0, ||| <kl-]2-

Montrer que les deux normes sont équivalentes.

Exercice 32. [R]

Notons (C%), I'ensemble des suites (c,) qui tendent vers 0 quand |n| — 0 muni de la
norme sup. On rappelle que les coefficients de Fourier sont définis dans 1’Exercice 26. En
posant

Viom, c(f) = (calf))nez

on définit donc une application linéaire ¢ € L(L3_, C%).
1. Montrer que c est a valeurs dans (CZ%),.

2. Montrer que ¢ € L(L3_, (C%)y).

3. Montrer que c est injective.

4. Supposons par I'absurde que c est surjective.
a. Montrer qu’il existe d > 0 tel que,

Vf € Lomy lle(N)lloe = 0ll S, -

b. Obtenir une contradiction en considérant les fonctions D,, définies dans I’Exercice 26.
c. Conclure.

Remarque 9. On peut construire explicitement une série trigonométrique convergente qui
n’est pas la série de Fourier d’une fonction L3_ (voir par exemple les exercices de [ZQ)]).

Théoréme 13. Théoréme du graphe fermé. Soient E, F' deux espaces de Banach et
T : E — F linéaire. Le graphe de G est par définition [’ensemble

GT)={(x,Tx); x€e E}CEXF.
Si G(T) est fermé dans E x F, alors T est continu.
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Remarque 10.

- On remarquera que la réciproque est beaucoup plus facile. En effet, a titre d’exercice, on
montrera que le graphe d’une application continue entre deux espaces métriques est fermé.
- Expliquons l'intérét pratique du théoreme du graphe fermé. Pour montrer que T est
continu, on doit en général montrer que

(a:n—m:) — (T(:vn)—>T(:v))

D’apres le théoreme, pour une application linéaire T" entre deux espaces de Banach, il suffit
de vérifier que
(:cn—>x et T(xn)—>y) :>(y=T(SC)> ;

autrement dit, on peut supposer a priori que (T(z,)) converge aussi. En exploitant la
linéarité de T', il suffit en fait de vérifier que

(xn—>0 et T(xn)—>y) :><y:0).

Exercice 33*. Sous-espaces fermés de % ([a, b]) formé de fonctions réguliéres [GT].
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de €(]0, 1]) muni de la convergence uniforme.

1. On suppose que tous les éléments de F sont dans €([0, 1]).
a. En utilisant le théoreme du graphe fermé, montrer qu’il existe C' > 0 telle que

VieF |fllo<Clfll -

b. En déduire que la boule unité fermée Br de F' (pour la norme infini) est compacte.
c. Que peut-on en conclure?

2. On suppose maintenant que les éléments de F' sont des fonctions holderiennes, i.e.
VfeF, 3a>0,3C >0, Vz,y € [0,1], |[f(z)— f(y)| < Clz —y|*.
a. En utilisant le théoreme de Baire, montrer qu’il existe n > 1 tel que
Vf € F, Yo,y € (0.1, |f(x) = fW)l < nle -y fll -

b. Conclure en reprenant la méthode de la premiere question.

Exercice 34. [ZQ, Chap. VI, §2]

Soient F un espace de Banach et F' un sous-espace fermé de F.

Montrer qu’il existe un projecteur linéaire continu de E sur F’ si et seulement s’il existe
un sous-espace fermé G de F tel que

E=FadG.
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2.4 Opérateurs Compacts

Définition 7. Soient F, I’ deux espaces de Banach, et T': E — F linéaire.

On dit que T" est un opérateur compact si I'image de la boule unité By de E par T est
relativement compacte dans F', c’est-a~dire que T'(Bg) est compact. On notera IC(FE, F')
I'ensemble des opérateurs compacts de E dans F, et K(E) = K(E, E).

Proposition 9. Soient E, F,G trois espaces de Banach, T € L(E,F) et S € L(F,G).
SiT ou S est compact alors S oT l’est aussi.

Exemple 1. [HL, Chap.1, Prop. 3.4]
Si X, Y C R? sont compacts et si K € (X x Y), alors I'opérateur T : € (X) — € (Y)
défini par

Tf(y) = [, K(w,y)f(@)ds

est compact.

Exercice 35. [B]
1. Montrer que K(E, F) est un fermé de L(E, F).
2. En déduire que si on a T,, — T dans L(F, F) avec rg(7},,) < oo, alors T  est compact.

3. Supposons maintenant que F est un espace de Hilbert. Soient T' € IC(E, F') et € > 0.
En recouvrant K = T'(Bpg) par un nombre fini de boules de rayon ¢, et en utilisant une
projection orthogonale, montrer qu’il existe un opérateur de rang fini 7. € L(FE, F) tel que

|T: —T|| < 2¢.

Remarque 11. En revanche, hors du cadre hilbertien, un opérateur compact peut ne pas
étre limite d’opérateurs de rangs finis. On renvoie aux références données dans [B].

D’autres exemples d’opérateurs compacts sont donnés par les opérateurs de Hilbert-
Schmidt, voir par exemple [CLF3].

2.5 Le Théoreme de Riesz-Fredholm

Théoréme 14. Alternative de Fredholm, version light
Soient E un espace vectoriel normé et T un opérateur compact de E. Alors

1. Ker(Id —T') est de dimension finie.
2. Im(Id — T') est fermé.
3. Ker(Id—=T)={0} <= Im(Id—-T)=FE.
Remarque 12.
- Le point 3. exprime le fait que les perturbations compactes de I'identité sont injectives

si et seulement si elles sont surjectives. Propriété bien connue en dimension finie (ot un
endomorphisme est bijectif si et seulement s'il est injectif ou surjectif), elle est remarquable
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en dimension infinie.

- On renvoie a [B] pour une version précisée de ce résultat. Le point délicat est de définir
I’adjoint d’'un endomorphisme dans le cadre général des espaces de Banach. On notera
cependant que les espaces de Hilbert forment un cadre relativement léger pour énoncer
et démontrer le résultat précisé (car alors on peut définir 'adjoint grace au théoréeme de
représentation de Riesz).

- On prendra garde au fait que la preuve du point 3 donnée dans [B] utilise la notion
d’opérateur adjoint. Cependant, comme signalé dans le polycopié de M1 de L. Desvillettes,
on peut aussi donner une preuve directe. En effet, supposons Im(Id — 7") = E. Si on avait
Ker(Id—T) # 0, alors Ker((Id—T")") serait une suite strictement croissante de sous-espaces
fermés de E. On pourrait alors construire une suite u,, telle que

1
Uy €Ker([d=T)") , Juall =1 d(“n’Kef(ﬂd—TW))%

et alors on peut montrer que

1
| Tw, — Ty > B

ce qui contredit la compacité de 'opérateur T'.
- Si vous souhaitez présenter ce résultat en développement, tachez d’en avoir une application
convaincante (vous en trouverez une dans le polycopié de M1 de Laurent Desvillettes).

3 Dualité

Dans cette partie, E désignera un espace vectoriel sur K = R ou C.
On notera Bg la boule unité fermée de E.

Définition 8. L’ensemble des formes linéaires continues sur E est appelé dual topolo-
gique de E et noté E’. On a donc E' = L(E,K) et E’ est un espace de Banach pour la
norme duale

[l = sup [I(z)] . (3)
relR

[l=]I<1

Exercice 36. [B], [M]
On supposera K = R. Un hyperplan affine de E est un ensemble de la forme

{zel, flz)y=a}

ou f est une forme linéaire sur F, non identiquement nulle et ou o € R.
Montrer qu'un hyperplan de E est soit fermé, soit dense.
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3.1 Le Théoréme de Hahn-Banach

Théoreme 15. Théoréme de Hahn-Banach, version analytique
Soient p une semi-norme sur E, F' un sous-espace vectoriel de E et enfin f une forme
linéaire sur F vérifiant
VeeF, [f(z)] <plx).

Alors f admet un prolongement linéaire 4 E encore noté [ et vérifiant
Vee B, |[f(z)] <p(x) .

Remarque 13. Dans le cadre des espaces vectoriels réels, le théoréme est encore vrai sans
les valeurs absolues si I’on suppose seulement que p est une sous-norme, c’est-a-dire une
application p : E — R qui vérifie

Vee E, YA >0, pAx)=Ap(r) (homogénéité positive) ,
Ve,y e E, plr+y) <plx)+ply) (sous-additivité) .

On remarquera que la version analytique donnée dans [B] est limitée au cas d’espaces
vectoriels sur R (et commence par le cas des sous-normes). Pour le cas complexe, on pourra
trouver une preuve dans [S].

Corollaire 5. Soit E un espace vectoriel normé réel, et F' un sous-espace vectoriel.
Si f € F', alors [ admet un prolongement g € E' tel que ||g|| = || f]|-

Corollaire 6. Pour tout x € E'\ {0}, il existe f € E' de norme 1 telle que

fx) == -
Autrement dit, pour tout x € F,
[zl = sup [f(2)] = max |f(z)] . (4)
feE’ feE
[FES! Ifl<1

Remarque 14.

- Pour tout € FE, notons ev, : f +— f(x) 'application d’évaluation des formes linéaires
en z. On remarque que ev, € (£')" et que |ev,| < 1. Le corollaire donne qu’on a précisé-
ment ||ev,|| = 1. Autrement dit, Papplication

EF — E
Tr — ev,

est une injection isométrique. Lorsqu’elle est bijective, on dira que E est réflexif.

- Il est remarquable que le sup de I'expression (4) est toujours atteint. En revanche, il existe
des cas ou le sup de la Définition (3) n’est pas atteint.

- Il n’y a pas nécessairement unicité de 1’élément f réalisant le max de 'équation (4).
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Théoreme 16. Théoréme de Hahn-Banach, version géométrique, cas réel
NB : On suppose ici que E est un espace vectoriel sur R.
Soient A et B deux convexes disjoints de E.

(i) On suppose A ouvert. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens
large, c’est-a-dire qu’il existe f € E'\ {0} telle que

sup f (a) < inf f(b) .

(7i) On suppose A compact et B fermé. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A
et B au sens strict, c’est-a-dire qu’il existe f € E'\ {0} telle que

sup f(a) < fnf f0)

acA

Remarque 15. Un hyperplan affine d’équation f = «a sépare strictement deux parties
de F §’il existe a1 < a < as tels que I'une des parties est incluse dans le demi-espace fermé
{f < a;} et lautre dans le demi-espace {f > as}.

Corollaire 7. Soient E un espace vectoriel normé sur R et F' un sous-espace vectoriel
de E. Pour tout x € F,

reF & (VgEE', gr=0 = g(q:):O) :
Par conséquent, F' est dense si et seulement
VfeE, fr=0 = f=0.

Remarque 16. On notera que dans un grand nombre de cas pratiques, ce critére de
densité peut étre prouvé sans utiliser le théoreme de Hahn-Banach. A titre d’exercice, on
le montrera dans le cas ou E est un espace de Hilbert.

Exercice 37*. [GT]
Pour a > 1, on définit f, € €([0,1]) par f,(x) = - . Montrer que si (a,) est une suite
de réels > 1 qui tend vers l'infini, alors

V =Vect{ f,, , neN}

est dense dans %([0, 1]).

Exercice 38*. [B, Th. I11.23]
On suppose que E est un espace de Banach tel que E’ est séparable.
Montrer que E est séparable.
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3.2 Duaux d’Espaces Fonctionnels Classiques

Pour cette Sous-section, on renvoie a [BP] ou a [R].
Dans ce paragraphe, on notera (X, X, 1) un espace mesuré.
On rappelle que p est dite o-finie s’il existe une suite croissante X,, € X telle que

X=X, et  VneN, pX,) <+oo.
neN
Théoreme 17. Dualité LP-14
Supposons que [ est sigma-finie et que p € [1,00[. Notons q lexposant conjugué de p.
Pour g € L1, on note ®, 'application linéaire sur LP définie par

()= [ fodu.
Alors Uapplication
L1 — (L*)
g — @
est une isométrie bijective. Autrement dit, toute forme linéaire continue sur LP s’identifie
a une fonction de L.

Exercice 39. Cas particulier du Théoréme 17 [M]
Montrer que si p < oo, (P)" = (4.

Exercice 40. (£>)" # (' [M]
Counstruire a ’aide du théoreme de Hahn-Banach une forme linéaire continue sur ¢
qui ne peut étre représentée par un élément de 1.

Exercice 41%*.
On suppose que p est une mesure sigma-finie sur X.
Soit g : X — R mesurable telle que pour toute f € LP, on ait fg € L' .
On veut montrer que g € L9. On reprend la notation ¢, du Théoreme 17.

1. Evacuer le cas p = co. Dans la suite, on supposera p < 0.
2. On suppose que ¢, = 0. Montrer que g = 0 p-presque partout.

3. Notons (X,) une suite croissante de mesurables de mesures finies et de réunion X.
Pour n > 1, on pose A,, = X,, N {|g| < n} puis

vfelr, o(f)=[ fodu.

Montrer que @ € (LP)’, et que (®}) converge simplement vers ®,.
En déduire que @, € (L?)'.
4. Conclure.

Exercice 42. Soient X = {a,b} muni de la tribu discréte et soit p la mesure sur X
attribuant la masse 1 & a et la masse +o0o a b. Est-ce que (L*(X)) = L>*(X) dans ce cas?
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Remarque 17. Une tres belle utilisation de la dualité LP — L? est donnée par le théoreme
d’interpolation de Riesz-Thorin (pour les curieux, voir [SW]).

NB : Jusqu’a la fin de cette sous-section, on supposera que X est un espace métrique
localement compact (c’est-a-dire tel que tout point admet un systéme fondamental de
voisinages compacts) et séparable. L’espace X sera muni de sa tribu borélienne.

Rappelons que %,(X) désigne 'espace des fonctions continues sur X qui tendent vers 0
a l'infini et qu’il est muni de la norme uniforme.

Il est possible de définir des mesures d’ensembles sur X a valeurs réelles ou complexes.
On renvoie a [R, Chap.6] qui détaille les propriétés de ces mesures réelles ou complexes.
Pour les mesures a valeurs réelles, on parle parfois de mesures signées. En particulier, on
retiendra qu’'une mesure signée sur X s’écrit p = p* — p~ ou put et pu~ sont des mesures
positives finies sur X portées par des ensembles mesurables disjoints et de réunion X.
On notera bien qu’une différence cruciale par rapport aux mesures positives est que 1’on
a automatiquement p(X) < oo : cette contrainte provient de la propriété d’additivité
dénombrable (qui implique des séries commutativement et donc absolument convergentes).

Théoréme 18. Théoréme de Représentation de Riesz [R], [BP]

Soit X un espace métrique localement compact et séparable.

Si T est une forme linéaire continue sur (6o(X), | - ||e), alors il existe une unique
mesure |4 a valeurs réelles ou complexes telle que

vfeG(X), T(f)= [ fdu.

En particulier, si K est un espace métrique compact, alors le dual topologique de € (K) est
exactement 'espace des mesures sur K (d valeurs réelles ou complezes).

Remarque 18.

- Dans le théoreme précédent, on peut remplacer (65(X), || - |oo) par (6.(X),| - |l) car
les deux espaces duaux s’identifient immédiatement. En effet, comme %.(X) est dense
dans %o(X), une forme linéaire continue sur %.(X) se prolonge de maniére unique en une
forme linéaire continue sur %, (X).

- En revanche, le résultat ne s’étend pas au cas de 'espace (€,(X), || - [|oo)-

- Il existe d’autres versions du théoreme de représentation de Riesz qui concernent les
formes linéaires positives, c¢’est-a-dire qui vérifient

f>20 =Tf>0.

Cette contrainte de positivité permet de se restreindre aux mesures positives (finies ou
non), et nous affranchit de ’hypothese de continuité. Précisément, on a aussi qu'une forme
linéaire positive T" sur %o(X) (resp. €.(X)) peut étre représentée par une mesure positive
finie (resp. par une mesure positive finie sur les compacts). On renvoie a [BP|, [HL] ou [R]
pour un énoncé précis de ces résultats.
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3.3 Topologies Faibles, Convergence Faible

On se contentera ici d'un bref exposé sur les topologies faibles, et 'on renvoie a [B]
pour un exposé beaucoup plus détaillé sur le sujet.

Dans cette sous-section, E désignera un espace de Banach.

Pour f € E' et « € E, on notera (f,z) = f(x).

Définition 9. La topologie faible o(F, E’) sur E est la topologie initiale définie par les
éléments de E’, c’est-a-dire que c’est la topologie la moins fine sur F qui rende continues
les applications f € F'.

Dans la suite, la convergence en norme dans E sera appelée convergence forte. Autre-
ment dit, (z,) converge vers = fortement dans F si ||z, — z|| — 0.

Proposition 10. La topologie faible o(E, E') vérifie les propriétés suivantes.
(i) Elle a moins d’ouverts que la topologie forte sur E.

(i7) C’est la topologie définie par la famille de semi-normes (pys)rep donnée par
pr(x) = |[{f, z)| -
(iii) La topologie faible o(E, E") est séparée.

(iv) La suite (z,) converge vers x pour o(E, E') si et seulement si
Vf € El, <f, .§C7L> m <f, .T> .

(v) Si(x,) converge fortement vers x, alors (x,) converge vers x pour o(E, E').

(vi) Si (x,) converge vers x pour o(E,E"), alors (x,) est bornée et on a
|z|| < liminf ||z,|| .

(vii) Si (x,) converge vers x pour o(E, E") et si (f.) converge fortement vers f dans FE',
alors

Remarque 19.

- On prendra bien garde au fait que la convergence forte implique la convergence faible,
mais qu’en revanche, un ouvert (resp. fermé) fort n’est pas forcément un ouvert (resp.
fermé) faible.

- Remarquez que la séparation de la topologie faible o(FE, E’) fait appel au théoreme de
Hahn-Banach.

- En dimension finie, on peut montrer que la topologie faible o(F, E’) coincide avec la
topologie forte.

- En dimension infinie, la topologie faible o(E, E’) n’est jamais égale a la topologie forte
(cf. Exercice 44).

- En dimension infinie, on peut montrer que la topologie faible o(E, E’) sur E n’est pas
métrisable (on notera qu’elle est définie par une famille non-dénombrable de semi-normes).
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Exercice 43. Montrer les propriétés de la topologie o(FE, E’) énoncées dans la Proposi-
tion 10.

Exercice 44*. Topologies faible et forte en dimension infinie [B]
Soit £ un espace vectoriel normé de dimension infinie dont on note S (resp. B) la sphere
unité (resp. la boule unité fermée).

1. Montrer que I'adhérence de S pour la topologie faible est incluse dans B.

2. Soit z € B, n € N* et (f1,..., fn) un n-uplet de formes linéaires continues. Montrer
qu’il existe y € S tel que pour tout i € {1,...,n}, fi(x) = fi(y). En déduire que z est dans
I’adhérence de S pour la topologie faible.

3. Qu’a-t-on démontré?

Exercice 45*. Caractérisation des convexes fermés [B]

1. Montrer que tout convexe fermé de E est l'intersection des demi-espaces fermés qui le
contiennent.

2. En déduire qu’un convexe est fortement fermé si et seulement s’il est faiblement fermé.

Exercice 46. [B]
Soient F, I’ deux espaces de Banach et T" un opérateur compact de E dans F.
Montrer que si (x,) converge faiblement vers = pour o(F, E’), alors Tz, converge
fortement vers T'z.

Définition 10. On rappelle que pour z € E, on a noté ev, 'application d’évaluation des
formes linéaires en x donnée par

VieFE, ev.(f)=f(x).

La topologie faible-étoile sur E’, notée o(FE’, E) est la topologie initiale définie par la
famille (ev,)scp, ¢’est-a-dire que c’est la topologie la moins fine qui rende continues les
applications d’évaluation.

On peut voir que la topologie faible-étoile o(E’, E') sur £’ a moins d’ouverts que la
topologie faible o(E’, E") (qui a elle-méme moints d’ouverts que la topologie forte sur E’).

Proposition 11. La topologie faible-étoile sur E' vérifie les propriétés suivantes.
(i) C’est la topologie définie par la famille de semi-normes (|evy|).cp-
(7i) La topologie faible-étoile est séparée.

1i) La suite (f,) converge vers f pour o(E', E) si et seulement si
Y

Ve e E, (fn,x) — (f,x) .

(iv) Si (fn) converge fortement vers f, alors (f,) converge vers f pour o(E', E).
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(v) Si (fn) converge vers f pour o(E', E), alors (f,) est bornée et on a
[P < Tinin {| f ]|

(vi) Si (f,) converge vers f pour o(E', E) et si (x,) converge fortement vers x dans E,
alors

<fn7xn> — <f7 l’> :

n—oo

Exercice 47. Montrer les propriétés de la topologie o(E’, E) énoncées ci-dessus.

Exercice 48*. Séparabilité et Topologie Faible-Etoile [B]

Soit £ un espace de Banach. On note By la boule unité fermée de E’, qui hérite de
la topologie induite par la topologie faible-étoile sur E’. On va voir que Bps est métrisable
pour la topologie faible-étoile si et seulement si E est séparable.

1. Supposons que E soit séparable. Cela implique que Bg est aussi séparable, et donc on
peut fixer une suite (x,,) dense dans Bg. Pour f, g € B, définissons

1
d(fi9) =2 52 f =g )l -
n>1
a. Montrer qu'une boule ouverte B,(fo,r) contient un voisinage de fy pour la topologie
faible-étoile.
b. Soit V' un voisinage de fy € E’ pour la topologie faible-étoile.
Montrer qu’il existe € > 0 et yq,...,yx € Bg tels que V' contienne

V’::{feBE/ Vi=1,.. .k |<f—f0,yi)|<e}.

En déduire que V' contient une boule ouverte By( fo, ).
c. Conclure.

2. Réciproquement, supposons qu’il existe une distance d sur Bgs qui induise la topologie
faible-étoile.

a. Montrer que pour tout n > 1, il existe €,, > 0 et une partie finie D,, C F tels que la
boule ouverte Bq(0, +) contienne I'ensemble

{feBE,

b. En utilisant le critere de densité découlant du théoreme de Hahn-Banach, montrer
que D = UD,, est dense dans F.
c. Conclure.

Vr € D, [(f,z)] < e, } )

Remarque 20. Il est aussi vrai que la métrisabilité de Bg pour la topologie faible o(FE, E")
est équivalente a la séparabilité de Bp. Si E’ est séparable, en adaptant I'exercice ci-
dessus, on peut construire une distance sur Bg qui induise la topologie faible. Par contre
la réciproque est plus difficile (on renvoie aux références données dans [B]).
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Exercice 49*. (! a la propriété de Schur [GT]

En général, on a vu que la convergence faible n’impliquait pas la convergence forte.
L’objet de I'exercice est de montrer que ¢! est un cas trés particulier dans lequel les deux
notions de convergence coincident. Soient donc (") une suite dans ¢! qui converge vers 0
pour la topologie faible (¢!, £>°). On écrit a” = (o) pen.

1. Montrer que pour tout p € N, aj —— 0.
n—oo

2. On munit la boule unité fermée B de ¢*° de la topologie de la convergence simple.
a. Rappeler pourquoi B muni de cette topologie est un espace métrique compact.
b. Soit € > 0. Pour n € N, on pose

Fn:{:pEB’Vk>n, |(x,ak)|<5}.

Montrer qu’il existe n € N tel que F;, est d’intérieur non vide.
c. Conclure.

Pour terminer ce paragraphe, mentionnons un cas de convergence faible-étoile tres utile
en probabilités. On a vu que le dual topologique de %,(R?) est 'espace M(R?) des mesures
signées sur RY. Ainsi, une suite (y,) dans M(R?) converge vers p pour la topologie faible-
étoile si et seulement si

Vf € G(RY), /fdun m/fdu.

De maniére plus élémentaire, une mesure de probabilité p sur R? induit des formes linéaires
continues sur €,(R?Y), 6o(RY), et €,(RY) (munis de la norme uniforme). Par conséquent, on
dispose de trois notions de convergence faible-étoile pour une suite de mesures de probabilité
sur R%. Le Théoreme 19 ci-dessous montre que, pour des mesures de probabilité, les trois
notions de convergence sont équivalentes. Mais avant de I’énoncer, rappelons la

Définition 11. Soient (u,),  des mesures sur R? & valeurs réelles ou complexes.
On dit que pu,, converge étroitement vers p si

vf e GRY, [ fdun =2 [ Fdu.

Notons Py la loi de la variable aléatoire X sur R? (Px est donc une mesure de probabilité
sur RY). Par définition, une suite (X,,) de variables aléatoires & valeurs dans R? converge
en loi vers X si et seulement si la suite Py, converge étroitement vers Px. C’est pourquoi
cette notion de convergence étroite joue un grand role en probabilités.

Théoréme 19. Soient (u,), 11 des mesures de probabilité sur RY.
Soit H un sous-espace de (€3,(R?), || - ||oc) dont U'adhérence contient €.(RY).
Alors ., converge étroitement vers p si et seulement si

VfeH, /fdunm/fdu.
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Pour la preuve de ce résultat et une discussion détaillée sur les liens entre les trois topo-
logies faible-étoile mentionnées au-dessus, on renvoie & [Ouv, Chap.14]. On trouvera aussi
une preuve plus élémentaire de ce théoreme dans le polycopié d’intégration et probabilités
de J.F. Le Gall (cette preuve peut constituer un développement).

Mentionnons une autre caractérisation pratique de la convergence étroite des mesures
de probabilité sur R en termes de fonctions de répartition.

Théoréme 20. Soient (fu,), i des mesures de probabilité sur R.
La suite (p,,) converge étroitement vers p ssi pour tout x tel que pu({x}) =0,

pin(] = 00,2]) ——= (] —00,2]) .

n—o0

Exercice 50. Soient (u,), i des mesures de probabilité sur R
On suppose qu’il existe un compact K C R? tel que Supp(p,) C K pour tout n, alors
I converge étroitement vers py si et seulement si

Vf e €(K), [ fdun — [ fdu.

o18010d0) 9p (1L, J° ‘UYOSAI[)-0Z)aL], op JUeweSuo[o1d op 9WRI0d) 9] I8SI[IIn ermod U() : UorRIIPU]

Exercice 51. Critere de Weyl pour 1’équirépartition
On dit qu'une suite (x3) € [0, 1] est équirépartie si pour tous 0 < a < b < 1,

:LCard<{k€{1,...,n}’xke[a,b] }) —— b—a.

n—oo

Pour tout n > 1, on introduit la mesure de probabilité

1. Montrer que (zj) est équirépartie si et seulement si p, converge étroitement vers la
mesure de Lebesgue sur [0, 1].

2. Montrer que () est équirépartie si et seulement si

1<
Vp # 0, —262”’”1" — 0.
n

n—00
k=1

30



3.4 Compacité Faible

Théoréme 21. Théoréme de Banach-Alaoglu [B]
La boule unité fermée de E' est compacte pour la topologie faible-étoile.

La preuve de ce résultat repose sur le théoreme de Tychonoff sur les produits (non-
dénombrables) d’espaces compacts et donc dépasse un peu le programme de I'agrégation.
On notera de plus que, tant que 'on ne sait pas que la boule unité de E’ est métrisable
pour la topologie faible-étoile, on n’a pas de caractérisation séquentielle de la compacité et
donc on ne peut pas utiliser ce beau théoreme pour extraire des sous-suites, ce qui est tres
génant en pratique. Pour ces deux raisons, on donne maintenant une version simplifiée du
résultat dans le cas ou E est séparable.

Théoréme 22. Théoréme de Banach-Alaoglu [HL]
On suppose que E est un espace de Banach séparable. Soit (f,) une suite dans Bp.
Alors il existe une sous-suite (f,,) et f € E' telles que

ver? <fnk7x> — <f,l'> :

k—o0

Exercice 52. » DEV « Preuve du Théoréme 22 [HL]
On fixe une suite (x,) dense dans E.

1. En utilisant le procédé d’extraction diagonale, montrer qu’il existe une sous-suite (f,, )
telle que pour tout p € N, (f,, (z,))ken converge.

2. Soit € E. Montrer que (f,,(z)) est de Cauchy.

3. Conclure.

Exercice 53*. » DEV « Existence de Mesures Invariantes [ZQ)]
Soit K un espace métrique compact et T : K — K continu. Notons E = € (K).
L’objectif de I'exercice est de montrer I'existence d’'une mesure de probabilité sur K
qui est T-invariante, c¢’est-a-dire telle que

VfeE, /Kfon,u:/de/L.

1. Montrer que si une suite (p,) de mesures de probabilité sur K converge étroitement
vers une mesure signée p € E’, alors p est une mesure de probabilité.

2. Fixons € K. Pour tout n > 1, on considere

1 n
k=0

Montrer que
VfGE, <IU’TL7fOT>_<:U’n7f> m 0.

3. En déduire qu’il existe une mesure de probabilité T-invariante.
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