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Plan du cours
o 1ntroduction

o théoreme d’Hammersley-Clifford

- propriétés fondamentales des champs de Markov.

o échantillonneurs (Gibbs, Metropolis)

- propriétés de convergence.

o estimateurs bayesiens en traitement des images



Introduction

o utilisation en imagerie bas niveau

Compression

Restauration

Détection de contours

Segmentation

Détection du mouvement

Tomographie



Champs de Markov

o méthode probabiliste

o synthétise des informations a priori

numériques  —  Niveaux de gris

topologiques —  Voisinage (connexité)

o traitement des images par approche bayesienne — régularisation

o vraisemblance importante des résultats de traitement




A priori dans les images naturelles : le contexte spatial




Contexte spatial dans les images naturelles (suite)

S : site

Vs : voisinage (spatial) de s

o régions homogenes en niveaux de gris

T, < Intensités aux sites voisins

o régions texturées

rs <> Intensités aux sites voisins ()

Moyenne

Contraste, Entropie

réalisation globale de 'image

probabilité globale

& voisinage local

< probabilités locales | conditionnelles |
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Vocabulaire
S={s} cz’
rs € B
exemples :
r=Axs}ses = {xs} U’
O = EISI
Xs
P(X, = =.)
X ={Xs}lses = {Xs} U X"
P(Xs=xs / X° =x°)
P(X =2) =P(X1 =21, X3 = x9

ensemble de sites (fini)

espace des niveaux de gris
E = {0..255} {0..g — 1} (systeme de labels) R

configuration : niv. gris au site s + autres sites
espace des configurations

v.a. de niveau de gris au site s

probabilité locale

champ aléatoire : v.a. au site s + autres sites
probabilité conditionnelle (locale)

.. Xs = xs...) loi globale (jointe)

6« X o X e
% X X

o extension possible : systéeme des bords ¢« X o X o
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Topologie pour les champs de Markov

o systeme de voisinage - définition

voisinage du site s :  V;

propriétés : s¢&Vs seV.er eV S
V = {Vs}scs systeme de voisinage : i
r — Vs = {x,},cp, configuration locale °
o cliques

¢ C S est une clique / V ssi :
e card (¢c) =1 (singleton)

e card (¢c) > 2 and V r # s € ¢ = r, s voisins

o notations c¢=(r,s,t,...); C ={c}



Topologie pour les champs de Markov (suite)

o 4-connexité

4-connexité

® ordre 1

I o ordre 2
o 8-connexite |

8-connexite

° ordre 1

I oo ./. .\. ordre 2

Do SV TT o
I:I ordre 4



Champ de Markov

S : site

Vs :  voisinage (spatial) de s

P Xs=us /{X, =2}, r#s) = PXs=xs / { X, =z}, rEVy)

P(Xs =25 /| X° =2a%) = P(Xs=as/ Vi)
Probabilité Probabilité
Globale — Locale

o extension de la notion de chaine de Markov

VA
(n-1) (n)
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Théoreme d’Hammersley-Clifford :
P(X =2)>0 Vze€ Q) est un champ de Markov ssi

—U
P(X =x) = —2 Z (%) gistribution de Gibbs
U(x) = Z U.(x) énergie globale
ceC
Ucx)=U (:138, s € c) potentiel de cliques
Z = Z exp — fonction de partition
yes

r r s h
() o—0

o exemple : cliques s t

— A sz—l—B Zxr rs +C Z Ty Tg Ty

sES (r,s) (r,s,t)

non-stationnarité possible : A — A, , B — B, ...

o fait important : énergie U(x) basse < probabilité P(X =

11
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Distribution de (Gibbs avec température

1 U
Pr(X =x) = 7 exp — j(jp)
= Z U.(x) énergie globale
ceC 7
Zr = Z exp _Ty fonction de partition
yes
P_(x)

U(x)

N




Comportement aux températures limites

o Intuition

Pr(X =y)

= — = ()
Pr(X = 1) exp T Vo, y €
T - oo eXp—'U(y);U(x) .1 Va,y € Q fini
T—0 exp — Uy) ;U(x) >0 siU(y) > U(x)

o démonstration pour 7' — oc

1

N U(y) — U(x),
S exp -

ye

équidistribution sur 2
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Distribution de Gibbs avec température(suite)

o démonstration pour 7' — 0

U* =minU(z) QP ={zecQ|Ulzx)=U"

xel
ey U@ = U U@ = U
) T _ T
PT(X = CC) — *1 *
S DW-TT " o s~ TG -UT
T T
ye yeQ,ygO*
(1
TOoxl S1 X & *
— 4 €2 équidistribution sur 2*
0 six & QF
Uly) —U(x)]

(rappel : exp — 0siU(y) >U(x) )
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Forme des probabilités conditionnelles locales

1 U(xs /| Vs)
Z

P Xs=uzs / Vy) =

avec

! ;_. ‘.
| S / VS
o = forme locale de la loi de Gibbs
15



Probabilités conditionnelles locales (suite)

o démonstration
P(Xs =z, X° =2%)
P(Xs = x%)
_ PXs=w, X° =17)
Y P(X,=¢ X*=2°) ) P(X=2

ekl EeE

P(Xs=zs / X?=2°%) =

o — maintenant posons U(x)=U(xs / Vi) + Z U.(x)
ceC,sdc

W

Ulzs / V)

T s
AR < A
T

exp —

S exp — =

(el

P Xs=2s /) X?°=2°)=P(Xs =25/ Vs) =
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Champs de Markov prototypes
o modele d’Ising
xr)=—p0 Z Tg Ly — BZmS E={-1,+1}
c=(s,t) sesS
o modele de Potts

+1sia=25b

définissons A(a,b) =
—1sia#b

U)=-8 >  Azs, z)—B)Y A(z,,0) E={0..q—1}

o modeles markoviens gaussiens

=B > (@s—m)’+a)d (x5~ ps) E=R

c=(s,t) s€sS
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Modele d’Ising en 4-connexité et B =0

- A : Image aléatoire : 3 =0 - B : régularisation faible : B = 0.2

- C : régularisation “critique” : 0~ 0.44 - D : régularisation forte : 3 = 4.0
18



Modele de Potts en 4-connexité et B =0 (¢ =4

A| B
C | D
- A : Image aléatoire : 5 = - B : régularisation faible : 3 = 0.2

- C : régularisation “critique” : 3~ 1,099 - D : réqularisation forte : 5 = 4.0
19



Modele markovien gaussien en 4-connexité

“A:a=510"% -B:a=5.10"3

-C:a=210"° -D:a=o0 (u=127 pour toutes simulations)
20



Modeles markoviens gaussiens

o modele a pixels indépendants

S|
P(X =2x) = [ %] g@_a (s — 1)
avec U(r) = « Z
seS

o cas général - modele auto-normal

= OzZ(a: —

seS

l

moyenne locale

- illumination variable

- illumination constante pus = p = 128

21
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c=(s,t)
l

couplage



Loi conditionnelle locale en connexité v : gaussienne

P(Xs — Ls / ‘/:9) — % exXp — a(xS — /’LS)Q =+ 6 Z (xS T xt)z

c=(s,t), teEVs

I Q fbs T+ 5 Z Lt ]
- ¢2m+ﬂy)€mr%a+ﬁw Ts — e
T ' i a+ By
o espérance conditionnelle
a s + 3 Zfﬁt ap+ 0 Zl’t
tev tey
E| X, / V| = - = i —  barycentre (us =
Xs / Vs 5 PG y (s = p)
o variance conditionnelle
1
var(Xg / Vi) = indépendante de ug et de x4,t € V,
2 (a+87)

o = permet un ensemble de statistiques a variable Xy, = Z xs fixée

teVs
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Echantillonnage d’un champ de Markov

VA
(n-1)  (n)

PX() = o) ) X0 — 50 x(0) — 50) | x(n=1) — y(n=1))
— P(X(”) — p(n) / x(n—1) — x(n—l))

o chailne de Markov

o noyau de transition

Qn(z, v) =P(X™ =y / X"V =g) 2y

o chaine de Markov homogene : @, (x, y) indépendant de n
T = Cte

o chaine de Markov inhomogeéne : Q),(x, y) dépendant de n
T, \, 0
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Echantillonnage : chaine de Markov de variables d’images !
0 1 n-1 n
(0) (1) X( ) X( )

X X /
/

T - T
L —

xO0 x@  x0=1 o xM) xh+tl)

o échantillonnage homogene : trouver Q(z, y) tel que

lim P(X" =z)=Pp(X =2) distribution de Gibbs & température T

n——+oo

o échantillonnage inhomogene : trouver @Q),(z, y) tel que

1
lirf P(X™ =z) = Od l,cq+ distribution de Gibbs a température “0”

— minimum globaux de U(x)
24



Echantillonnage homogéne (température T fixe)

o noyau irréductible - noyau réversible

Q(:C?y) > 0 PT(X — $) Q(x,y) — PT(X — y) Q(y,:v) Vo, y € ()

o théoreme pour I’échantillonnage homogene

Si (., .) est un noyau homogene, irréductible et réversible

par rapport a la distribution Pp(.), alors

vXO =zO  lim P(X™ =2) =Pp(X =x)

n——+oo

o loi des grands nombres (échantillons X(™) non indépendants!)

M+N M+N

Z f(X(n)) Z ﬂxgm:i
n=M =Er[f(X)] ex: XY

N N—+oco N N —+4o00

25
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Echantillonneurs homogenes de Metropolis et de Gibbs
o Metroplis : Q(z,y) =1si U(y) <U(z) = cas U(y) > U(x) :
Pr(X =2) Q(z,y) =Pr(X =y) Qy,x) (réversibilité)

Pr(X=y) _ Uy~ Ul) AU
PT(X = ZE‘)

= Q(r,y) =

o Gibbs : Q,(z{™, ("™ —¢) = P(x"*Y —¢ / V)

réversible p.r. distribution de Gibbs P (x)

o = tirage de azgnﬂ) selon la loi conditionnelle locale courante
bon exp-U(E/ )
T PrX=E V) = T
m% Zi

!

E 3
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Echantillonnage inhomogéne (température T variable)

o théoréme (Geman and Geman 1984)

1o
>
~ log(1+n)

si. Qn(z,y) avec T,, 0 , T},

1
alors hI_iI_l P(X™ =g) = o l,cq+ < minimum global de I’énergie
o condition théorique
( AU, o Metropolis
1o = 4 .
Y SU( ) Ve)ypay Gibbs
L sES

o en pratique : 1, =1y a™ avec :

To~ 8 U(. /| V) a =~ 0.98

max
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Recuit simulé

28



Analyse Bayesienne en Traitement des Images
Loi du processus de formation des observations

r —

scene originale

Dégradation Détection Mesure

H y
observation

P(Y=y / X=x)

o bruit blanc additif gaussien

29

_y:a:Jre Ys =Ts + €5 Vs €S es — N(0,07)
(y3—$5)2
P(Y:y/X::C) — HP(YSZ?JS/XSZCUS) X Hexp— 952
_ sES seS



Loi du processus de formation des observations (suite)

o convolution

y:hx—l-e ySZZhrsxS—l—ES\V/SES 68—>N(0702)

sesS

- flou de mise au point (gaussien)

- flou de bougé isotrope uniforme @
AR

Oc
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Modele (loi) a priori : propriétés désirées sur I’image réelle

p
Homogénéité de zones
Contours . .
¢ —  Modélisation markovienne
Textures
\ Intensité
exp — U(x
P(X =) = —— ()
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Distribution a posteriori

o modélise le probleme : yv — x 7

PY=y/X=2x.PX=nx)

P X=x2/Y=y)= Bayes
(X=2/Y=y) e Bayes|
PX=z/Y=yyx PY=y/X=2z). P(X =x)
l l l
probabilité a posteriori formation loi de
de x des observations Markov-Gibbs

o estimateur MAP : argmaxP(X =z / Y =y)

32




Débruitage d’image avec bruit blanc additif gaussien

(ys — )2
HP( =vys | Xs = Tg ocHeXp— 5

P(Y=y/X=2)

seS

O'
seS

o régularité de I’image réelle a niveaux de gris

exp — B Y Bz, )

o = on en déduit P(

(r,s)eC

A

X=a/Y=y)=

exp —U

Z/

u=y

seS

+6 Z ®(x,,rs) maxP(X

(r,s)eC

rel)

=z /Y=y & 23116181/{

o régularisation
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Débruitage d’image (suite) : le potentiel ® [Geman]

o sa formulation

G : “Portée” du potentiel

0 : “Amplitude” du potentiel
o = choix de et 0 : choix des parametres
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Dinten CEA /LETT)

Restauration de photographies (J-M




é

flou de boug

de photographies

Restauration

()

(c)

g L
w10 KD

| il

= vy [
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it

flou de m'

Restauration de photographies

ise au po

=10
] =60

UG: 5
filirage median

/3

c )

{b)
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Segmentation d’image par champs de Markov

o position du probleme

Y — X

processus pixel (observation) processus label (étiquettes)

o estimateur MAP : argmaxP(X =2 / Y =y)

P(X =z /Y 1) _ PY=y/X=2x).PX=nx)

P(Y =y)
T T

probabilité a posteriori Bayes
I . 1 (xs - /%)2

P Ys — Ys s — — — —Gaussien

( Y / L Z) \/%O'Z' exXp 20_@2 G
exXp — Z Uc(x)

P(X =2 = ceC

. ( ) A «—Markov : Potts etc..
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Segmentation d’image par champs de Markov (suite)

min U(z) = Uy /z)+U(x)
B (ys — pu,)’
U(y / Qj) T Z 20_ 2 + lOgO'xs
se€sS T
Ul(x) = —-K O(xy, Ts)
(r,s)eC

o — recuilt simulé
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Segmentation d’image : exemple




