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Résumé. Dans ce papier, on développe une
nouvelle technique de codage basée sur les pro-
priétés statistiques du bruit de quantification et
utilisant un critére de norme L. L'image origi-
nale est prétraitée, quantifie, codée et reconstru-
ite & l'intérieur d’un intervalle de confiance donné.
Comme prétraitement, on utilise des bancs de fil-
tres itérés et on présente des résultats dans le
cas de codage de trés bonne qualité (presque sans
pertes).

Mots clés, Codage d'images, bancs de filtres,
erreur de quantification, erreur de reconstruction,
distribution statistique, norme L®°.

Abstract. A new image coding technique us-
ing statistical properties of quantization errors and
L .norm criterion is investigated, The original im-
age is preprocessed, quantized, encoded and recon-
structed within a given confidence interval. We fo-
cus on iterated filter banks as a preprocessing tech-
nigue, and provide results in the case of very good
quality (almost lossless) image coding.

Key words. Image coding, filter banks, quan-
tization error, reconstruction error, statistical dis-
tribution, L*-norm.

1 Introduction

Diverses applications nécessitant le stockage ou la
transmission de signaux numériques ont conduit,
ces derniéres années, 4 un important travail de
recherche dans le domaine de la compression de
données aussi bien sans pertes qu’avec pertes. De
nombreuses techniques comme les méthodes par
prédiction ou les méthodes par transformées or-
thogonales ont ainsi été développées [6]. Ces trans-
formations sont appliquées sur le signal original
afin d’améliorer, par feurs propriétés de décorréla-
tion, les statistiques des données & coder. Elles
nécessitent néanmoins des quantificateurs ce qui
introduit des erreurs & la reconstruction. Les sché-
mas de compression doivent, par conséquent, étre
choisis de fagon & minimiser ces distorsions [7]
et utilisent en général comme critére 'erreur en

moyenne quadratique {norme L?). Cependant, 1'é-
valuation de Perreur en norme L? ne permet qu'un
contréle global des distorsions. Or certaines appli-
cations nécessitent un contrdle précis et local de
Perreur ce qui nous méne & introduire le critére de
la norme L*™ (ou minmaz) qui consiste & évaluer
et surveiller le maximum de Perreur de reconstrue-
tion. Ce critére permet aussi de prendre en compte
les éventuelles connaissances a priors sur le signal
telles que la précision avec laquelle sont données
les valeurs de pixels d’une image biomédicale ou le
nombre de bits par pixels sur lesquels cette image
est codée. L'utilisation du critére de la norme L™
introduit une nouvelle méthode de compression
sans pertes qui exploite le fait que le signal origi-
nal est quantifié en imposant une erreur de recon-
struction inférieure au demi pas de quantification
initial. Ce critére est aussi efficace en codage avec
pertes pour des applications qui nécessitent une
certaine précision. On peut ainsi faire une com-
pression assurant un certain pourcentage d'erreurs
inférieures & un seuil fixé.

2 Schéma de compression

La chaine de compression, figure 1, comporte les
trois blocs habituels :

2.1 Ladécorrélation par transformée

Notre travail se place dans le cas d'une décorréla-
tion du signal effectude 4 'aide d'une transformée
en ondelettes discrétes (TOD, ou banc de fil-
tres). 1l a été démontré dans plusieurs travaux
{8] l'efficacité de ces transformées en compression
d'images. Cette transformée permet de décorréler
le signal & coder et & améliorer les statistiques de
l'entrée du codeur. La TOD peut &tre caleulée a
I'aide de bancs de filtres & reconstruction parfaite
dont on itére le passe-bas,

2.2 La quantification

Le prétraitement est suivi d'une opération de
quantification pour redonner au signal des valeurs
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Figure 1: Schéma général de compression. La partie codage utilise un banc de filtres itéré en octaves (TOD), une
quantification et un codage sans pertes, La partie décodage fait intervenir les inverses des opérations de codage

pour reconstruire le signal 2.
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Figure 2: L'erreur de reconstruction. On considére une seule itération d'un signal monodimensionnel. € et €l
sont les erreurs de quantification. Az est Perreur de reconstruction.

entiéres dans un ensemble fini de niveaux. On
choisit une quantification uniforme qui peut étre
scalaire quand elle considére indépendemment cha-
que symbole du signal ou vetorielle quand elle fait
intervenir des blocs de données.

2.3 Le codage

[y

Cette étape consiste & éliminer les redondances
statistiques et & affecter des codes aux valeurs
quantifiées du signal. On utilise des codeurs sans
pertes tels que le codage d 'Huffmann global (GHC).
Les opérations inverses sont effectuées au décodage.

3 Codage en norme L* : point
de vue déterministe

En uvtilisant le schéma de codage décrit précédem-
ment, on cherche & comprimer le signal tout en
assurant que ’erreur Az entre le signal initial, =,
et celui obtenu aprés compression, £, ne dépasse
pas un certain seuil s. Ceci introduit implicitement
le critere du maximum de lerreur, i.e. critére
de la norme infinie {L°°). Le probléme est alors
de déterminer les caractéristiques des différents
éléments de la chaine de compression vérifiant la
condition

lAzfloo < 8 (1)

ot |Azlleo = 2 — 2l = max{|Z — z|} est la
norme infinie de Perreur de reconstruction. D'ott la
nécessité d’évaluer la norme infinie de cette erreur.

3.1 Evaluation de la norme infinie
de 'erreur

Les filtres étant & reconstruction parfaite et les
codeurs sans pertes, les seules distorsions sont
générées & la quantification et sont “amplifiées”
par filtrage lors de la phase de reconstruction du
signal. ‘
On considére d’abord un signal monodimen-
sionnel et une itération du banc de filtres. On
s'intéresse & la phase de synthése schématisée par
figure 2. Un échantillon de l'erreur en sortie s’écrit

N1 Ha—y
Azgn= ) e i + én-ih2k
k=0 k=0
(2)
S E S
Atany1 = Z €9 _kgar+1 + Z en—khak+1
k=0 k0

ot N, (resp. Ny) est la longueur du filtre g (resp.
h). La distinction entre les échantillons pairs et
impairs de l'erreur provient de Vinterpolation qui
précede le filtrage. On a alors

(A$2n)max
HAEHOO < max { (A$2n+1)max

A partir de ’expression (2) on détermine une
estimation de la borne supérieure de erreur, Une
borne supérieure de ’erreur est obtenue quand les
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Figure 3: Probldmes équivalents d'optimisation sous contraintes .
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(a) Le probleme (P1) a une fonction coit

convexe et des contraintes lindaires qui délimitent le domaine permis (K,). {b) Le probleme (#;) a une fonction
cott lindaire et des contraintes convexes, le domaine permis est (K7). On voit facilement qu'il existe une solution

optimale située sur les frontizres de (K1) ou (K3).

erreurs de quantification (° et €') sont extrémales
et de méme signe que les coefficients des filtres.
Or, si ¢* est le pas de quantification l'erreur de
quantification ¢ vérifie |¢}] < 32~ Ce qui donne
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Sans aucune connaissance a priori du signal
original, cette estimation est optimale (elle peut
étre atteinte) bien que pessimiste pour des sig-
naux réels. Par ailleurs, on constate que la borne
supérieure de 'erreur est fonction linéaire des pas
de quantification. Pour un ensemble donné de fil-
tres, le contrdle de 'erreur est assuré par un choix
adéquat des quantificateurs.

|Aze < max

3.2 Extension au cas bidimension-
nel

On considere des banes de filtres séparables, ie. la

décomposition se fait séparément sur les lignes et

les colonnes du signal bidimensionnel. Un raison-
nement analogue au précédent nous donne

(A-T-'?m,?n)max
(Aziam,‘2n+ i)max
(Ax2m+1,2n)max
(Aﬂ:2m+ 1,2n+l)max

Azl < max

3.3

Cest le filtre passe-bas qui est itéré. Au bout de J
itérations, on obtient 3J+1 sous-bandes. De méme

Cas de plusieurs itérations

que précédemment, on obtient
Azlloo < max {Tr"n'},f(szianp,anw)}

oit les p et g varient de 0 &4 27 — 1 et proviennent
des J interpolations lors de la synthése. On a
alors, pour J itérations, 27 x 27 = 27 types
d’échantillons de l'erreur.

3.4 Choix des quantificateurs

Les quantificateurs doivent étre choisis de fagon &
satisfaire la condition (1). En prenant arbitraire-
ment des pas de quantification suffisamment pe-
tits, cette condition sera vérifiée puisque les fil-
tres sont & reconstruction parfaite en 'absence de
quantification. Cependant, le pas de quantification
g: dans la sous-bande numéro i de dynamique d;
détermine le débit binaire dans cette sous-bande
selon la relation

G=di 2 ®)

Or, le but initial est de comprimer le signal, donc
de réduire son débit binaire qui s’exprime en fone-
tion des différents débits dans les sous-bandes par

b= Z nsbs (4)

ob n; est le poids de la sous-bande numéro i
dans I'ensemble du signal (c’est gi; pour les sous-
bandes de P'étage j). On a donc intérét & choisir
les pas grands pour minimiser le débit mais qui,
en méme temps, vérifient (1}. Or d'aprés ce qui
précede, chaque type d’échantillon de Az doit
satisfaire (1), les pas de quantification ¢; doivent
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Figure 4: Banc de filtres en une dimension. Les filtres passe-bas et passe-haut d’analyse sont, respectivement, g
et i’ ; les filtres passe-bas et passe-haut de synthése sont, respectivement, g et h. La branche passe-bas est itérée
en utilisant les mémes filtres (une itération est représentée ici). En deux dimensions, les lignes et les colonnes de

V'image sont filtrées séparément.

donc vérifier 227 contraintes. On a finalement un
probléme d’optimisation sous contraintes, que I'on
exprime de deux fagons différentes moyennant la
relation (3} :

1. en utilisant les pas de quantification dans les
sous-bandes ¢; :

avec un critére convexe et des contraintes
linéaires (figure 3.a), les a;; sont exprimés
en fonction des coefficients des filtres inter-
venant dans la sous-bande 1,

2. en utilisant les débits binaires dans les sous-
bandes b; :

(Py): { min(z;‘ nib;) (6)

V27 < s

avec un critére linéaire et des contraintes
convexes (figure 3.b), les ay; sont exprimés
en fonction des coefficients des filtres inter-
venant dans la sous bande i et de la dy-
namique dans cette sous-bande.

3.5 Résolution

Comrme le montre la figure 3, le probléme a une so-
lution unique qui sera sur la frontiére du domaine
permis (K1 ou K2). Pour trouver numériquement
cette solution, on peut appliquer un algorithme
d’optimisation général. Mais compte-tenu du nom-
bre élevé de contraintes (> 1000 dans le cas de J
itérations d'un signal bidimensionnel), utilisation
de ces algorithmes est coiteuse. De plus, ces al-
gorithmes nécessitent un bon point de départ et
risquent de diverger si ce point n'est pas suffisam-
ment proche de loptimum. Par conséquent, on
résout le probléme en deux étapes : la premiere
consiste a trouver une solution approchée et la
deuxidme a appliquer 1'algorithme d’optimisation
général avec comme point de départ cette solution
approchée.

3.5.1 Recherche d’une solution approchée

Les contraintes linéaires du probléme (P1) délimi-

tent un domaine permis (K1) qui est un polyedre
convexe dont chacun de ses sommets sature n con-

traintes, n étant le nombre d'inconnues (n = 3J+1

dans le cas de signal bidimensionnel itéré J fois).

Mais, le probleme (P1) est équivalent & (P2},

le passage de 'un & l'autre se fait moyennant
une transformation strictement convexe (z +—

—~logy z ou £ — 277).

En outre, cette transformation est bijective, donc
4 un sommet @Q; de (K1) est associé un unique
point B; de (K2) qui sature les mémes contraintes

{par convexité stricte de x —— —log; %), B est

un sommet “virtuel” de (K2). On démontre facile-

ment que Penveloppe convexe (D) de ces sominets
“yirtuels” de (K 2) est un polyédre convexe de som-

mets les B;. La minimisation de coit sur (1) don-

nerait le meilleur sommet du probléme (P2) (la
solution optimale étant sur la frontitre de (K2)).

Or, (D) est un polyédre convexe et le critére est
linéaire, on résout alors le probléme par la méthode
du simplexe {10].

Cependant, on ne dispose pas d'une forme ex-

plicite simple du domaine (D) (on I'obtient par
paramétrisation des différentes arétes reliant les
sommets “virtuels” de {K?2) images de deux som-

mets adjacents de (K'1)). Mais comme on a 1'équiva-
lence entre (K1) et (K2), on peut ramener le
probleme A la recherche du meilleur sommet de
(K1), réalisant le colt minimurm. Or dans ce cas le
critére est convexe, on résout alors le probléme en
adaptant ’algorithme du simplexe & ce cas précis.

3.5.2 Recherche de la solution optimale

La premiere étape de résolution fournit une solu-
ticn approchée du probléme. Cette solution sera le
point de départ d’un algorithme général d’optimi-
sation sous contraintes, qui travaillera alors dans
de honnes conditions. La convergence est par
conséquent assurée et accélérée. On obtient finale-
ment les pas de quantification optimaux vérifiant



GHC (bpp) LENA (512 x 512) | Medical (256 x 256) Aerial (512 x 512)

(Coronair) (Aerial view of Corse)
Original 7.47 6.27 3.95
Preliminary Results 6.96 (0.19) 5.09 (0.18) 3.96 (0.19)
Final Resuits 5.61 {0.5) 3.76 {0.5) 2.42 (0.5)

Table 1: Exemple de codage sans pertes en norme L°°. On affiche les débits binaires globaux obtenus aprés
un Codage d’Huffmann Global {GHC) appliqué 1) sur les images originales, 2) sur les différentes sous-images
aprés transformée (utilisant 5 itérations d’un filtre de Daubechies de longueur 12 [2]). Les erreurs maximales & la
reconstruction sont données entre parenthdses. Les résultats préliminaires sont obtenus par application directe de
la méthode, il sont ensuite améliorés par la procédure de remise de Perreur maximale = 0.5 (cf texte).

(1) et assurant un débit minimum.

3.6 Codage en sous-bandes

Ayant déterminé les quantificateurs optimaux, il
ne reste plus qu’a calculer le débit binaire par ap-
plication des codeurs sans pertes. Or, ces codeurs
nécessitent une évaluation duy débit des données &
coder. En utilisant (3), on calcule les débits dans
les sous-bandes & partir des pas de quantification
optimaux. On fait ainsi intervenir les dynamiques
dans les sous-bandes que 'on doit, par conséquent,
évaluer. Comme pour l'évaluation de l'erreur, on
est amené A estimer une borne supérieure de la
dynamique. On prend, par exemple, la sous-bande
passe-bas dans le cas d'une itération d'un siznal
monodimensiormel. On a alors & la sortie e la
phase d’analyse, figure 4, yn = Zf__‘jhw Ton—kTk o
et d = Ymaz ~ Ymin- O, Ymaz = Tmax 29/>0 Q';c et
Ymin = Tmax Egr<o g;c' Dot

d< mmarZIQLE (7)
&

La généralisation au cas bidimensionnel et
avec plusieurs itérations se fait par un raison-
nement analogue.

3.7 Résultats: Application au codage

sans pertes

On se place dans le cadre d’images fixes initiale-
ment codées sur 8 bpp. On associe les quantifica-
teurs optimaux & une TOD et un codage global
d'Huffmann. Les pas de quantification ont été
déterminés de fagon & avoir une erreur maximale
de reconstruction inférieure au demi-pas de quan-
tification initiale, i.e. 0.5, afin de récupérer ex-
actement |'image initiale par requantification sur
8 bpp. Les résultats sont résumés dans la table 1.

La deuxitme ligne de cette table nous donne
les débits obtenus aprés application directe de la
méthode décrite précédemment. On constate alors
une faible réduction du débit binaire mais aussi
que D'erreur calculée sur l'image reconstruite est
largement inférieure au seuil (0.5). Les estimations

(des bornes supérieures de erreur et de la dy-
namique), effectudes lors de la détermination des
quantificateurs optimaux, sont {rop pessimistes,
Pour cela, on remplace les estimations par les
vraies valeurs des normes de 'erreur et de la dy-
namique calculées directement sur 'image.

Mais, en prenant les dynamiques effectives cal-
culées dans les sous-bandes, on n’améliore pas les
résultats. Ceci s'explique par le fait que le codeur
sans pertes ne prend en compte que les niveaux
effectivement atteints dans les sous-images. Par
conséquent, la seule voie d’amélioration est dans
'estimation de lerreur.

Comme [Az|lee <« 0.5, on peut augmenter le
seuil imposé afin d’atteindre effectivement 0.5. Par
ailleurs, comme la borne supérieure de erreur est
une fonction linéaire des pas de quantification,
une augmentation uniforme du seuil entraine la
méme augmentation sur la borne supérieure de
I’erreur, done sur les pas de quantification. Ainsi,
en augmentant uniforrément les pas de quantifi-
cation, on atteint une erreur maximale de recon-
struction égale 4 0.5, ceci 4 ['aide d'une procédure
de recherche de zéro appliquant la méthode de
Brent [5]. Bien que coliteuse en temps de calcul et
dépendante du signal, cette méthode assure une
erreur de reconstruction de norme infinie égale
au seuil toléré (0.5), et on constate, par ailleurs,
une baisse importante des débits binaires (cf la
troisitme ligne de table 1).

4 Point de vue statistique

Dans certaines applications, comme les images
biomédicales, les valeurs de pixels sont obtenues
avec une précision donnée. Ceci permet de définir
un intervalle de confiance. Cette information sup-
plémentaire sur le signal peut étre exploitée pour
la compression sans pertes dans la mesure ol I'on
pcut permettre une erreur de reconstruction tout
en restant A l'intérieur de 'intervalle de confiance
initial. Ceci nécessite un contréle local de I'erreur
de reconstruction. On a vu qu’avec le critére de la
norme L% on a un contrdle local des distorsions,
échantillon par échantillon, qui permet de tenir



compte de 'intervalle de confiance pour comprimer
un signal donné avec une erreur & 100% inférieure
a un seuil fixé. Par ailleurs, certaines applica-
tions autorisent un certain pourcentage d’erreurs
supérieures au seuil fixé. Les quantificateurs seront
dans ce cas déterminés & partir d’une étude statis-
tique de facon a vérifier la condition

prob{l|Azfle < s} 2 p% (8)

oll p est le pourcentage d’erreurs inférieures au
seuil s.

La résolution de ce probléme nécessite une con-
naissance de la distribution statistique de erreur
de reconstruction.

4.1 Statistique de erreur de recon-
struction

Comme les pas de quantification sont trés faibles
(g < 1), le bruit de quantification dans les sous-
bandes est blanc et décorrélé avec le signal. Par
conséquent, l'erreur de quantification suit une loi
uniforme entre —3 et 1. L’erreur totale de recon-
struction est la somime des erreurs de chaque sous-
bande a l'issue de la phase de synthése. Sa dis-
tribution est alors celle d'une combinaison linéaire
de lois uniformes. On vérifie en pratique que cette
distribution tend vers une gaussienne de moyenne
nulle et de variance o? (fonction des pas de quan-
tification et des coefficients de filtres) {3, 4]. Sa
densité de probabilité s’écrit :
1 e_ﬁ%’

flz) =

oV 2r

4.2 Résolution du probléme statis-
tique

H s’agit de déterminer les quantificateurs qui
vérifient (8) tout en minimisant le débit binaire.
On a, de nouveau, un probléme d’optimisation
sous contraintes :

oy | min(3, nibs)
(P): { prob{[Anle <5} 2% O

Or, on a vui que Az est la contribution de
plusieurs types d’erreurs (cf section 3.3), par exem-
ple pour J itérations d’un signal bidimensionnel,
il y a 227 types d'échantillons (Az9/,4p27n4q) O
p,q=0,...27 —1, qui ont chacun une distribution
gaussienne de variance ag’q. On peut considérer
que ces différents types d’erreurs ont des contribu-
tions équiprobables dans le signal global d'erreur.
Alors,

prob{[|Az| < 8} =

1
227 Z pTOb{rg?f(IAxi"m+p.2Jn+q’) < s}
P4

D’autre part, puisque les distributions sont
gaussienmes, pour p et ¢ donnés on a

Pmb{f'?ﬁg‘(leiJm+p.2-'n+q§) < s} =

2

a —
! ¢ iedy (10)

OpqVin Jo,

En supposant que les erreurs de quantification sont
indépendantes et que les différentes réalisations
d’une erreur sont aussi indépendantes, on détermine
facilement g, 4 (3] sachant que

0129.4 = B [(Ar2smip2intq)?]

Par exemple, dans le cas d’une itération d’un signal
monodimensionnel on obtient :

P 2
2 2% 2 91 2
Upeot = 12 E :92k+p + 1'2'2 :h'2k+p
k k

z
oll % est la variance de lerreur de quantification

puisqu’elle est uniforme.

La variance est donc fonction des pas de quantifica-
tion, la résolution du probléme statistique revient
alors & I'optimisation des quantificateurs.

4.3 Détermination des pas de quan-
tification

D’aprés 'équation (8), certaines erreurs dépassent
le seuil, 3, donné. Les pas de quantification vent
donc &tre choisis avec un seuil plus grand tout
en vérifiant (8). On rappelle par ailleurs que dans
Vestimation de la borne supérieure de 'erreur, les
pas de quantification dépendent linéairement du
seuil. Autrement dit, si I'on muitiplie le seuil par
une certaine constante o, les pas de quantification
sont multipliés par o et la variance de l'erreur
par a?. Ainsi, pour résoudre le probléme (9), on
calcule d’abord les pas optimaux obtenus dans le
cas déterministe (cf 3.4 ). Les nouveaux pas de
quantification seront alors ¢} = « ¢;, et la nouvelle
variance 0% = o 0%, En utilisant (10), le facteur
d'échelle a est déterminé & partir de la relation
erf(ﬁ:ﬁ-) > 15 En tenant compte des différents
types d’erreurs (Az97m 4p.27n44) €t de Phypothése
de leur équiprobabilité, on obtient o, donc ¢, en
résolvant, & l'aide d’algorithmes de recherche de
zéro, I’équation

» » 1

100 ~ 227

erf(
P

ws__)
@ Opgq V2



LENA (512 x 512)
percentage (%) required § 100 | 99 95 9 | 85 80
of errors < 0.5 observed § 100 | 99.30 | 95.30 | 89.90 { 84.63 | 79.40
GHC (bpp) 5611 501 | 461 | 4.37 | 418 | 4.03
Medical image {coronair, 256 x 256)
percentage (%) required [ 100 | 99 95 90 85 80
of errors < 0.5 “observed || 100 | 99.01 | 95.32 | 89.80 | 84.56 | 79.36
GHC (bpp) 376 | 3.13 | 2.82 | 261 | 243 | 231

Table 2: Un exemple d'application : codage presque sans pertes. On représente les débits binaires globaux obtenus
par un Codage d’Huffmann Global (GHC) appliqué dans les différentes sous-bandes (aprés 5 itérations du filtre
de Daubechies de taille 12 [2}). Le seuil étant fixé & 0.5, on fait varier Iintervalle de confiance. Pour p = 100%,

c'est le critére déterministe qui est utilisé,

4.4 Résultats

Un exemple d’application de cette approche statis-
tique est donnée dans la table 2. Les résultats
sont obtenus dans le contexte d'une “compres-
sion presque sans pertes” donc pour un seuil
d’erreur maximale tolérée s = 0.5. La premiere
colonne présente les résultats obtenus dans le cadre
de 'approche déterministe ol aucune erreur ne
dépasse 0.5, le signal original est alors entiérement
reconstruit sans erreurs par requantification sur
8 bpp, ceci avec une réduction importante du
débit. Les autres colonnes montrent la variation
du débit en permettant, de maniére controlée, de
plus en plus d’erreurs au dessus du seuil fixé. Les
résultats sont obtenus par application directe du
facteur d'échelle a, calculé par la méthode déerite
ci-dessus, aux pas de quantification obtenus par la
méthode décrite au paragraphe 3.5. On constate
que les intervalles de confiance effectifs sont trés
peu différents de ceux imposés au départ.

5 Conclusion

L’association d'une transformation au critére de
la norme L dans la compression d’images per-
met d'avoir une approche simple, efficace et flexi-
ble de codage sans pertes. Elle constitue un moyen
de controle local des distorsions. Ceci permet,
pour certaines applications, de tenir compte de la
précision de mesure en maintenant lerreur de re-
construction a lintérieur de lintervalle de confi-
ance. Le critére de I'intervalle de confiance permet
d'introduire, en outre, la notion de masquage spa-
tial qui consiste & contrdler 'erreur selon les zones
d’intérét dans I'image.
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