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Premiere partie

Processus au second ordre,
représentation spectrale et prédiction



Chapitre 1

Processus aléatoires et stationnarité

1.1 Quelques exemples

Le paragraphe définit le formalisme probabiliste permettant de décrire les processus aléatoires.
Les quelques exemples qui suivent illustrent la diversité des situations dans lesquelles la modélisation
stochastique (ou aléatoire) des séries temporelles joue un réle important.

Exemple 1.1.1 (Battements cardiaques). La ﬁgure représente l’évolution, sur une durée totale de
900 secondes, du rythme cardiaque d’un sujet au repos. Ce rythme est mesuré en nombre de battements
par minute toutes les 0.5 secondes.
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FIGURE 1.1 — Battements cardiaques : évolution du nombre de battements par
minute en fonction du temps mesuré en seconde.

Exemple 1.1.2 (Trafic internet). La ﬁgure représente les temps d’inter-arrivées de paquets TCP,
mesurés en secondes, sur la passerelle du laboratoire Lawrence Livermore. La trace représentée a été
obtenue en enregistrant 2 heures de trafic. Pendant cette durée, environ 1.8 millions de paquets TCP,
UDP, etc. ont été enregistrés, en utilisant la procédure tcpdump sur une station Sun. D’autres séries
de ce type peuvent étre obtenues sur The Internet Traffic Archive, http ://ita.ee.lbl.gov/.
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FIGURE 1.2 — Trace de trafic Internet : temps d’inter-arrivées de paquets TCP.

Exemple 1.1.3 (Parole). La figure représente un segment de signal vocal échantillonné (la
fréquence d’échantillonnage est de 8000 Hz). Ce segment de signal correspond a la réalisation du
phonéme ch (comme dans chat) qui est un son dit fricatif, c¢’est-a -dire produit par les turbulences du
flot d’air au voisinage d’une constriction (ou resserrement) du conduit vocal.

FIGURE 1.3 — Signal de parole échantillonné a 8000 Hz : son non voisé ch.

Exemple 1.1.4 (Indice financier). La ﬁgure représente les cours d’ouverture journaliers de l'indice
Standard and Poor 500, du 2 Janvier 1990 au 25 Aout 2000. lindice SEIP500 est calculé ¢ partir de
500 actions choisies parmi les valeurs cotées au New York Stock Exchange (NYSE) et au NASDAQ en
fonction de leur capitalisation, leur liquidité, leur représentativité dans différents secteurs d’activité.



Cet indice est obtenu en pondérant le priz des actions par le nombre total d’actions, le poids de chaque
valeur dans l'indice composite étant proportionnel a la capitalisation.
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FIGURE 1.4 — Cours quotidien d’ouverture de l'indice SEP500 : entre Janvier
1990 et Aodt 2000.

1.2 Définition et construction de la loi d’un processus aléatoire

1.2.1 Processus aléatoire

Définition 1.2.1 (Processus aléatoire). Soient (Q, F,P) un espace de probabilité, T un ensemble
d’indices et (E,E) un espace mesurable. On appelle processus aléatoire une famille {X;,t € T'} de v.a.
a waleurs dans (E,E) indexées part € T.

Le parametre t représente ici le temps. Lorsque T' C Z, nous dirons que le processus est a temps
discret et, lorsque T' C R, que le processus est a temps continu. Dans la suite de ce cours, nous nous
intéresserons sauf exception aux processus a temps discret 7' C Z. Quant a (FE, £), nous considérerons
le plus souvent (R, B(R)) (ot B(R) est la tribu borélienne de R) ou (R%, B(R?)). Dans le premier cas,
on dira que le processus aléatoire est scalaire. Dans le second, nous dirons que le processus est vectoriel.

Notons qu’en fait un processus est une application X : Q@ x T' — E, (w,t) — Xy (w) telle que :

— & chaque instant ¢ € T, Papplication w — X;(w) € (E, ) est une variable aléatoire,

— pour chaque épreuve w € 2, 'application ¢ — X;(w) est une fonction de 7' — FE qui s’appelle

la trajectoire associée a 1’épreuve w.

1.2.2 Répartitions finies

Etant donnés 2 espaces mesurables (E1, &) et (Ea, &), on définit 'espace mesurable produit (E; X
Es, &1 ® &) ou x désigne le produit cartésien usuel des ensembles et ® 1'opération correspondante sur
les tribus : &1 ® & désigne la tribu engendrée par {A; x Ay, A1 € & : Ay € &}, ce que l'on écrira

51@5220{141 X Ag: Ay € &1, Ay 652}.



Comme la classe d’ensembles {A; X Ag : A1 € &, Ag € E2} est stable par intersection, une probabilité
sur £ ® & est caractérisée par sa restriction a cette classe (voir le cours de probabilité).

On définit de méme un espace mesurable produit (Fy X -+ X E,, & ® --- ® &,) a partir d'un
nombre fini n d’espaces mesurables (Fy, &), t € T. Si T n’est pas de cardinal fini, cette définition
se généralise en considérant la tribu engendrée par les cylindres sur le produit cartésien [[,., B¢ qui
contient I'ensemble des familles (z¢)ier telles que x; € Ey pour tout ¢ € T'. Examinons le cas qui nous
servira par la suite o (Ey, &) = (E, &) pour tout t € T. On note alors ET = [],. E I'ensemble des
trajectoires (z¢)er telles que z; € E pour tout ¢, que 'on munit de la tribu engendrée par les cylindres

5®T:0{HAtxET\I:IeI,VtGI,AtEF} ,

tel

ou 'on note Z ’ensemble des parties finies de T'.

Soit X = {Xy,t € T} un processus défini sur (Q, F,P) a valeurs dans (E,€) I € Z. On note P
la loi du vecteur aléatoire {X;,t € I}, c’est-a -dire la mesure image de P par ce vecteur : Py est la
probabilité sur (B!, £%7) définie par

P; (HAt> =P(X; € A, tel), (1.1)

tel

ou Ay, t € T sont des éléments quelconques de la tribu £. La probabilité P; est une probabilité fini-
dimensionnelle ou répartition finie du processus X.

Définition 1.2.2. On appelle famille des répartitions finies I’ensemble des répartitions finies (Pr, I €
7).

La spécification de la mesure P; permet de calculer la probabilité d’événements de la forme
P(Nier{X: € Ai}) ou (A, t € I) sont des éléments de la tribu £, ou de maniére équivalente, de calculer
espérance E [[],c; fi(X¢)] ot (f¢,¢ € I) sont des fonctions boréliennes positives. Il est important de
noter que, la donnée des répartitions finies ne permet pas directement d’évaluer la probabilité d’un
événement faisant intervenir un nombre infini d’indices de temps; par exemple, pour un processus
a temps discret indexé par T' = Z, les répartitions finies ne permettent pas d’évaluer directement la
probabilité d'un événement de la forme {sup,cr X¢ > a}. Soit J C I deux parties finies ordonnées.
Soit II7 y la projection canonique de ET sur EY définie par

T; j[x] = (2)ies pour tout == (x¢)er € BT . (1.2)

La projection canonique préserve uniquement les coordonnées du vecteur appartenant au sous ensemble
d’indices J. Par la définition , on observe que P; est la mesure image de 17 ; définie sur ’espace
de probabilité (B!, %1 Py) :

Pfonibsz. (1.3)

Cette relation formalise le résultat intuitif que la distribution fini-dimensionnelle d’un sous-ensemble
J C I se déduit de la distribution fini-dimensionnelle P; en “intégrant” par rapport aux variables
X, sur 'ensemble des t appartenant au complémentaire de J dans I. Cette propriété montre que la
famille des répartitions finies d’un processus est fortement structurée. En particulier, les répartitions



finies doivent, au moins, vérifier les conditions de compatibilité ([1.3])). Nous allons voir dans la suite
que cette condition est en fait aussi suffisante.
Soit II; la projection canonique de ET sur E,

I (z) = (24)ie; pour tout z = (2;)er € ET . (1.4)
Si I = {s} avec s € T, on notera simplement
Ms(z) =y (z) = x5 pour tout = = (z4)er € ET . (1.5)

Théoréme 1.2.3 (théoreme de Kolmogorov). On pose (E,E) = (R, B(R?)) pour d > 1. Soit {v;, I €
T} une famille de probabilités indexées par ’ensemble des parties finies ordonnées de T telle, que pour
tout I € T, vy est une probabilité sur (BT, E%T). Supposons de plus que la famille {vr,I € T} vérifie
les conditions de compatibilité , pour tout I,J € I, tel que I C J, vyo Hl_,(ll = vy. 1l existe une

probabilité unique P sur l’espace mesurable (ET,E%T) telle que, pour tout I € T, vy =P o H;l.

Démonstration. Comme la classe des cylindres est stable par intersection et engendre la tribu £7, il est
clair que la relation vy = IP’OHI_1 implique I'unicité de P. On admet existence (voir [Kallenberg, 2002,
Theorem 6.16] pour une preuve complete) sous 'hypothese ou (F,E) un espace mesurable borélien
c’est-a -dire pour lequel il existe une bijection mesurable d’inverse mesurable de E dans un borélien
inclus dans [0,1] (en particulier (R?, B(R?)) convient pour tout d > 1). O

Définition 1.2.4 (Processus canonique). Soit (E,E) un espace mesurable et (ET,ET) l'espace me-
surable des trajectoires correspondants. La famille canonique sur (ET,ET) est la famille des fonc-
tions mesurables {&,t € T} définies sur (ET,ET) a wvaleurs dans (E,&) par &(w) = w; pour tout
w = (wt)tet S ET.

Soit X = {Xy,t € T} un processus défini sur (Q, F,P) a wvaleurs dans (E,£). La mesure image
Px est l'unique probabilité définie sur (E,E) par Px o HI_1 =P; pour tout I € L, i.e.

Py <HAt X ET\I> =P (X; € Ay, t € )

tel

pour tout (A¢)ier € EY. Quand on munit (ET,ET) de la mesure image Px, on appelle la famille
canonique {&;, t € T} définies sur (ET,ET,Px) le processus canonique associé¢ ¢ X.

L’existence et I'unicité de Px est donnée par le théoreme On l'appellera aussi plus simplement
la loi du processus X. Cette loi est donc entiérement déterminée par la donnée des répartitions finies.

Exemple 1.2.5 (Suite de v.a. indépendantes). Soit (vn,n € N) une suite de probabilités sur (E,E).

Pour I € Z, on pose
v = ®I/n , (1.6)
nel

ot ® désigne le produit tensoriel sur les probabilités (loi du vecteur a composantes indépendantes et
de lois marginales données par les vy, € I). 1l est clair que l'on définit ainsi une famille (vr,I € T)
compatible, c’est-a -dire, vérifiant la condition donnée par l’équation . Donc, si Q= EN, X, (w) =
wy, et F = o0(Xp,n € N), il existe une unique probabilité P sur (Q, F) telle que (X,,n € N) soit une
suite de v.a. indépendantes de loi vy,.



1.2.3 Stationnarité stricte d’un processus a temps discret

La notion de stationnarité joue un réle central dans la théorie des processus aléatoires. On distingue
ci-dessous deux versions de cette propriété, la stationnarité stricte qui fait référence aux répartitions
finies & l’invariance des répartitions finies par translation de l'origine des temps, et une notion plus
faible, la stationnarité au second ordre, qui porte sur 'invariance par translation des moments d’ordre
un et deux (lorsque ceux-ci existent).

Définition 1.2.6 (Opérateurs de décalage et de retard). On pose T = Z ou T = N. On note S et
I’on appelle opérateur de décalage (Shift) l’application ET — ET définie par

S(z) = (x441)ter  pour tout x = (x4t)ter € ET .
Pour tout 7 € T, on définit ST par
ST(z) = (X441 )ter pour tout == (x4)ter € ET.

Définition 1.2.7 (Stationnarité stricte). On pose T' = Z ouT = N. Un processus aléatoire { X;,t € T'}
est stationnaire au sens strict si X et S o X ont méme loi, i.e. Pgox = Px.

Par définition de la loi image on a Pgox = Px si et seulement si
Psox oI} ! =Px oII;!

pour toute partie finie I € Z. Or PSOXoﬂj_l =Pyxo(Il;oS) ‘et ;oS =1l; 1,0t [+1 = {t+1,t € I}.
On en conclut que {Xy,t € T'} est stationnaire au sens strict si et seulement si, pour toute partie finie
el

]P)[ - P]+1 .

On remarque aussi que la stationnaire au sens strict implique que X et S™ o X ont méme loi pour tout
7 €T et donc aussi Py =Py, oul+7={t+7,t€l}.

Exemple 1.2.8 (Processus i.i.d et transformations). Soit {Z(t)} une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d). {Z(t)} est un processus stationnaire au sens strict,
car, pour toute partie finie ordonnée I = {t1,<to < --- < tn} nous avons :

P(Z(t1) € A1, -+, Z(ty) € Ap) = ﬁP(Z(O) € 4j)
j=1

Soient k un entier et g une fonction borélienne de R* dans R. Il est facile de vérifier que le processus
aléatoire { X} défini par

est encore un processus aléatoire stationnaire au sens strict. Par contre, ce processus obtenu par
transformation n’est plus i.i.d dans la mesure ou, des que k > 1, Xy, Xyq1,.-., Xeag—1 bien qu’ils
aient la méme distribution marginale sont, en général, dépendants car fonctions de variables aléatoires
communes. Un tel processus est dit k-dépendant dans la mesure ou, par contre, T > k implique que X;
et Xiyr sont indépendants (ils dépendent de deuzx groupes indépendants de k variables aléatoires).



1.2.4 Processus gaussiens

Définition 1.2.9 (Variable aléatoire gaussienne réelle). On dit que X est une variable aléatoire réelle
gaussienne si sa loi de probabilité a pour fonction caractéristique :

ox(u)=E [ei”X] = exp(ipu — o?u?/2)
oup€R et oeRT.

On en déduit que E[X] = u et que var(X) = 02. Si 0 # 0, la loi posséde une densité de probabilité

qui a pour expression :
1 x — )2
px(z) = exp <_(M>)

oV 2w 202

Définition 1.2.10 (Vecteur gaussien réel). Un vecteur aléatoire réel de dimensionn (X1,...,X,) est
un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de X1, ..., X, est une variable aléatoire gaussienne
réelle.

Notons p le vecteur moyenne de (X1,...,X,) et I' la matrice de covariance. Par définition d’un
vecteur aléatoire gaussien, pour tout u € R", la variable aléatoire Y = >}, upX) = ul' X |I| est
une variable aléatoire réelle gaussienne. Par conséquent, sa loi est compleétement déterminée par sa
moyenne et sa variance qui ont pour expressions respectives :

n n
E[Y] = ZukE (Xl =ulp et var(Y) = Z ujupcov(Xj, Xp,) = u' Tu
k=1 k=1
On en déduit 'expression, en fonction de p et de I, de la fonction caractéristique de la loi de probabilité
d’un vecteur gaussien X (1),...,X(n) :

ox(u) =E [exp(iuTX)} = E[exp(iY)] = exp (iuTu — ;uTFu) (1.7)

De plus si I' est de rang plein n, alors la loi de probabilité de X possede une densité dont ’expression
est :

px(a) = ! Ly - m)

exp
(27)7/2,/det(T) ( 2
Dans le cas ou I' est de rang » < n, c’est & dire ou I' possede n — r valeurs propres nulles, X se
trouve, avec probabilité 1, dans un sous espace de dimension r de R™, dans la mesure ot il existe r —n
combinaisons linéaires indépendantes a; telles que cov(al X) = 0.

Définition 1.2.11 (Processus gaussien réel). On dit qu’un processus réel X = {Xy,t € T} est gaussien
st, pour toute suite finie d’instants {t1 < ta < --- <tn}, (Xt,, Xt,, -+, Xy,) est un vecteur gaussien.

1. Dans cet ouvrage, les vecteurs sont par convention identifiés sous forme matricielle & des vecteurs colonnes et
l'exposant © indique I'opérateur de transposition des matrices.
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D’apres , la famille des répartitions finies est donc caractérisée par la donnée de la fonction
moyenne 4 : t € T — u(t) € R et de la fonction de covariance v : (t,s) € (T' x T) — ~(t,s) € R.
Réciproquement, donnons nous une fonction p : ¢ € T — m(t) € R et une fonction de covariance
v (t,s) € (T xT) — «(t,s) € R de type positif, c’est-a -dire telle que, pour tout n, toute suite
(uy,- -+ ,up) et toute suite (t1,--- ,t,) on ait :

n n
DD wjury(ty,te) > 0 (1.8)
j=1 k=1
On peut alors définir, pour I = {t; < --- < t,}, une probabilité gaussienne vy sur R" par :

vi ¥ N (11, T)) (1.9)

ou pur = (u(t),- -+, u(tn)) et T'y est la matrice positive d’éléments vyr(m, k) = Y(tm, tx), ou 1 < m, k <
n. La famille (v7,I € Z), ainsi définie, vérifie les conditions de compatibilité et 'on a ainsi établi,
d’apres le théoreme le résultat suivant :

Théoréme 1.2.12. Soit r — p(t) une fonction et (s,t) — (s, t) une fonction de type positif (vérifiant
[’équation @) Il existe un espace de probability (Q, F,P) et un processus aléatoire {X;,t € T}
gaussien défini sur cet espace vérifiant

pt) =E[Xi] et (s,t) =E[(Xs — p(s)(Xe — pu(t))]

11



Chapitre 2

Rappels sur la transformée de Fourier

Dans toute la suite, I désigne l'intervalle I = [—m, 7] et B(I) la tribu de Borel de I construite sur
les ouverts de 1.

Proposition 2.0.1 (Transformée de Fourier discrete d’une suite sommable). Soit R(n) une suite
complezes de module sommable. Alors :

. 1 .
R(n) = / M NN ou f(N) = R(n)e ™
I 27'(' e oo
Une application directe du théoreme de Fubini donne :
1 oo ) 00 1 .
n nA - —ikA _ - i(n—k)\ _
/ FO)dX = / 2 R(k)e A\ = k;@ R(k) /Ie d\ = R(n)

Proposition 2.0.2 (Coefficients de Fourier d’une mesure finie). Soit v une mesure non-négative,
définie sur {I,B(I)}, finie (i.e. telle que [;v(d\) < +o0) et soit k € Z. On appelle k-iéme coefficient
de Fourier de v :

o(k) = /1 ey (dN)

1. L’application v — U est injective.
2. La suite {v(k)} est de type non-négatif.

3. Soit {vn}n>0 et v des mesures finies. La suite de mesures {vn} converge étroitement vers la
mesure v (quand n tend vers l'infini), si et seulement si, pour tout k € Z, vy, (k) converge vers
v(k) (quand n tend vers linfini).

1. Cp(I) désigne I'ensemble des fonctions complexes, continues et bornées, définies sur I = [—, 7],
muni de la topologie associée & la norme uniforme | f|lcc = sup/\e[ 7] ] f ( )|. Précisons que
'égalité vy = 1o doit étre comprise dans le sens out [; f(A\)vi(dA) = [; f(A)r2(d)) pour toute
fonction f € Cy(I). Le point 1 est alors une conséquence directe du fait que les combinaisons
linéaires d’exponentielles complexes, de la forme ™, sont denses dans Cy(I). L’application qui,
a tout f € Cp(I) fait correspondre le nombre complexe ¢, (f) = [ f(A\)r(d\) € C est une

12



forme linéaire continue sur Cy(I), qui associe aux exponentielles complexes de la forme e les
coefficients de Fourier ¢, (e"*) = ©(n). Par conséquent, si pour deux mesures v et v, les formes
linéaires associées, ¢, et ¢, coincident pour les exponentielles complexes (i.e. 7(n) = (n)), alors
elles coincident pour toute fonction de Cy(I). Ce qui démontre le point 1.

. Soit (21,22, -+ , zn) des nombres complexes. On a :
d d N
Z zrzav(r — 8) / Z 225 T (dN) = / ereﬂr’\ v(dA) >0
r,s=1 r,s=1 I r=1

. Par définition, la suite de mesure v, converge étroitement vers v si pour toute fonction f € Cy(1),
lim,, ¢,,, (f) = ¢, (f). En particulier, si on prend f = e~** (qui est continue et bornée), nous
avons ¢, (e**) = 7,(k) — »(k). Réciproquement, soit {,} une suite de mesures finies sur I
telles que, pour tout k € Z, lim,, v,(k) = v(k). Cette propriété implique en particulier que la
suite 7, (0) = vy, (I) est convergente, et est donc bornée, sup,,~q7,(0) < co. Remarquons aussi
que |7 (k)| < vn(0). Pour f € L2(1,d)) (ot dX désigne la mesure de Lebesgue), définissons :

= / f(t)e *tqt
I

Considérons la classe F de fonctions f vérifiant ), | f(k)| < co. La classe F est dense dans
Cp(I). Notons que, pour toute fonction f € F, nous avons :

=5 > fe ™

kEZ

Par conséquent, en appliquant le théoreme de Fubini, on a :
o 1 YT
) = [ TN = 5= [ 3 fe @0, = 5= 3 Fwjeah
I T kez

Comme supy, sup,, |7 (k)| < oo, le théoreme de convergence dominée et le théoréme de Fubini
impliquent que :

limey, (/) = 5= 32 F(6) tim_ oK) = o= 3 f()o(k) = eulf)
keZ keZ

keZ

Soit maintenant f une fonction continue. Pour tout € > 0, il existe fe € F tel que || f — fe|loo < €
et nous avons :

wn(f) = v(NI < lvn(fe) = v(f)l + v(fe) = v(f)]
< ’Vn(fe) - V(f€)| + ”f - fe”oo(|ﬁn(0)’ + |ﬁ(0)|)

et donc puisque f. € F la limite du premier terme est 0 et on a :
limsup |1, () — v(f)] < 2€5(0)|
n

Comme € est arbitraire, nous avons donc lim,, v,,(f) = v(f), ce qui conclut la preuve.
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Chapitre 3

Processus stationnaires au second ordre

3.1 Processus du second ordre

On a vu dans ’exemple que l'espace L?(Q) des v.a. aléatoires de variance finie est un espace
de Hilbert. Pour profiter des propriétés de ces espaces il est donc naturel de travailler sur des processus
faisant intervenir des v.a. de cet espace.

Définition 3.1.1 (Processus du second ordre). Le processus X = {X;,t € T} & wvaleurs dans C? est
dit du second ordre, si E [|| X||?] < co, ou ||z est la norme hermitienne de x € C%.

Notons que la moyenne p(t) = E[X,] est un vecteur de dimension d dépendant de ¢ et que la
fonction d’autocovariance définie en utilisant 'exposant © pour indiquer I'opération de transposition
et conjugaison par

D(s,t) = cov(Xy, X) = E [(X, — pu(s))(Xs — u(0)]

est une matrice de dimension d x d dépendant a la fois de s et de .

Proposition 3.1.2. Pour un processus du second ordre on a :
1. T'(s,s) > 0, l’égalité ayant lieu si et seulement si X4 est presque sirement égale & sa moyenne.

2. Symétrie hermitienne

[(s,t) = I(t,s)" (3.1)
3. Type positif
Pour tout n, pour toute suite d’instants (t1 < to < --- < t,) et pour toute suite de vecteurs
complezes (a1, - ,a,) de dimension d, on a :
> A
ap I'(tg, tm)am >0 (3.2)
1<km<n

Démonstration. Formons la combinaison linéaire Y = S 7_. af X, . Y est une variable aléatoire com-
k=1 A Aty
plexe. Sa variance, qui est positive, s’écrit

var(Y)=E[[Y —E[Y][])] >0
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On note X{ = X; — E[X;] le processus centré. En développant var(Y’) en fonction de X , il vient :
n n
var(V) =E Y MXE Y XTI = >0 MT (e tm)Am
k=1 m=1 1<k,m<n
ce qui établit (3.2]). O

Dans le cas scalaire (d = 1), on note en général «(s,t) la covariance, en réservant la notation
I'(s,T) au cas des processus vectoriels (d > 1).

3.2 Covariance d’un processus stationnaire au second ordre

On définit la stationnarité au second ordre en ne retenant que les propriétés du second ordre
(moyenne et covariance) d'un processus stationnaire au sens stricte indexé par Z. Cela donne la
définition suivante.

Définition 3.2.1 (Stationnarité au second ordre). Soit p € C? et I' : Z — C¥9. Un processus
{X;,t € Z} a wvaleurs dans C? est dit stationnaire au second ordre (ou faiblement stationnaire) de
moyenne u et de fonction d’auto-covariance I' si :

— X est un processus du second ordre, i.e. E [|| X¢[|*] < +oo,

— pour tout t € Z, E[X] = p,

— pour tout couple (s,t) € Z x Z, cov(Xs, X¢) =T(t — s).

On remarque qu'un processus {X;,t € Z} & valeurs dans C? est stationnaire au second ordre
de moyenne 1 et de fonction d’auto-covariance I' si et seulement si pour tout A € C%, le processus
{MX;,t € Z} &4 valeurs dans C est stationnaire au second ordre de moyenne A7y et de fonction
d’auto-covariance NTT'\. L’étude des processus stationnaires au second ordre peut donc se restreindre
au cas d = 1 sans grande perte de généralité.

3.2.1 Propriétés

Proposition 3.2.2. La fonction d’autocovariance v : Z — C d’un processus stationnaire au second
ordre a waleurs complexes vérifie les propriétés suivantes qui sont une conséquence directe de la

proposition [3.1.2

1. Symétrie hermitienne : Pour tout h € Z,

Y(=h) =~%(h)
2. caractére positif : Pour tout entier n > 1 et tout vecteur (ay,--- ,ay) de valeurs complezxes,
n n
> aiy(k—j)a; =0
k=1 j=1
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Ces propriétés découlent immédiatement des propriétés de la fonction d’autocovariance d’un pro-
cessus. La matrice de covariance de n valeurs consécutives Xi,..., X, du processus est donc hermi-
tienne positive. Elle possede de plus une structure particuliere, dite de Toeplitz, caractérisée par le fait
que (I'y)i; = v(i — j). On obtient une matrice de la forme

Tw = E (X1 — px) - (X — )] 71X = )" - (X — )]

7(0) 1) - y(n—1)
| :(1) 0) - y(n=2) (3.3)
(=1 v (n-2) - ~(0)

Définition 3.2.3 (Fonction d’autocorrélation). Pour un processus stationnaire, on appelle fonction
d’autocorrélation p(h) = ~v(h)/v(0). Il s’agit d’une quantité normalisée dans le sens ot p(1) =1 et
o) < 1.

En effet, I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir le théoréeme [A.1.6)) appliquée & ~(k) implique
()| = [E [(Xesn — nx)(Xe = px)*]| < VE[ Xern — pxPIE[[Xe — px[?] = 7(0)

la derniere inégalité découlant de I'hypothese de stationnarité. Attention, certaines références (livres et
publications), en général anciennes, utilisent (incorrectement) le terme de “fonction d’autocorrélation”
pour y(h). Dans la suite de ce document, le terme autocorrélation est réservée a la quantité normalisée

p(h).
Exemple 3.2.4 (Processus retourné temporel). Soit X; un processus aléatoire stationnaire au second
ordre a wvaleurs réelles de moyenne px et de fonction d’autocovariance yx(h). On note X{ = X_4 le
processus retourné temporel. Alors X] est un processus stationnaire au second ordre de méme moyenne
et de méme fonction d’autocovariance que le processus X;. En effet on a :

E[X{]=E[X 4] =px

cov(Xiyp, X{) = cov(Xy—p, X—¢) = vx(=h) = vx(h)

Définition 3.2.5 (Bruit blanc). On appelle bruit blanc un processus aléatoire stationnaire au second

ordre & wvaleurs réelles, centré, de fonction d’autocovariance, ¥(s,t) = y(t — s) = 028s. On le notera
(X} ~ BB(0,0?).

Définition 3.2.6 (Bruit blanc fort). On appelle bruit blanc fort une suite de variables aléatoires
{X:}, centrées, indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de variance E [X?] = 0 < 00. On
le notera {X;} ~ IID(0, 0'2).

Par définition si {X;} ~ IID(0,0?), E[X,;] = 0, E [X?] = 02 et pour tout h # 0, E[X; 1, X;] =
E [ Xiyn] E[Xy] = 0. {X:} est donc également stationnaire au second ordre, de fonction d’autocova-
riance (s, t) = 020(t — s). La structure de bruit blanc fort est clairement plus contraignante que celle
de simple bruit blanc. En général, il est tout a fait inutile de faire un telle hypothése lorsque 1'on
s’intéresse a des processus stationnaires au second ordre. Il arrivera cependant dans la suite que nous
adoptions cette hypothese plus forte afin de simplifier les développements mathématiques. Notons que
dans le cas d’un processus gaussienne, ces deux notions sont confondues puisque la loi gaussienne est
completement caractérisée par les moments du premier et du second ordre (un bruit blanc gaussien
est donc également un bruit blanc fort).
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Exemple 3.2.7 (Processus MA(1)). Soit {X;} le processus stationnaire au second ordre défini par :
Xy =24+ 074 (3.4)
ot {Z} ~ BB(0,0?) et § € R. On vérifie aisément que E[X;] =0 et que :
o2(1+60%) t=s

Y(t,s) =< o020 [t—s|=1
0 [t —s| >1

Le processus X; est donc bien stationnaire au second ordre. Un tel processus est appelé processus
a moyenne ajusté d’ordre 1. Cette propriété se généralise, sans difficulté, 4 un processus MA(q).
Nous reviendrons plus en détail, paragraphe[{.2, sur la définition et les propriétés de ces processus.

Exemple 3.2.8 (Processus harmonique). Soient {Ap}i<px<ny N variables aléatoires vérifiant
cov(Ag, A)) = 020(k — 1) et {®r}1<k<n, N variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.i.d), de loi uniforme sur [—m, |, et indépendantes de {Ay}1<kp<n. On définit :

N
Xy = Z Ay COS()\kt + (I)k) (35)
k=1

ot {\x} € [—m, 7] sont N pulsations. Le processus X est appelé processus harmonique. On vérifie
aisément que E[X;] = 0 et que sa fonction d’autocovariance est donnée par :

N
1
y(h) = E[XynXi] = 3 ; op cos(Agh)

Le processus harmonique est donc stationnaire au second ordre.

Exemple 3.2.9 (Marche aléatoire). Soit Sy le processus défini surt € N par Sy = Xo+ X1+ + Xy,
ot Xy est un bruit blanc. Un tel processus est appelé une marche aléatoire. On en déduit que E [S;] = 0,
que y(t,t) = E [th] =to? et que, pour h >0, on a :

Yt +ht) =E[(St + Xeg1 + - + Xeyn)Si] = to”
Le processus {Sy} n'est donc pas stationnaire au second ordre.

Exemple 3.2.10. Nous allons montrer que la suite définie, pour h € Z, par :

1 h=0,
x(h)=4q p [h[=1
0 |hl>2

est la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire au second ordre si et seulement si |p| <
1/2. Nous avons déja montré exemple que la fonction d’autocovariance d’un processus MA(1)
est donnée par :
o?(1+6%) pour h=0
v(h) =< o%0 pour |h| =1
0 pour |h| >1
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La suite (x(h)) est donc la fonction d’autocovariance d’un processus MA(1) si et seulement si 0?(1 +
6%) =1 et 020 = p. Lorsque |p| < 1/2, ce systéme d’équations admet comme solution :

=020 A£/1-4p2) et o*=(146%""

Lorsque |p| > 1/2, ce systéme d’équations n’admet pas de solution réelles et la suite (x(h)) n’est donc
pas la fonction d’autocovariance d’un processus MA(1). On vérifie facilement que (x(h)) ne vérifie
pas dans ce cas la condition de positivité (en prenant ay = (—1)F pour p > 1/2 et a, = 1 dans le cas
opposé). Pour |p| > 1/2, (x(h)) n’est donc pas une séquence d’autocovariance.

3.2.2 Interprétation de la fonction d’autocovariance

Dans les exemples précédents, nous avons été amené a évaluer la fonction d’autocovariance de
processus pour quelques exemples simples de séries temporelles. Dans la plupart des problemes d’intérét
pratique, nous ne partons pas de modeles de série temporelle définis a priori, mais d’observations,
{z1, -+ ,x,} associées & une réalisation du processus. Afin de comprendre la structure de dépendance
entre les différentes observations, nous serons amenés a estimer la loi du processus, ou du moins des
caractéristiques de ces lois. Pour un processus stationnaire au second ordre, nous pourrons, a titre
d’exemple, estimer sa moyenne par la moyenne empirique :

n
fln = nt § Tk
k=1

et les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation par les fonctions d’autocorrélation et d’autoco-
variance empiriques

n—|h|

F(h) =n"" Y @k = fin) (T pp — fin) et p(h) =4(R)/4(0)
k=1

Lorsqu’il est a priori raisonnable de penser que la série considérée est stationnaire au second ordre, la
moyenne empirique, la fonction d’autocovariance empirique et la fonction d’autocorrélation empirique
sont de “bons” estimateurs, dans un sens que nous préciserons chapitre [l L’analyse de la fonction
d’autocovariance empirique est un élément permettant de guider le choix d’un modele approprié pour
les observations. Par exemple, le fait que la fonction d’autocovariance empirique soit proche de zéro
pour tout A # 0 (proximité qu’il faudra définir dans un sens statistique précis) indique par exemple
qu’un bruit blanc est un modele adéquat pour les données. La figure [3.1] représente les 100 premieres
valeurs de la fonction d’autocorrélation empirique de la série des battements cardiaques représentés
figure [I.1] On observe que cette série est positivement corrélée c’est-a -dire que les fonctions coeffi-
cients d’autocorrélation sont positifs et significativement non nuls. Nous avons, a titre de comparaison,
représenté aussi la fonction d’autocorrélation empirique d’une trajectoire de méme longueur d’un bruit
blanc gaussien. Une forte corrélation peut étre interprétée comme I'indice d’'une dépendance linéaire.
Ainsi la figure montre que le fait que p(1) = 0.966 pour la série des battements cardiaques se
traduit par une tres forte prédictabilité de X1 en fonction de X; (les couples de points succes-
sifs s’alignent quasiment sur une droite). Nous montrerons au chapitre |5, que dans un tel contexte,
E[(Xti1 —p) — p(1)( Xy — p)] = (1 — p?)cov(Xy), c’est & dire, compte tenu de la valeur estimée pour
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FIGURE 3.1 — Courbe de gauche : fonction d’autocorrélation empirique de la
série des battements cardiaques (figure . Courbe de droite : fonction d’au-
tocorrélation empirique d’une trajectoire de méme longueur d’un bruit blanc
gaussien.
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FIGURE 3.2 — X1 en fonction de Xy pour la série des battements cardiaques
de la figure . Les tirets figurent la meilleure droite de régression linéaire de
Xt+1 sur Xt'
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FIGURE 3.3 — Log-Retour de la série SEP 500 (figure .

p(1), que la variance de “I’erreur de prédiction” X1 — [p + p(1)(X: — p)] est 15 fois plus faible que
celle du signal original. L’indice S&P500 tracé (fig. présente un cas de figure plus difficile, d’une
part parce que la série de départ ne saurait étre tenue pour stationnaire et qu’il nous faudra considérer
la série des évolutions journalieres; d’autre part, parce que selon le choix de la transformation des
données considérées, la série transformée présente ou non des effets de corrélation. On définit tout
d’abord les log-retours de 'indice S&P500 comme les différences des logarithmes de l'indice & deux
dates successives :
St — 5t1>

St—1
La série des log-retours de la série S&P 500 est représentée figure[3.3] Les coefficients d’autocorrélation

X, = log(51)  log(Si 1) = log (1 n

1.2 . ; ; :

1t l
0.8} ]
0.6} _
0.4 l
0.2 ]
O [i ™ NV AAANAAN AN AN A=A

_02 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.4 — Fonction d’autocorrélation empirique de la série des log-retours
de Uindice SEP 500.

empiriques de la série des log-retours sont représentés figure On remarque qu’ils sont approximati-
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vement nuls pour h # 0 ce qui suggere de modéliser la série des log-retours par un bruit blanc (une suite
de variables décorrélées). Il est intéressant d’étudier aussi la série des log-retours absolus, A(t) = | Xy/|.

0.8} _

0.6 1

0.4H 1

0.2 i

0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.5 — Fonction d’autocorrélation empirique de la série des valeurs
absolues des log-retours de lindice SEP 500.

On peut, de la méme fagon, déterminer la suite des coefficients d’autocorrélation empirique de cette
série, qui est représentée dans la figure On voit, qu’a l’inverse de la série des log-retours, la
série des valeurs absolues des log-retours est positivement corrélée, les valeurs d’autocorrélation étant
significativement non nuls pour |h| < 100. On en déduit, en particulier, que la suite des log-retours
peut étre modélisée comme un bruit blanc, mais pas un bruit blanc fort : en effet, pour un bruit blanc
fort X, nous avons, pour toute fonction f telle que E [f(X¢)?] = 0]% < 00, cov(f(Xetn), f(Xe)) =0
pour h # 0 (les variables f(X;yp) et f(X;) étant indépendantes, elles sont a fortiori non corrélées).
Nous reviendrons dans la suite du cours sur des modeles possibles pour de telles séries.

3.3 Mesure spectrale d’un processus stationnaire au second ordre
a temps discret

Dans toute la suite, T désigne le tore (—m, 7] et B(T) la tribu de borélienne associée. Le théoreme
d’Herglotz ci dessous établit I’équivalence entre la fonction d’autocovariance et une mesure finie définie
sur (T, B(T)). Cette mesure, appelée mesure spectrale du processus, joue un role analogue a celui de
la transformation de Fourier pour les fonctions. En particulier elle confere une expression simple aux
formules de filtrage linéaire.

Théoréme 3.3.1 (Herglotz). Une suite {y(h)}nez est de type positif si et seulement si il existe une
mesure positive sur (T, B(T)) telle que :

() = /T ey (d)) (3.6)

Si la suite (v(h)) est de carré sommable (i.e. 3, ., 7*(h) < 00), la mesure v posséde une densité f
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(fonction positive) par rapport a la mesure de Lebesgue sur (T,B(T)) et s’écrit donc
1) = [ ")
T

ou f est donnée par la série de Fourier (convergente dans L*(T, )\Leb)

1 —i
=5n Z'y(k)e kA

kEZ

Remarque 3.3.2. Lorsque 7y est la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire au second
ordre, on sait d’aprés la proposition[3.2.9 que {~(h) }nez est de type positif. Les hypothéses du théoréme
de Herglotz sont donc vérifiées et dans ce cas la mesure v est appelée la mesure spectrale du processus
et la fonction f, lorsque qu’elle existe (i.e. lorsque ) ., |v(h)| < 00), est appelée la densité spectrale
de puissance du processus.

Démonstration. Si-y(n) a la représentation ({3.6]), montrons que v(n) est de type positif. En effet, pour
tout n et toute suite {ar € Chi<p<n,

Zakam7 (k—m) /Zaka elfAgmimA v(d\) /
T

Réciproquement, supposons que 7y(n) soit une suite de type positif et considérons la suite de fonctions
indexée par n :

d\) > 0.

—1 1m 1 “ k —i
2777122 v(k —m) kA gimA — =g Z <1—’n‘>7(kz)e kA

k=1m=1 k=—(n—1)

v étant de type positif, f,(A) > 0, pour tout A\ € T. Notons pu,, la mesure (positive) de densité f,, par
rapport & la mesure de Lebesgue sur T. On a alors

/EeihA#n(d)\):/Eeihkfno\)d)\:217T 2(:1 (1_|k|> y(k )/T i(h=k)A g\
:{ (1_%)7(11), bl <n, 3o

0, sinon .

D’apres le théoreme de Prohorov, il existe une mesure positive p et une sous-suite p,, de i, telle que

/Teih)\ﬂnk (d\) — /Teih)‘,u,(d)\), lorsque k — oo .

En remplagant n par nj dans (3.7) et en faisant tendre k vers 'infini, on a

(b = [ (.

1. voir Théoreme
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Supposons maintenant que Y, |y(h)| < co. Calculons [ e"* f(A)d\. Notons que

/T M F(AN)dX = % /T >y (k)e AN = % > (k) /T AN = (h) (38)

kEZ keZ

ol on a pu intervertir la somme et I'intégrale d’apres le théoreme de Fubini puisque ), |y(h)| < co. O

Proposition 3.3.3 (Corollaire du théoreme d'Herglotz). Une suite {y(h),h € Z} a valeurs complezes
absolument sommable est de type positif si et seulement si la fonction définie par

FO) = 5= e

heZ

est positive pour tout A € T.

Démonstration. Supposons tout d’abord que = est absolument sommable et montrons que si f(\)
définie dans la proposition est positive sur T alors {(h)} est de type positif. D’apres (3.8]), v(h) =
Jp e f(A)dA. Comme f(A) > 0, f(A)dA définit bien une mesure positive sur T et donc d’apres le
théoreme de Herglotz, {y(h)} est de type positif.

Supposons & présent que {7y(h)} est de type positif et absolument sommable et montrons que f(\)
définie dans la proposition est positive sur T. On a

1 —ir is
ngn(/\):% Z e Ay (r — 5)el*A

1<r,s<n

— 1 |m| —imA 1 —imA __
T or Z (1 n) € v(m) — Gy Z y(m)e = f(A), lorsque n — oo ,

|m|<n

d’apres le théoreme de convergence dominée que l'on peut appliquer puisque ), |y(h)| < co. Ainsi
f(A) > 0 comme limite de fonctions positives. O

Exemple 3.3.4. En reprenant l'exemple (3.2.10, on vérifie immédiatement que (x(h)) est de module
sommable et que :

FO) = 5o S xhe ™ = (1 4+ 2pcos(3)

27
h
et donc que la séquence est une fonction d’autocovariance uniquement lorsque |p| < 1/2.

Exemple 3.3.5 (Densité spectrale de puissance du bruit blanc). La fonction d’autocovariance d’un
bruit blanc est donnée par v(h) = o25(h), d’ou lexpression de la densité spectrale correspondante

0,2

" 2r

fN)
La densité spectrale d’un bruit blanc est donc constante. Cette propriété est a l’origine de la termino-

logie “bruit blanc” qui provient de [’analogie avec le spectre de la lumiére blanche constant dans toute
la bande de fréquences visibles.
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Exemple 3.3.6 (Densité spectrale de puissance du processus MA(1)). Le processus MA (1) introduit
dans ’exemple posséde une séquence d’autocovariance donnée par v(0) = o2(1 + 62), (1) =
v(=1) = 026 et v(h) = 0 sinon (cf. exemple . D’ot l’eaﬁpression de sa densité spectrale :

2

) = %(29COS(A) (1+62) = ‘1+9eﬂA
T
La densité spectrale d’un tel processus est représentée ﬁgure pour @ = —0.9 et 02 = 1 avec une

échelle logarithmique (dB).

_10.

_15.

_20 L

_25 L

-30

-7 0 +TT

FIGURE 3.6 — Densité spectrale (en dB) d’un processus MA-1, défini par
l’équation pour c =1 et 6 = —0.9.

Exemple 3.3.7 (Mesure spectrale du processus harmonique). La fonction d’autocovariance du pro-
cessus harmonique X; = Yo, Ay cos(\gt 4+ ®y) (voir ezemple est donnée par :

N
1 2
=3 Z o, cos(Agh) (3.9)
=1
ot ak = [AQ] Cette suite de coefficients d’autocovariance n’est pas sommable et la mesure spectrale

n’admet pas de densité. En notant cependant que :
L™ ima
cos(Agh) = 3 e (0x, (dX) + -, (dN))

0l 0z, (dX) désigne la mesure de Dirac au point xo (cette mesure associe la valeur 1 a tout borélien de
[—7, ] contenant xq et la valeur O sinon), la mesure spectrale du processus harmonique peut s’écrire :

v(dA ZJ,%&,\k (dX) + Zaké A (dN)

Elle apparait donc comme une somme de mesures de Dirac, dont les masses a,% sont localisées aux
pulsations des différentes composantes harmoniques.
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Contrairement aux autres exemples étudiés, le processus harmonique posséde une fonction d’auto-
covariance, donnée par non absolument sommable ((h) ne tend pas méme vers 0 pour les grandes
valeurs de h). Par suite, il admet une mesure spectrale mais pas une densité spectrale. La propriété
suivante, & démontrer a titre d’exercice, implique que le processus harmonique est en fait entierement
prédictible a partir de quelques-unes de ses valeurs passées.

Proposition 3.3.8. 5’il existe un rang n pour lequel la matrice de covariance I';, définie en est
non inversible, le processus correspondant Xy est prédictible dans le sens ou il existe une combinaison
lin€aire ay,...a; avecl < n —1 telle que Xy = 22:1 apXi_k, Uégalité ayant lieu presque stirement.

L’expression de la fonction d’autocovariance, obtenue en pour le processus harmonique,
montre que les matrices de covariances associées s’écrivent comme la somme de 2N matrices com-
plexes de rang 1. Par conséquent, les matrices I';, ne sont pas inversibles des que n > 2N, ce qui
implique que le processus harmonique est prédictible des lors que 'on en a observé 2N valeurs. Ce
résultat est sans surprise compte tenu du fait que les trajectoires de ce processus sont des sommes de
sinusoides de fréquences A1,..., Ay dont seules les amplitudes et les phases sont aléatoires. La pro-
priété suivante donne une condition suffisante simple pour éviter ce type de comportements “extrémes”.
Cette propriété implique en particulier que, pour une fonction d’autocovariance absolument sommable
(tous les exemples vus ci-dessus en dehors du processus harmoniques), les valeurs futures du processus
correspondant ne sont pas prédictibles sans erreur a partir d’'un ensemble fini de valeurs passées du
processus. Nous reviendrons en détail sur ces problemes de prédiction au chapitre

Proposition 3.3.9. Soit v(h) la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire au second
ordre. On suppose que v(0) > 0 et que y(h) — 0 quand h — oo. Alors, quel que soit n, la matrice de
covariance définie en est de rang plein et donc inversible .

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite de valeurs complexes (a1, ..., a,) non toutes nulles,
telle que Y,y > " agal,v(k —m) = 0. En notant vx la mesure spectrale de Xy, on peut écrire :

0= i i aka;"n/ei(k_m) vx (dX) / Zake x(dA)
k=1m=1 T T k=1

Ce qui implique que ‘2221 akei’“\‘Q = 0 vx presque partout, c’est & dire que vx({\: ‘Ezzl szei]“>‘|2 +
0) =vx(T—2) =000 Z = {A1,..., A\ : > py apen = 0} désigne I'ensemble fini (M < n)
des racines z € T du polynoéme trigonométrique » ,_, axe*. Par conséquent, les seuls éléments
de B(T), qui peuvent étre de mesure non nulle pour vx, sont les singletons {\,,}. Ce qui implique
que vy = E%:l amdy,, (ol an > 0 ne peuvent étre tous nuls si v(0) # 0). Mais, dans ce cas,

v(h) = 2%21 ame™m | ce qui contredit I'hypothese que y(h) tend vers 0 quand n tend vers 'infini. [

3.4 Représentation harmonique des processus

3.4.1 Champ aléatoire non corrélé et intégrale stochastique

Définition 3.4.1 (Champ aléatoire non corrélé). Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Un champ
aléatoire non-corrélé Z sur (T,B(T)) est une application Z : A+ Za de B(T) dans L*(Q2, A, P) telle
que
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1. Pour tout A € B(T), E[Z4] = 0.

2. Pour tout A, B € B(T) tels que AN B =0, les variables Z4 et Zp sont décorrélées et Zaup =
ZA+ 2B

3. Pour toute suite (Ap)n>0 € B(T) décroissante telle que (g An =0, lim, oo E [Zfln] =0.

Lemme 3.4.2. Soit Z un champ aléatoire non corrélé. Pour A € B(T), posons n(A) = E [Z3]. Alors
n est une mesure finie sur (T,B(T)). De plus, pour tout A, B € B(T), Cov(Za,Zp) =n(AN B).

Démonstration. Pour montrer que 7 est une mesure, il suffit d’établir que 7 est additive et que, pour
toute suite (Ap)n>0 décroissante d’éléments de B(T) telle que (o~ yAn = 0, lim, 0o n(An) = 0.
L’additivité découle de le propriété [2] et la continuité de

Notons que : A= (A\B)U(ANB)et B=(B\A)U(ANB) et que A\ B, B\ Aet AN B sont
des ensembles disjoints. En vertu de (2} les variables Zy = Z\p+ Zanp, ZB = Zp\a+ ZanB et Za\B,
Zp\a €t Zanp sont décorrélées. Par conséquent,

Cov (Za,Zp) = Var (Zanp) =n(ANB).
O

La mesure 7 est appelée la base du champ aléatoire Z. Remarquons que le Lemme précédent admet
la réciproque suivante.

Lemme 3.4.3. Soit Z : A~ Z4 de B(T) a valeurs dans L*(Q2, A, P) telle que, pour tout A € B(T),
E[Z4] = 0. Supposons qu’il existe une mesure n sur (T,B(T)) telle que, pour tout A,B € B(T),
Cov (Za,Zg) =n(ANB). Alors Z est un champ aléatoire décorrélé.

Démonstration. Soit A, B € B(T) telle que AN B = (). Nous avons :
Var (Zaug = Za = Zp) = (AU B) +n(A) +n(B) — 2n(A) = 2n(B) + 2n(AN B) = 0,

en utilisant n(AUB) = n(A)+n(B) et n(ANB) = 0. Nous avons donc Za,p = Za+ Zp et la propriété
d’additivité est satisfaite.

Soit (Ay)n>0 une suite décroissantes d’éléments de B(T) telle que ()2, An = 0. Comme 7 est une
mesure, nous avons lim,_,~ 7 (Ay) = 0 et donc lim,,_,o, Var (Z4, ) = 0. La propriété de continuité est
aussi satisfaite. O

Exemple 3.4.4 (Champ aléatoire atomique). Soit (Yy;)r>0 une suite de variables aléatoires décorrélées
de L*(Q, A,IP). Posons pour k > 0, o2 = Var (Y;) et supposons que Y peq 0 < 00. Soit (Ag)k>0 une
suite d’éléments distincts de T. Considérons lapplication Z de (T,B(T)) dans L*(Q, A,P) définie par

Z:Avm Za=Y Yila() = Y Yidy, (4),
k=0 k=0

ot 0, est la mesure de Dirac. Nous avons

o0

Cov(Za, Zp) = > opla(Me)1p(Ak) = n(ANB),
k=0
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ot -
= Z 0-135/\k (A)
k=0

Le lemme montre que Z est un champ aléatoire décorrélé de mesure de base 1.

3.4.2 Intégrale stochastique par rapport a un champ

Théoréme 3.4.5. Soit Z un champ aléatoire décorrélé sur (T,B(T)) de base n. Alors il existe une
unique isométrie f v+ Zy de L*(T,B(T),n) & valeurs dans L*(, A,P) telle que Zy, = Za pour tout
A e B(T).

Pour tout f € L*(T,B(T),n) on a E[Zf] = 0 et limage de L*(T,B(T),n) par Z est égale au
sous-espace H? fermé de L*(Q, A,P) engendré par la famille {Z4, A € B(T)}.

Démonstration. On pose H = L*(T,B(T),n) et T = L?(Q, A,P). Pour A, B € B(T), nous avons

(La, 1)y = / Ialpdn =(Za, ZB)1

Comme les fonctions étagées sont denses dans L?(T, B(T),n), Vect (14,4 € B(T)) = L*(T,B(T),n),
le résultat découle du Théoreme [A.3.16 O

Nous noterons, pour f € L?(T, B(T),n),

7; / fdz = / FNdZ(A (3.10)

Comme, par construction, f — Zy est une isométrie et que les isométries entre espaces de Hilbert sont
automatiquement linéaires, nous avons pour tout (f,g) € L*(T, B(T),n), et tout (u,v) € C x C,

/T(Uervg)dZ:u/deJrv/ngZ.

[(f2) () -

On remarque aussi que, comme pour toute variable aléatoire Y € Vect (Z4, A € B(T)), E[Y] = 0, nous
avons E UT de] = 0.

Le théoréme suivant montre en fait que toutes les isométries de L?(T,B(T),u) a valeurs dans
L?(2, A, P) peuvent se représenter sous la forme d’une intégrale stochastique par rapport & un champ
spectral non corrélé de mesure de base p.

et

Théoréme 3.4.6. Soit J une isométrie de L*(T,B(T), 1) a valeurs dans L?(2, A, P) telle que pour
tout f € L*(T,B(T), ), E[J(f)] = 0. Alors, il existe un champ spectral non corrélé centré Z de base
w tel que, pour tout f € L*(T,B(T), ), J(f) = Jp fdZ. De plus, J détermine Z de fagon unique.
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Démonstration. Pour A € B(T), définissons Z4 = J(14). Comme J est une isométrie, pour tout
A, B e B(T),

Cov(Za,2ZB) = (J(1a), J(1B)) 120, ap) = (La: 1B) 2(7 1) ) = HIAN B).

et par le lemme [3.4.3 Z est un champ aléatoire non corrélé sur (T,B(T)) de mesure de base p.
Puisque Z est une isométrie et Z4 = J(14) pour tout A € B(T), alors on a J(f) = | fdZ pour tout
f € L2(T, B(T), ). O
3.4.3 Champ spectral associé a un processus et représentation spectrale

Nous allons maintenant relier les champs aléatoires décorrélés sur (T, B(T)) et les processus sta-
tionnaires au second ordre.

Proposition 3.4.7. Soit Z un champ aléatoire décorrélé sur (T,B(T)) de base p, ot j1 est une mesure
finie sur (T,B(T)). Alors, la transformée de Fourier du champ X, = [pe”™dZ(\), n € N est un
processus stationnaire au second ordre, centré, de mesure spectrale (.

Démonstration. Posons f,(\) = e™ ™ pour n € N. Nous avons f,, € L*(T, B(T), 1). Comme Z : f,,
Zy, est une isométrie, nous avons pour tout (n,m) € N2,

Cov (Xn; Xm) =E [XnXm] = <an, me>L2(Q,A,IP’)
= <fm7fn>L2(T,B('JI‘),M) - /Te—i(n—m)k'u(d)\)_

O

Nous allons maintenant montrer que tout processus stationnaire {Xj}r>o est la transformée de
Fourier d’un champ spectral décorrélé.

Théoréme 3.4.8. Soit { X} }r>0 un processus stationnaire au second-ordre centré de mesure spectrale
w. Alors il existe un unique champ aléatoire décorrélé Z sur (T,B(T)) de base u tel que, pour tout
neN, X, = fT e M AZ(N).

On appellera Z le champ spectral de X.

): 7m)\
T, B(T), p).-

Démonstration. Posons H = L*(T,B(T),u), T = L*(Q,AP) et pour n € Z, fn()\
Considérons les suites {f,,,n € Z} et {X,,,n € Z}. Remarquons que Vect (f,,n € Z) = L*(
Par définition de la mesure spectrale, pour tout (n,m) € Z2,

<f”7fm>L2('JI‘,B(T),u) _ /Tein)\ —imA (d)\) Cov (Xn;Xm> = <Xn7Xm>L2(Q,.A,IP’) .

D’apres le théoreme |A.3.16| il existe une unique isométrie S de Vect (f,,n € Z) = L*(T,B(T), ) &
valeurs dans Vect (X,,,n € Z) = HX, 'enveloppe linéaire du processus { X }r>0. Nous notons, pour
A € B(T), considérons le champ aléatoire Z4 = S14 € HX. Comme {X k }k>0 €st un processus centré,
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toute variable aléatoire Y € HX vérifie E[Y] = 0. Donc, pour tout A € B(T), E[Z4] = 0. D’autre
part, pour A, B € B(T),

(AN B) = (14, 1B) 201 51y 1) = (Z4: ZB) 20,4 P) »

ce qui montre, en utilisant le Lemme que Z est un champ aléatoire décorrélé. Le théoreme [3.4.5
montre que Z : f + [ fdZ défini une isométrie de L*(T,B(T), i) & valeurs dans HX. Mais comme,
pour tout A € B(T), nous avons, [ 14dZ = S14, nous avons [ fdZ = Sf pour tout f € L*(T,B(T), u)
et par conséquent,

X, =2, = / e "M Z(N).
T
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Chapitre 4

Filtrage des processus stationnaires au
second ordre

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une classe tres importante de processus du second ordre,
les processus autorégressifs & moyenne ajustée ou processus ARMA. Afin de pouvoir étudier leurs
propriétés, nous allons tout d’abord établir les propriétés des processus obtenus par un filtrage linéaire
de processus stationnaires.

4.1 Filtrages linéaires de processus

On appellera dans la suite I’ opérateur de filtrage linéaire ’opérateur qui & un processus (X;) associe
le processus (Y;) défini par

Yi=> rXik, (4.1)

keZ

ou {1} est une suite de réels. Lorsqu’il n’y a qu’un nombre fini de v, non nuls, la somme est
bien définie. On parle dans ce cas la de filtre a réponse impusionnelle finie. La question devient plus
délicate lorsque ’on considere des filtres a réponse impulsionnelle infinie c’est a dire lorsque le nombre
de v, non nuls est infini. En effet, Y; défini par est, la limite, dans un sens a préciser, d’'une suite
de variables aléatoires. Le théoreme donne un sens précis a cette limite.

Théoréme 4.1.1. Soit {¢}rez une suite absolument sommable, i.e. Y oo |thx| < 0o et soit {X;}
un processus aléatoire tel que sup;ez E[|Xy|] < 0o. Alors, pour tout t € Z, la suite :

n
Yn,t = Z Q;Z)thfs

S=—nn

converge presque surement, quand n tend vers l'infini, vers une limite Y; que nous notons

o0

Y;f = Z wth—s-
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De plus, la variable aléatoire Yy est intégrable, i.e. E[|Y:|] < oo et la suite {Y;, +}n>0 converge vers Yy
en norme ||.||1, i.e.

lim E[|Y,:— Y]] =0.

n—oo

Supposons que sup;cz E [Xf] < 0o alors E [Yf] < oo et la suite {Y;,1}n>0 converge en moyenne
quadratique vers la variable aléatoire Yy, i.e.

lim E [|Y,: — Y;’] = 0.
n—o0
Démonstration. Voir le paragraphe en fin de chapitre. O

Le résultat suivant établi que le processus (Y;) obtenu par filtrage linéaire d’un processus station-
naire du second ordre (X;) via l’équation (4.1)) est lui-méme stationnaire au second ordre, a condition
que la réponse impulsionnelle {1/} } soit de module sommable i.e. Y, [1)x] < 0.

Théoréme 4.1.2 (Filtrage des processus stationnaires au second ordre). Soit {¢;} une suite telle
que Y po k] < oo et soit {X;} un processus stationnaire au second ordre de moyenne pux = E [X;]
et de fonction d’autocovariance yx(h) = cov(Xyi1p, Xt) alors le processus Yy = > o0 s Xy s est
stationnaire au second ordre de moyenne :

py =px > Vi, (4.2)
k=—00
de fonction d’autocovariance :
wh) =Y > Yix(ht+k—j), (4.3)

j=—00 k=—00

et de mesure spectrale :

vy (dA) = [(e™ ™) Prx(dA) (4.4)
ot p(e™) = Yy ep re ™.
Démonstration. Voir le paragraphe a la fin de ce chapitre. O

La relation qui donne la mesure spectrale du processus filtré en fonction de la fonction de
transfert du filtre et de la mesure spectrale du processus de départ est particulierement simple.
Elle montre par exemple que la mise en série de deux filtres a(B), 5(B) de réponses impulsionnelles
absolument sommables conduit & une mesure spectrale |a(e™)|?|8(e™)|2vx (d)) pour le processus
filtré, ce qui montre au passage que ’ordre d’application des filtres est indifférent.

Nous définissons a présent une classe tres importante de processus obtenus par filtrage : les processus
lin€aires qui sont obtenus en filtrant un bruit blanc.

Définition 4.1.3 (Processus linéaire). Nous dirons que {X;} est un processus linéaire s’il existe un
bruit blanc Zy ~ BB(0,02) et une suite de coefficients {1y }rez absolument sommable telle que :

Xe=p+ Z VYeli—k (4.5)

k=—o00

ou p désigne une valeur arbitraire.
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D’apres le théoréme un processus linéaire est stationnaire au second ordre de moyenne pu, de
fonction d’autocovariance :

vx (h) = o? Z Yitin

j=—o0
et dont la mesure spectrale admet une densité donnée par :

2

fx(N) = -l ™). (4.6)

olt h(e™™) = > ke PreFA,

4.2 Processus ARMA

Avant de passer au cas général des processus ARMA, nous nous intéressons a deux classes de
processus ARMA particuliers : les processus a moyenne ajustée (MA) et les processus autorégressifs
(AR).

4.2.1 Processus MA(q)

Définition 4.2.1 (Processus MA(q)). On dit que le processus {X;} est a moyenne ajustée d’ordre q
(ou MA(q)) si {X:} est donné par :

Xe=Zi+NZi 4+ + Hth_q (4.7)
ot Zy ~ BB(0,0?%) et les 6; sont réels.

La terminologie "moyenne ajustée” est la traduction, assez malheureuse, du nom anglo-saxon
“moving average” (moyenne mobile). Observons que X; = ZZ:O 01.Z;_}., avec la convention 6y = 1.
En utilisant les résultats du théoreme on obtient E [X;] =0, et

0?0 04by iy, SLO< B < g,
'YX(h) :{ tho +|h| . (4.8)
0, sinon .

Enfin, d’apres la formule (4.6)), le processus admet une densité spectrale dont I’expression est :

Un exemple de densité spectrale pour le processus MA(1) est représenté ﬁgure De maniere générale,
la densité spectrale d’un processus MA(q) possede des anti-résonnances au voisinage des pulsations
correspondant aux arguments des racines du polynome 6(z) = ZZZI 05, 2F.
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4.2.2 Processus AR(p)

Définition 4.2.2 (Processus AR(p)). On dit que le processus {X;} est un processus autorégressif
d’ordre p (ou AR(p)) si {Xi} est un processus stationnaire au second ordre et s’il est solution de
l’équation de récurrence :

Xi=01 Xi a1+ +0pXop+ 724, (4.9)
ot Z; ~ BB(0,0?) est un bruit blanc.

Le terme “autorégressif” provient de la forme de I’équation dans laquelle la valeur courante
du processus s’exprime sous la forme d’une régression des p valeurs précédentes du processus plus un
bruit additif.

L’existence et 'unicité d’une solution stationnaire au second ordre de I’équation constituent
des questions délicates (qui ne se posaient pas lorsque nous avions défini les modeles MA). Nous
détaillons ci-dessous la réponse a cette question dans le cas le cas p = 1.

Cas : |p1| <1
L’équation de récurrence s’écrit :
Xt = ;1 Xe1 + Zy (4.10)

Puisque |¢1] < 1, la fraction rationnelle 1(2) = (1 — ¢12) "' a un développement en série entiere de la
forme :

B 1 _+oo -
w(z)_l—%z_kz_oélz

qui converge sur le disque {z € C : |z| < |¢1/7!}. Considérons alors le filtre linéaire de réponse
impulsionnelle ¥, = (b’f pour k > 0 et ¢ = 0 sinon. Comme (1;) est absolument sommable, le

processus
o] [o.¢]

Vi=> Ziw=Y 7
k=0 k=0

est bien défini et est stationnaire au second ordre d’apres le théoréme Par construction Y; est
solution de (4.10) ce que l'on peut également vérifier directement en notant que :

+oo
Xe=2Zi+¢1 Zﬁblfzt—l—k =2+ 1 X1 -
k=0
L’unicité de la solution est garantie par I’hypothese de stationnarité au second ordre. Supposons en
effet que {X;} et {Y;} soient deux processus stationnaires au second-ordre et que ces deux processus
soient solutions de I’équation de récurrence ([4.10). On a alors par différence (X;—Y;) = ¢1(Xy—1—Y;-1),
relation qui itérée k fois implique

(X —Yy) = o§(Xy—p — Yis) -

Par suite, en utilisant I'inégalité triangulaire et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,

E[|X; = Yyl] = [61[*E [| Xi—r — Yirl]

=

< |6 *E [ Xeil] + E[Yitl)) < loaF(E [X3] 2 +E[¥3]2) .
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ou k est un entier quelconque. Comme ¢ est en module plus petit que 1, on en déduit que
E[|X: —Yi|]] = 0 et donc que X; = Y; presque strement. La fonction d’autocovariance de X; so-

0 100 200 300 400 500

100 100 200 300 400 500
oM Mgt
-10 s . . .
0 100 200 300 400 500

FIGURE 4.1 — Trajectoires de longueur 500 d’un processus AR(1)) gaussien.
Courbe du haut : ¢p1 = —0.7. Courbe du milieu : ¢1 = 0.5. Courbe du bas :
¢1=0.9

lution stationnaire de (4.10|) est donnée par la formule (4.3) qui s’écrit ;

00 |h|
() = 0?3 o = 2 O (4.11)
k=0 —

Lorsque ¢1 > 0, le processus X; est positivement corrélé, dans le sens ol tous ses coefficients d’au-
tocovariance sont positifs. Les exemples de trajectoires représentées sur la figure montrent que
des valeurs de ¢ proches de 1 correspondent & des trajectoires “persistantes” (dont, par exemple,
les temps successifs de passage par zéro sont relativement espacés). Inversement, des valeurs de ¢y
négatives conduisent a des trajectoires ou une valeur positive a tendance a étre suivie par une valeur
négative. La densité spectrale de (X;) est donnée par

00
Z d)llce—llw\
k=0

La figure donne la forme de cette densité spectrale pour ¢; = 0.7.

2
o? 1

2
fx(\) = ;7

Cas |[¢1] > 1

Nous allons montrer que le processus retourné temporellement vérifie une équation récurrente qui
nous ramene au cas précédent. Pour cela posons X/ = X_;. En portant X; dans I’équation , on
obtient

Xi=X =0 X4+ Z =01 X{ 1+ 24,

qui peut encore s’écrire :
X{ =0 X[+ W, (4.13)
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FIGURE 4.2 — Densité spectrale d’un processus AR(1), défini par pour
o=1 et ¢ =0.7.

olt Wy = —¢; ' Z_4_1 est un bruit blanc de variance U%V = 02 /¢?. L’équation 1) est maintenant du
)

type que puisque \gb1_1| < 1. Par conséquent il existe un unique processus stationnaire solution
de I’équation (4.13)) donné par

X{ =D 61" Wi (4.14)
k=0

Comme {X/} est stationnaire au second ordre, le processus
o0 oo
Xy = X = YO W = =3 07 (4.15
k=0 k=1

Pest également (cf. exemple avec la méme moyenne et la méme fonction d’autocovariance. Les
expressions de la fonction d’autocovariance et de la densité spectrale du processus sont donc données
respectivement par et a condition de substituer ¢; par 1/¢;. Un point remarquable
a propos de ’expression de la solution stationnaire donnée par est que celle ci est entierement
anti-causale, dans le sens ou elle ne dépend que des valeurs futures du bruit Z;. Cette remarque montre
qu’il ne faut pas se laisser tromper par I'apparence de la relation de récurrence : la solution
stationnaire ne s’exprime par forcément comme un filtrage causal du bruit Z;, dans le sens ou elle ne
dépend que des valeurs passées du bruit Z;. Nous définirons la notion de causalité dans le paragraphe

423

Cas |p1| =1
Supposons qu’il existe une solution stationnaire dans ce cas alors, par stationnarité de X,
k—1

E|(Xi=Y #125)°| = 6" E[X] ;] = 0" E[X7] = E[X7] .
=0
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Or, le terme de gauche est aussi égal a

2
k—1 k—1
EX+E (D 12| | —2B|X) ¢12Z
Jj=0 j=0

Ainsi, B [(S42) 61205)] = 2B X, S2520 61215]- De plus, B (32 61205)?] = £ o' =
ko?. D’ou, en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,
24 1/2

k—1
ko’ < 2E [X7]PE | [ S ¢lz < 295 (0)/? k2%,
j=0

ce qui est impossible pour k£ grand. Donc, dans ce cas, il n’existe pas de solution stationnaire.

Une remarque intéressante est que dans le cas ou ¢; = 1, le processus Z; = X; — X;_1 est par
hypothese stationnaire. On peut donc utiliser le modele X; — X;_1 = Z; pour un processus {X;,t € Z}
non-stationnaire dont les incréments sont supposés stationnaires. C’est implicitement la stratégie que
nous avons adoptée pour analyser la série de I'indice S&P500 représentée figure[I.4) au paragraphe [3.2.2]
(en utilisant en plus une transformation logarithmique des données).

4.2.3 Cas général

Le théoreme [4.2.3] donne une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution station-
naire a l’équation récurrente (4.16]) définissant un processus ARMA(p, q).

Théoréme 4.2.3 (Existence des processus ARMA(p, q)). Soit I’équation récurrente :
Xe =1 Xp 1 — = 0p Xy p=Zi + 01 Zt 1+ + 0,24, (4.16)

ot Zy ~ BB(0,0%). On pose ¢p(z) =1 — 12 — -+ — ¢pzP et 0(z) = 1 + 012+ --- + 0,2P. On suppose
que ¢(2) et 0(z) n'ont pas de zéros communs. Alors ’équation admet une solution stationnaire
au second ordre si et seulement si le polynome ¢(z) # 0 pour |z| = 1. Cette solution est unique et a
POUT €TPTESSION :

(o.)
Xi= > Uik, (4.17)
k=—o00

ot Yy, est la suite des coefficients du développement en série de Laurent de 0(z)/¢(z) au voisinage du
cercle unité.

Démonstration. Comme ¢(z) # 0 pour |z| = 1, 1/¢(z) est développable en série de Laurent au
voisinage du cercle unité, suivant :

ISR - S

k=—o00
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ou la suite {{x} est de module sommable et vérifie {x = 1. D’apres le théoreme nous pouvons
donc appliquer le filtre de réponse impulsionnelle {;} aux deux membres de I’équation récurrente
¢(B)X; = 0(B)Z;. Nous obtenons (£(B)¢(B))X: = X = ¢(B)Z; on ¢p(B) = £(B)#(B). On en déduit
que ¥(z) = >, rpz* avec :

q
Y =& + Z 0;&k—;

Jj=1

ou {1} est absolument sommable. O

Dans le cas ou ¢(z) et #(z) ont des zéros communs, deux configurations sont possibles :
— Les zéros communs ne sont pas sur le cercle unité. Dans ce cas on se ramene au cas sans zéro
commun en annulant les facteurs communs.
— Certains des zéros communs se trouvent sur le cercle unité. L’équation admet une infinité
de solutions stationnaires au second ordre.
Du point de vue de la modélisation, la présence de zéros communs ne présente aucun intérét puisqu’elle
est sans influence sur la densité spectrale de puissance. Elle conduit de plus & une ambiguité sur I’ordre
réel des parties AR et MA.

ARMA (p, q) causal

Comme dans le cas d’'un processus AR(p), on peut distinguer trois cas, suivant que les zéros de
¢(z) sont & lextérieur, & l'intérieur ou de part et d’autre du cercle unité. Dans le cas ou les zéros
de ¢(z) sont & Dextérieur du cercle unité, la suite & est causale (§ = 0 pour k& < 0) et donc
Vi = & + 23‘21 0;&r—; est aussi causale. Par conséquent le processus X; s’exprime causalement en
fonction de Z;.

Théoréme 4.2.4 (ARMA(p, q) causal).
Xe— 1 Xo1— = 0p Xy p =2y + N Zs 1+ -+ 0,74 (4.18)

ot Zy ~ BB(0,0%). On pose ¢p(z) =1 — 12— -+ — ¢pzP et 0(z) = 1 + 012+ --- + 0,2P. On suppose
que ¢(2) et 0(z) n'ont pas de zéros communs. Alors ’équation admet une solution stationnaire
causale au second ordre si et seulement si le polynome ¢(z) # 0 pour |z| < 1. Cette solution est unique
et a pour expression :

Xy =Y VeZii (4.19)
k=0

ot Yy est la suite des coefficients du développement en série de Laurent de 0(z)/¢(z) dans le disque
{z:|z]| <1}

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la condition sur ¢(z) implique que 1/¢(z) possede un
développement causal au voisinage du cercle unité. £(B) correspond donc & une opération de filtrage
causal (voir preuve du théoreme pour les notations), ce qui implique qu’il en va de méme pour

§(B)o(B). a
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Calcul des covariances d’un processus ARMA (p, q) causal

Une premiere méthode consiste a utiliser 'expression (4.3) qui s’écrit, compte tenu du fait que
{Z;} est un bruit blanc,

y(h) = 0> brtip
k=0

ou la suite {1; } se détermine de facon récurrente a partir de I’égalité ¢)(2)0(z) = ¢(z) par identification
du terme en z*. Pour les premiers termes on trouve :

o =1
Y1 = 61 + Yod1
g = 02 + od2 + Y101

La seconde méthode utilise une formule de récurrence, vérifiée par la fonction d’autocovariance d’un
processus ARMA(p, q), qui s’obtient en multipliant les deux membres de (4.16)) par X; j et en en
prenant I’espérance. On obtient :

v(k) — pry(k — 1) — -+ — pyy(k — p) = o Z 050k pour 0 < k < max(p,g+1)  (4.20)
k<j<q

v(k) —p1y(k—=1)—--- —py(k—p) =0 pour k > max(p,q + 1) (4.21)

ou nous avons utilisé la causalité du processus pour écrire que E[Z;X; ] = 0 pour tout k > 1.

Le calcul de la suite {¢;} pour & = 1,...,p se fait comme précédemment. En reportant ces valeurs

dans (4.20)) pour 0 < k < p, on obtient (p+1) équations linéaires aux (p+1) inconnues (y(0),...,v(p))
que 'on peut résoudre. Pour déterminer les valeurs suivantes on utilise I’expression (4.21)).

Inversibilité d’un processus ARMA(p, q)

Théoréme 4.2.5 (ARMA(p, q) inversible). Soit X; un processus ARMA(p,q). On suppose que ¢(z)
et 6(z) n'ont pas de zéros communs. Alors il existe une suite {my} causale absolument sommable telle
que :

[oe)
Zy = Z e Xi—k (4.22)
k=0

st et seulement si 0(z) # 0 pour z < 1. On dit alors que le modéle ARMA(p,q) est inversible. La suite
T est la suite des coefficients du développement en série de ¢(z)/0(z) dans le disque {z : |z| < 1}.

La preuve de ce théoreme est tout a fait analogue a celle du théoreme Remarquons que la
notion d’inversibilité, comme celle de causalité, est bien relative au modele ARMA(p, ¢) lui-méme et
pas uniquement au processus X;. Un modele ARMA(p, q) est causal et inversible lorsque les racines
des polynomes ¢(z) et 6(z) sont toutes situées a l'extérieur du filtre unité. Dans ce cas, X; et Z; se
déduisent mutuellement I'un de ’autre par des opérations de filtrage causal, la réponse impulsionnelle
de chacun de ces filtres étant a phase minimale (c’est & dire inversible causalement).
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Densité spectrale d’un processus ARMA (p, q)

Théoréme 4.2.6 (Densité spectrale d’un processus ARMA(p, q)). Soit X; un processus ARMA(p, q)
(pas nécessairement causal ou inversible) défini par ¢(B)X; = 0(B)Z; ot Zy ~ BB(0,0?) et o 0(2) et
@(z) sont des polynomes de degré q et p n’ayant pas de zéros communs. Alors X; posséde une densité
spectrale qui a pour expression :

_ P LSt Y

\) =
F) 2|1 P, ¢ke—ikA|2

(4.23)

39



4.3 Preuves des théoréemes [4.1.1] et [4.1.2]

Preuve du théoréme[{.1.1. Notons pour tout t € Z et n € N, = > |Ys|| Xi—s. La suite
{|Y |5t }n>0 est une suite de variables aléatoires intégrables. Le théoréme de convergence dominé montre
que

n—00
ou ‘) ‘t Zs_foo ’wSH‘(t S’ COII]IDG

“+n

E(Y]d = 30 WlE X < supE (1] S sl

S=—n S=—00

on a donc

Z |1/13||th3|

S=—00

< 0.

Par conséquent, il existe un ensemble A € F, vérifiant PA = 1 tel que, pour tout w € A, nous ayons

S sl Xe-s(w)] < oo

S§=—00

Pour w € A, la série de terme générique s — 13 X;_s(w) est normalement sommable, ce qui implique
que, pour tout w € A, la suite n — Y, ¢(w) converge.

Notons, pour tout w € €, Yy(w) = limsupY), +(w). w +— Yi(w) est une variable aléatoire comme
limite supérieure de variables aléatoires et pour tout w € A, nous avons lim, o Yy (w) = Yi(w) et
donc la suite n — Y, ; converge P-p.s vers Y;.

Remarquons également que la suite n — Y}, ; est une suite de Cauchy dans L1, F,P). En effet,
pour tout p > g, nous avons :

E [[¥p — Yaul) < supE (|, S ) =0
s=q+1

Fixons € > 0 et choisissons n tel que

sup E[|Yy, — Vo] <€
D,g=n

Par application du lemme de Fatou nous avons alors, pour tout ¢ > n,

E {liminf Yy, — Yol | = E[IY — Yol < lminf E (¥, — Yel] < e

et donc limsup,_, ., E[|Y, ¢ — Yi|] < e. Comme € est arbitraire, nous avons donc limg o E[|Y;: — Y]] =
0. L’inégalité triangulaire
B[] S E[|Y: = Youl] + E[|Ynel]
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montre enfin que ¥; € £'(Q, F,P). Considérons maintenant le cas olt sup,cz E [X?] < co. Remarquons
tout d’abord que E [|X,|] < (E [X7] )1/2 et donc que cette condition implique que sup,ez E [|X;]] < oo.
La suite m +— Y, + est une suite de Cauchy dans L£2(Q, F,P). En effet, pour p > ¢, nous avons

2
p D
E [(}/Pt - )/;1715)2] =E Z s Xt s = Z ¢J¢kE [Xt—th—k]
s=q+1 Jrk=q+1
2
p P
< D |WllvelsupE [X7] =supE [X7] | Y [vy
G k=q+1 teZ teZ J—

Comme précédemment fixons € > 0 et choisissons n tel que :

p,g>n

Par application du lemme de Fatou, nous avons :

E |liminf(Y,; — Yy:)?| = E [(V; — Yg)?] < HminfE [(Y, — Yg0)?] < e

p—0o0 p—0o0

et donc : limsup,_, ., E [(Y; — Yg)?] < e. Comme € est arbitraire, limsup, . E [(Y; — Yy:)?] =0, en
d’autres termes, la suite {Y;;},>0 converge en moyenne quadratique vers Y;. Finalement, nous avons :

E V7] <2E[(Y: —You)?] +E[Y]) < o0
et Y} est donc une variable de carré intégrable. O

Preuve du théoréme[f.1.4 Comme E [Y22__ |t|E [|X;—s]]] < 00, le théoréme de Fubini implique

Z 1/13th] = Z ¢SE [ths]

S=—00 S§=—00

E

ce qui établit (4.2). Pour la fonction d’autocovariance, notons tout d’abord que, pour tout n, le
n . .
processus Yy, ; = > s——n Vs Xi_s est stationnaire au second ordre et que nous avons

n n

cov(Ynp, Vogen) = > D ditbpyx (b + k — j)

j=—mnk=—n
Remarquons ensuite que
cov(Ye, Yiyn) = cov(Yns + (Ve — Yar), Yaern + (Yien — Yautn))
= COV(Yn,ta Yn,t-i—h) + COV(YZ - Yn,tv Yn,t—i—h)

+ COV(Yn,tu Yt—l—h - Yn,t-i—h) + COV(Yt - Yn,ta }/t—i—h - Yn,t—l—h)
=A+B+C+D
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L’inégalité :

- 2
var(Yo: — Y;) = plg(f)lo var(Yot — Yp) < Z W5l | vx(0)
j=n+1

permet ensuite de déduire, quand n tend vers 'infini, les limites suivantes

‘B| S (Var(n - Yn,t))I/Q(Var(yn,t+h))1/2 —0
C| < (var(Yign — Yoern)/? (var(¥;,0)'/? — 0
D] < (var(Yen — Youen) /2 (var(V — Yo 0))'/? = 0

et donc cov(Ys, Yiip) = limy o0 cov(Yy i, Yy t4n), ce qui démontre I'expression || En reportant
dans cette expression vx(h) = [pe™vx(d\) ot vx désigne la mesure spectrale du processus {X;},

nous obtenons - -
W)= 33wy [ 0Py
T

Jj=—00k=—00
En remarquant ensuite que

2

Z Z /E|¢j|¢k|’/x(d)\)§'yx(0) Z ;]

j=—00 k=—o00 Jj=—00

nous pouvons appliquer le théoreme de Fubini et permuter les signes somme et intégrale dans ’ex-
pression de vy (h). Ce qui donne :

Yy () :/TeihA > > ijkeik’\e_mZ/Teih’\W(e_iA)FVX(d)\)

Jj=—00 k=—00

On en déduit que vy (d\) = [¢(e7)[2vx(d)). Pour déterminer ’expression de l'intercovariance entre
les processus entre les processus Y; et Xy, il suffit de noter |cov(Yiin, Xi)|? < 9 (0)yx(0) < +oo et
que :

n
E [(Yirn — py)(Xe = px)] = lim cov(Yoein, Xe) = lim D rcov(Xepn—rXe)
k=—n

= Y teyx(h—k)

k=—o00

Ce qui conclut la preuve. ]

1. Nous venons ici de démontrer directement la propriété de continuité de la covariance dans L? que nous verrons
comme une conséquence de la structure d’espace de Hilbert au chapitre
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Chapitre 5

Prédiction des processus stationnaires
au second ordre

5.1 Prédiction linéaire

5.1.1 Estimation linéaire en moyenne quadratique

Soient X et {Y7,---,Y,} des variables aléatoires réelles de L?(£2, F,P). On cherche & déterminer la
meilleure approximation de X par une combinaison linéaire des variables Yj. Nous supposons ici que
nous connaissons les quantités y = E [X], v = E [Y}] ainsi que les coefficients de covariance cov (X, Yy)
et cov(Yy, Yy), pour tout 1 < k,¢ < p. En pratique, nous verrons au chapitre [6] comment il est possible,
sous certaines hypotheses, de construire des estimateurs consistants et asymptotiquement normaux de
ces quantités a partir d’une suite d’observations.

On considere 'espace fermé de dimension finie ) = Vect (1,Y7,---,Y,) et on cherche I'élément
Y € Y qui minimise la norme de le risque quadratique [|[X — Y. 1 découle immédiatement du
théoreme de projection que le prédicteur linéaire optimal est la projection orthogonale proj ( X|)) de
X sur Y qui vérifie (X — proj (X|Y)) L Y. On en déduit que :

(5.1)

{<X—proj<xwy>,1>—o
(X —proj (X|Y),Yy) =0 pour ke {l,---,p} ’

Ce sont ces (p + 1) équations qui vont nous donner la solution cherchée. En effet la condition
proj (X|Y) € Y implique (comme Y est de dimension finie) que proj (X|Y) = ao+ Y 1_; ar(Yi — k).
Il suffit donc de calculer ag, ay, ..., a,. Partant de la premiére expression de ([5.1)), on obtient :

p
<X—a0—2ak(Yk—yk),1>:(X,1>—a0:0, (52)
k=1

qui donne ap = p. En posant ap = p dans la seconde expression de (5.1)), on a obtient alors k €
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{1,...,p} :
p
<X—M—Z%‘(Yj = vj), Yk —Vk>
j=1
p
= <X—M,Yk—Vk> —Zaj <l/j—l/j,Yk—Vk> :0, (53)
j=1

qui montrent que {ay,- - ,ap,} sont solution d'un systeme de p équations linéaires & p inconnues.

Ce systeme d’équations peut se mettre sous forme plus compacte en utilisant la matrice
I' = [cov(Yk,Yo)li<ke<p des coefficients de covariance de (Yi,---,Y,) et le vecteur v =
[cov(X, Y1), ,cov(X,Y,)]T des coefficients de covariance entre X et les composantes Y. Avec ces
notations, le vecteur o = [aq, -+ ,a,]T est solution de I'’équation :

Foa =~ (5.4)

Ce systeme linéaire admet une unique solution si la matrice I' est inversible. Notons enfin qu’en vertu
de l'identité de Pythagore, nous avons :

1X11% = || proj (X[ Y) [|* + [|X — proj (X[ V) ||
et donc la norme minimale de I'erreur de prédiction a pour expression :
1X = proj (X[ ) || = [IX|* — [ proj (X| V) |I*-

Nous allons & présent appliquer ce résultat a la prédiction d’un processus stationnaire au second-ordre
a partir de son passé immédiat en prenant X = X; et Y, = X;_j avec k = {1,...,p}.

5.1.2 Prédiction linéaire d’un processus stationnaire au second-ordre

Soit {X;,t € Z} un processus stationnaire au second-ordre, de moyenne E [X(] = p et de fonction
d’autocovariance y(h) = cov(Xp, Xo). On cherche & prédire la valeur du processus & la date t & partir
d’une combinaison linéaire des p derniers échantillons du passé {X;_1,---,X;—p}. Ce probleme est
bien entendu un cas particulier du probléeme précédent ou nous avons X = X; et Y, = X;_;, pour
ke{l,...,p} et ou :

Ht_Lp = Vect (1, Xt—l, Xt_Q, s ,Xt—p) (55)
Formons la matrice de covariance I'y, du vecteur [X;—1,--- , X;—p] :
[ (0) (1) v(p—1)]
(1) 7(0) (1)
T, = 3 (5.6)
7(1)
Yp—1) (p—2) (1) y(0) |
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Cette matrice est dite de Toeplitz, ses éléments étant égaux le long de ses diagonales. Notons 7, le

vecteur [y(1),7(2),---,v(p)]T le vecteur des coefficients de corrélation. D’apres 1’équation ([5.4)), les
coefficients {¢y ,}1<k<p du prédicteur linéaire optimal défini par :

p
proj ( X¢| He—1p) — = Z Pk (Xe—k — 1) (5.7)
k=1

sont solutions du systeme d’équations :

Fp¢p = 7p (58)
D’autre part 'erreur de prédiction minimale a pour expression :

on = ||X; — proj (Xe| He—1p) |I* = (X¢ — p, Xy — proj (Xe| Hi-1,p))

=7(0) = Y drpy(k) =7(0) — ¢p, (5.9)
k=1

Les équations et (5.9) sont appelées équations de Yule-Walker. Notons la propriété importante
suivante : pour p fixé, la suite des coefficients {¢y, p }1<r<p du prédicteur linéaire optimal et la variance
de l'erreur minimale de prédiction ne dépendent pas de t. Les équations et peuvent encore
étre rééerites a partir des coefficients de corrélation p(h) = y(h)/~(0). Il vient :

p(0) p(1) - Pp=1 Tor,] [p(D)]
p(1) p(0)  p(1) : P20 p(2)
: ' : =1 (5.10)
: p(1) || :
pp—=1) plp=2) - p(1)  p0) | LPp) LP(P)]

Exemple 5.1.1 (Prédiction avant/arriere). Soit Xy = Z; + 01Z;—1 ot Zy ~ BB(0,02). On note p(h)
la fonction d’autocorrélation de X.

1. p(0) = (14 62), p(£1) = 61 et p(h) =0 pour |h| > 2.

2. Déterminons la prédiction de X3 en fonction de Xo et X1. D’apres le théoréme de projection
proj (X3| Vect (X2, X1)) = a1 X1 + Xy vérifie (X3 — aoXo — a1X1,X;) =0 pour j =1,2. On

en déduit que :
1+ 9% 01 Q| 1
01 1+ 9% ar| |0

3. Déterminons la prédiction de X3 en fonction de X4 et X5. D’apres le théoréme de projection
proj (X3| Vect (X4, X5)) = auXu + a5 X5 vérifie (X3 — oauXy — a5 X5, X;) =0 pour j =4,5. On

en déduit que :
1+9% 91 aq| 01
01 1+62| |as| |0

Par conséquent ay = a5 et as = ay.
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4. Déterminons la prédiction de X3 en fonction de X1, Xo, X4 et Xs. Pour déterminer
proj ( Xs| Vect (X1, X2, X4, X5)) = B1X1 + SoXo + BaXy + B5X5 Il suffit de remarquer que
Vect (X1, X2) L Vect (X4, X5) et donc

proj ( Xs| Vect (X1, X2, X4, X5)) = proj ( X3| Vect (X1, X2)) + proj ( Xs| Vect (X4, X5))

Exemple 5.1.2 (Cas d’un processus AR(m) causal). Soit le processus AR(m) causal solution sta-
tionnaire de l’équation récurrente :

Xe=p1 Xe1+ -+ 0 Xoem + 24

ot Zy ~ B(0,0?%) et ot ¢(z) =1 —>1", ¢r2® # 0 pour |2] < 1. Comme la solution est causale on a,
pour tout h > 1, E[Z;X;_p] = 0 et donc E[(X¢ — > 1, ¢rXi—k)Xi—n] = 0 qui signifie que, pour tout
p=m,

1o (Xy =3t ouXe—r) L Hicp

2. Y i ok Xk € Hio1p
Par conséquent, d’aprés le théoréme de projection, > " | ¢pXi— = proj (X¢| Hi—1,) et done, pour
tout p >m :

{qﬁk pour 1 <k <m
¢kz,p = .
0 pourk>m

La projection orthogonale d’un AR(m) causal sur son passé de longueur p > m coincide avec la
projection orthogonale sur les m derniéres valeurs et les coefficients de prédiction sont précisément
les coefficients de l’équation récurrente.

Dans le cas ou la matrice de covariance I',, supposée connue, est inversible, le probleme de la
détermination des coefficients de prédiction ¢,, et de la variance de l'erreur de prédiction 012, a une
solution unique. Rappelons que, d’apres la propriété si y(0) > 0 et si lim,, o0 y(n) = 0, alors la
matrice I', est inversible a tout ordre.

Il est facile de démontrer que :
proj ( X¢| Vect (1, Xy—1,..., X¢—p)) = p+ proj (X¢ — p| Vect (Xp—1 — pt, ..., Xo—p — 1)) . (5.11)

Par conséquent, dans le probleme de la prédiction, il n’y a aucune perte de généralité a considérer
que le processus est centré. S’il ne ’était pas, il suffirait, d’apres I’équation , d’effectuer le calcul
des prédicteurs sur le processus centré X; = Xy — u puis d’ajouter p. Dans la suite, sauf indication
contraire, les processus sont supposés centres.

Les coeflicients de prédiction d’un processus stationnaire au second ordre fournissent une
décomposition particuliere de la matrice de covariance I'y;1 sous la forme d'un produit de matrice
triangulaire.
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Théoréme 5.1.3. Soit {X;} un processus stationnaire au second ordre, centré, de fonction d’autoco-
variance y(h). On note :

1 0 )
2
_ . . o5 0 0
o1 L ' ' 0 o} 0
Appr = : ’ ’ ' Dpy1 =
__¢p,p —Pp-1p o —h1p ]
On a alors :
Lpy1 = A;JileJrlA;El (5.12)
Démonstration. Posons Fj, = Vect (X, --,X1) et montrons tout d’abord que, pour k # ¢, nous
avons :
(Xk — proj (Xg| Fr—1), Xe — proj (X¢| Fr—1)) = 0. (5.13)

En effet, pour k < ¢, on a Xy, —proj ( Xg| Fr—1) € Fr € Fr—1. On a aussi Xy—proj ( Xp| Fp—1) L Fp_q et
donc Xy —proj (X¢| Fr—1) L Xx —proj (Xx| Fr—1), ce qui démontre (5.13)). D’autre part, par définition

des coefficients de prédiction, on peut écrire successivement :

1 0 oo 0 X, X,
Ap1Xpi1 = id)l’l ! 0 ?Xz _ TXQ — proj (Xa| F1)
;(bp’p ~Op-1p 1 ;XPH Xp+1 — proj (Xp41| Fp)
qui donne :

E [Ap1Xp1 Xy 1 Ap] = ApriTpni ALy = Dy

oll, par définition, o7 = || X) — proj (Xx| Fx—1) ||, ce qui démontre (5.12)) puisque la matrice A, est
inversible, son déterminant étant égal a 1. Ajoutons que I'inverse d’une matrice triangulaire supérieure
est elle-méme triangulaire supérieure. O

Dans la suite nous notons H;—1, = Vect (X;—1,...,X;—p) et nous appelons erreur de prédiction
directe d’ordre p ou innovation partielle d’ordre p le processus :

P
eip =Xt — proj (Xo| He1p) = X — Z Prep Xi—k (5.14)
k=1

D’apres I'équation ([5.12)) lorsque la matrice I'p41 est inversible, la variance 012, = Het+ p||2 est strictement
positive. Il est clair, d’autre part, que la suite 0’3 est décroissante et donc que 012) possede une limite
quand p tend vers l'infini. Cela conduit a la définition suivante, dont nous verrons paragraphe

qu’elle joue un role fondamental dans la décomposition des processus stationnaires au second ordre.

Définition 5.1.4 (Processus régulier/déterministe). Soit {X;,t € Z} un processus aléatoire station-
naire au second ordre. On note 0123 la variance de linnovation partielle d’ordre p et 02 = limy, 4 oo O'g.
On dit que le processus {Xy,t € 7} est régulier si 0? > 0 et déterministe si 02 = 0.
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Nous avons déja noté (voir équation (5.8))) que, pour p fixé, la suite {¢y,} ne dépend pas de t et
donc que le processus er ,» (relativement a D'indice ¢) est stationnaire au second ordre, centré. On a
aussi la formule suivante :

(elpr€iq) = on (5.15)

max(p,q) °

En effet soit ¢ > p. Par construction, nous avons ezq L Hi1,4, et comme Hy_1, C Hi14, egfq L Hip
et en particulier e;f g L proj (Xi|Hi-1,p) puisque proj (X¢|Hi-1p) € Hi-1p. Par conséquent, pour
qg>p,ona :

(e;fp, egfq) = <Xt — proj ( X¢| He—1,p) ,e;fq>

= (X4, Xi — proj (X¢| Hi—1,)) = (X¢, Xi — proj (Xe| Hi1,q)) = 0f

ce qui démontre ([5.15)).
Notons ici que le probleme de la recherche des coefficients de prédiction pour un processus station-
naire au second ordre se raméne a celui de la minimisation de l'intégrale :

1 ™

P2 -

[ (™) Prx(dA)

sur I’ensemble P, des polynomes a coefficients réels de degré p de la forme ¢(z) = 1+112+- - - +1Pp2P.
En effet, en utilisant la relation (4.4)) de filtrage des mesures spectrales, on peut écrire que la variance
de Hetf p||2, qui minimise de 'erreur de prédiction, a pour expression :
2 L[ iAy|2
o — |op(e™)[“vx (dN) (5.16)

Por )

ou :

p
Pp(z) =1— Z ¢k,pzk
k=1

désigne le polynome prédicteur d’ordre p.

Théoreme 5.1.5. Si {X,} est un processus régulier, alors, pour tout p, ¢,(2) # 0 pour |z| < 1. Tous
les zéros des polynomes prédicteurs sont a [’extérieur du cercle unité.

Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. ]

Une conséquence directe du théoreme [5.1.5] est qu’a toute matrice de covariance de type défini
positif, de dimension (p + 1) x (p + 1), on peut associer un processus AR(p) causal dont les (p + 1)
premiers coefficients de covariance sont précisément la premiere ligne de cette matrice. Ce résultat
n’est pas général. Ainsi il existe bien un processus AR(2) causal ayant v(0) = 1 et v(1) = p, comme
premiers coefficients de covariance, a condition toutefois que la matrice de covariance soit positive
c’est-a -dire que |p| < 1, tandis qu’il néxiste pas, pour cette méme matrice de processus MA(2). Il faut
en effet, en plus du caractere positif, que |p| > 1/2 (voir exemple .
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5.2 Algorithme de Levinson-Durbin

La solution directe du systeme des équations de Yule-Walker requiert de I'ordre de p? opérations : la
résolution classique de ce systeme implique en effet la décomposition de la matrice I'y, sous la forme du
produit d’une matrice triangulaire inférieure et de sa transposée, I'y, = LpLg (décomposition de Cho-
leski) et la résolution par substitution de deux systémes triangulaires. Cette procédure peut s’avérer
cotiteuse lorsque l'ordre de prédiction est grand (on utilise généralement des ordres de prédiction de
Pordre de quelques dizaines & quelques centaines), ou lorsque, a des fins de modélisation, on est amené
a évaluer la qualité de prédiction pour différents horizons de prédiction. L’algorithme de Levinson-
Durbin exploite la structure géométrique particuliere des processus stationnaires au second ordre pour
établir une formule de récurrence donnant les coefficients de prédiction a l'ordre (p + 1) a partir
des coefficients de prédiction obtenus & 1’ordre p. Supposons que nous connaissions les coefficients de
prédiction linéaire et la variance de l’erreur de prédiction & l’ordre p, pour p > 0 :

p
proj (Xe| He-1p) = > drpXir et op = | Xy — proj (Xe| He-1,) |I° (5.17)
k=1

Nous avons besoin ici d’introduire I'erreur de prédiction rétrograde a [’ordre p définie par :
€p = Xt — proj (Xi| Hitpp) = X¢ — proj (Xe| Vect (Xe1,- -+, Xegp))

Elle représente la différence entre I’échantillon courant X; et la projection orthogonale de X; sur les
p échantillons {X¢y1, -+, X¢qp} qui suivent 'instant courant. Le qualificatif rétrograde est clair : il
traduit le fait que l'on cherche & prédire la valeur courante en fonction des valeurs futures. Indi-
quons que l’erreur rétrograde joue un role absolument essentiel dans tous les algorithmes rapides de
résolution des équations de Yule-Walker. Remarquer tout d’abord que les coefficients de prédiction
rétrograde coincident avec les coefficients de prédiction directe. Cette propriété, que nous avons ren-
contrée exemple [5.1.1] est fondamentalement due a la propriété de réversibilité des processus sta-
tionnaires au second ordre. En effet, si Y; = X_4, alors Y; a méme moyenne et méme fonction de
covariance que X; (voir exemple chapitre [1)) et par conséquent, en utilisant aussi ’hypothese de
stationnarité, on a simultanément pour tout u,v € Z :

P P
proj (Xl Hequ-1,p) = Z OkpXitu—k €t Proj (Xepo| Hivoipp) = Z PrpXitotk
k=1 k=1

ainsi que :
2 2 - 2
7y = leupll® = el (5.18)

En particulier on a :

proj (Xi| He-1,) = Zi:l P pXi—k
proj (Xe—p—1| Hi-1p) = Zi:l PrpXt—p—14+k = Zi:l Ppt1—kpXt—p—1-+k
Cherchons maintenant a déterminer, a partir de ces projections a lordre p, la projection de X,

a lordre p + 1 sur le sous-espace H;—1pt1 = Vect (Xy—1,---, X¢—p—1). Pour cela décomposons cet
espace en somme directe de la fagon suivante :

(5.19)

Hi1p+1 = He1,p & Vect (Xy—p—1 — proj (Xe—p—1| Hi—1,p)) = Hi—1,p ® Vect <6t_—p—1,p>
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Un calcul simple montre (voir exemple [A.2.3)) que

proj (Xt| et_fpflyp> = aet_fpfl,p avec o= ()(157et_fpfl,p)/||6t_7pfl,p||2

et donc que
proj (Xe| Hi—1p+1) = proj (Xe| He—1,p) + kpt1 [Xe—p—1 — proj (Xe—p—1| He—1,)] (5.20)

o, en utilisant aussi (5.18)), on peut écrire :

<Xt’ Et_—p—17p> <Xt’ 6lt_—p—17p>
kps1 = 3 = —. (5.21)
UP ||€t+u,pH ||€t+v,pH
En portant a présent (5.19) dans ([5.20)), on obtient ’expression :
p+1 P
proj (Xe| He-1p41) = Y Srpe1Xe—k = O _(Ghp — kpt1Gps1—kp) Xe—k + Fpy1 Xe p1
k=1 k=1

On en déduit les formules de récurrence donnant les coefficients de prédiction a 1'ordre p+ 1 & partir
de ceux a lordre p :

(5.22)

Phpt1 = Php — Kpr1Ppri—kp pour ke {l,---,p}
¢p+l,p+1 = kp+1

Déterminons maintenant la formule de récurrence donnant kp;1. En utilisant encore (5.19) et ([5.20)),

on obtient :

P P
<Xtv proj (thp*1| /Htfl,p)) = Z Qf)kmE [XtXt—p—1+k] = Z ¢k,p’Y(p +1- k)
k=1 k=1

Partant de I’expression de <Xt, €t_—p—1,p> on en déduit que :

(Xor e po1p) = (X6, Xe 1 = proj (Xe 1| Hi 1))

=yp+1) =D brpy(p+1—k)

k=1
et donc d’apres (5.21)) :
oo ) =3 k(P 1K)
pHl = 2
P

Il nous reste maintenant a déterminer ’erreur de prédiction O'g 1 a lordre (p + 1). En utilisant

I’équation (5.20), on a

+ .
€/ pr1 = Xt — Proj (Xel He-1,p41)
= Xi — proj (Xe| Hi-1p) — kp1(Xe—p—1 — proj (Xe—p—1| Hi-1,))
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dont on déduit d’apres (5.21]) :

012)—1-1 = ||€;,rp+1H2 = 02 + kzzz-s-la?; = 2kpt1 (Xi — proj (X %t—Lp) ; Xt—p-1 — proj (Xt—p—1| /Ht—lyp»
2 2
= p(l - kp—i—l)
Pour initialiser 'algorithme, nous faisons p = 0. Dans ce cas la meilleure prédiction de X; est

E [X{] = 0 et la variance de I'erreur de prédiction est alors donnée par of = E [(X; — 0)?] = ~(0). Au
pas suivant on a k1 = v(1)/7(0), ¢1.1 = v(1)/7(0) et 02 = ~v(0)(1 — k?).

Partant d’une suite de (K + 1) coefficients de covariance v(0), ..., v(K), 'algorithme de Levinson-
Durbin permet de déterminer les coefficients de prédiction {¢m, p}i<m<pi<p<ik :

Initialisation k1 = v(1)/7(0), ¢1.1 = v(1)/7(0) et o3 = v(0)(1 — k3)
Récursion Pour p ={2,..., K} répéter :

— Calculer
p—1
kp =0, (7(10) = brp1v(p - k‘))
k=1
bpp = kp
012) = 012)_1(1 — kg)
— Pour m € {1,--- ,p— 1} calculer :

¢m,p - ‘bm,p—l - kp%—m,p—l

Le coefficient £, possede la propriété remarquable d’étre de module inférieur a 1. Notons tout d’abord
que proj (X Hi—1,p) L €,_p—1, Puisque proj (X¢| Hiz1p) € Hi—1p et que € p-1p L Hi—1,p. Partant
de (5.21)) on peut écrire que :

. . + -
(X~ proj (Xl Ho1) Xoopr — proi (Xep 1| He1p))  \Gom 1)

”ez_pH H€t_—p—l,pH Heli_p” Hﬁt_—p—l,pH

kpi1 = (5.23)

En utilisant I'inégalité de Schwarz, on montre que |k,1i1| < 1. Remarquons aussi que k,y1 ap-
parailt comme le coefficient de corrélation entre I’erreur de prédiction directe et I’erreur de prédiction
rétrograde. Dans la littérature ce coeflicient est appelé coefficient d’autocorrélation partielle.

Définition 5.2.1 (Fonction d’autocorrélation partielle). Soit Xy un processus aléatoire, stationnaire
au second ordre, de fonction de covariance y(h). On appelle fonction d’autocorrélation partielle la
suite {ky,p > 1} définie par :

X, X¢—
. corr(Xy, Xy_1) = Mixttjﬂ pour p = 1
= X — j (X, A1), X — j (X¢o 1
D Corr(ﬁjp,pét_,pp,l): < t pr?J( t|Ht 1,p 1)7 t—p PTOJ'( t p|Ht 1,p 1)> pour p > 2
: ’ [ Xe — proj (Xi| Hi—1,p-1) | 1 Xt—p — proj (Xi—p[ Hi—1,p-1) || (5.24)
5.24
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Dans , I’expression pour p = 1 est en accord avec celle pour p > 2 dans la mesure ou on peut
noter que ezo = X, et que €10 = Xi—1. Notons aussi que, dans ’expression de k,, X; et X;_, sont
projetés sur le méme sous-espace Vect (X;—1, ..., X;—pi1). Le résultat remarquable est que la suite des
coefficients de corrélation partielle est donnée par :

kp = bpp (5.25)

ou ¢, , est défini au moyen des équations de Yule-Walker . Dans le cas particulier d’un processus
AR(m) causal, on a alors :
¢pp pour 1<p<m
kp =< ¢m pour p=m
0 pour p>m
Notons enfin que contrairement & la fonction d’autocorrélation partielle d'un processus AR(m) qui
vérifie k, = 0 pour tout p > m, nous avons pour un processus MA(q), k, # 0 pour un nombre infini

de termes. Il est toutefois possible de montrer qu’il existe un réel p, 0 < p < 1, et une constante C,
telle que, pour tout p > 1, |kp| < CpF.

5.3 Algorithme de Schur

Partant des coefficients d’autocorrélation, ’algorithme de Levinson-Durbin évalue a la fois les
coefficients des prédicteurs linéaires optimaux et les coefficients d’autocorrélation partielle. Dans cer-
tains cas, seuls les coeflicients d’autocorrélation partielle sont nécessaires. Il en est ainsi, par exemple,
lorsque I'on cherche a calculer les erreurs de prédiction directe et rétrograde a partir du processus
X;. Montrons, en effet, que les erreurs de prédiction a lordre (p + 1) s’expriment, en fonction des
erreurs de prédictions a l’ordre p, a 1’aide d’une formule de récurrence ne faisant intervenir que la
valeur du coefficient de corrélation partielle :

{qpﬂ = €y~ Fpt1€-1)—pyp (5.26)
€

_ _ +
t—(p+1),p+1 — C(t—1)—p,p kpﬂetvp

Reprenons les expressions de 'erreur de prédiction directe et de ’erreur de prédiction rétrograde :

P P
+ _ - _
€p =Xt — Z Pep Xtk €t €, 4, =X p1— Z PkpXt—p-1+k
k=1 k=1

En utilisant directement la récursion de Levinson-Durbin, équations (5.22)), dans I’expression de 'erreur
de prédiction directe a I'ordre p + 1, nous obtenons :

pH1
6o = Xt — Z Okpr1Xi—k
kilp p
= (Xt - Z ¢k,pXt—k> — kpt1 (ti1 - Z ¢k:,pXt—p—1+k>
k=1 k=1
= e;':p — kp“l‘let_—p—Lp (5.27)
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De fagon similaire, nous avons :

p+1
€t p—1pl = Xip-1— Z Phep+1Xt—p—1-+k
k=1
P P
= Xip-1— Z OkpXt—p-1+k | — kpt1 | Xt — Z OrkpXi—k
k=1 k=1

_ - +
- 6tfpfl,p - kp+16t,p (528)

Partant de la suite des autocorrélations, ’algorithme de Schur calcule récursivement les coefficients de
corrélation partielle, sans avoir a déterminer les valeurs des coefficients de prédiction. Historiquement,
lalgorithme de Schur a été introduit pour tester le caractere défini positif d’une suite (ou de fagon
équivalente, la positivité des matrices de Toeplitz construites & partir de cette suite). En effet, comme
nous 'avons montré ci-dessus, une suite de coefficients de covariance est définie positive si et seule-
ment si les coefficients de corrélation partielle sont de module strictement inférieur a 1. Déterminons
a présent cet algorithme. En faisant ¢ = 0 dans I’équation , en multipliant & gauche par X, et
en utilisant la stationnarité, il vient :

<Xm, e&p+1> = <Xm, eap> —kpt1 <Xm, E:p—l,p> = <Xm, ear’p> — kpt1 <Xm+p+1, e&p> . (5.29)

En faisant ¢ = p + 1 dans I’équation (5.28)), en multipliant a gauche par X,,4,11 et en utilisant la
stationnarité, il vient :

<Xm+p+17 6&p+1> = <Xm+p+17 6(Ip> — kpt1 <Xm+p+17 6;+17p>
= (Ximipi165p) — bipr {Xms ) - (5:30)
En faisant m = 0 dans , il vient :
<Xp+17€a,p+1> = <Xp+1766,p> = kp+1 <Xp+17€;+1,p> = <Xp+1760_,p> = kp1 <X0763,p> - (5:31)
Mais on a aussi :
(Xpt1s 1) = (Xps1, Xo — proj (Xo| Veet (X1, -+, Xp+1))) = 0.

Nous pouvons donc déduire de I’équation ((5.31]) :

<Xp+17 Eap>

En couplant les équations (5.29)), (5.30) et (5.32) et en partant des conditions initiales :

kp+1 = (532)

(Xmscfo) =7(m) et (Xmst,650) = 7(m+1).
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on peut déterminer les coefficients de corrélation partielle directement, sans avoir a évaluer explicite-
ment les coefficients de prédiction.

On note u(m,p) = <Xm,eafp> et v(m,p) = <Xm+p+1,eap>. Partant des (K + 1) coefficients de

covariance {y(0),...,v(K)}, Ualgorithme de Schur calcule les K premiers coefficients de corrélation
partielle :
Initialisation Pour m = {0,..., K — 1} :
u(m, 0) = ~y(m)
v(m, 0) = y(m +1)
Récursion — Pour p = {1,..., K}, calculer
U(O’p — 1)
kp=—"—"=

— Pour m ={0,..., K — p— 1} calculer :

{u(m,m = u(m,p—1) — kpv(m,p — 1)
v(im,p) =vim+1,p—1) —kpu(m+1,p—1)

La complexité de I'algorithme de Schur est équivalente a [’algorithme de Levinson.

Filtres en treillis

En notant e(t,p) = [e;L » e;_p’p]T et en utilisant Popérateur de retard B, les expressions (5.26)
peuvent se mettre sous la forme matricielle :

— 1 —kp+1B
€(t,p + 1) - —kp+1B 1 e(t,p)
Les erreurs initiales (p = 0) sont e(¢,0) = [X; X;]7. Ces équations débouchent sur une structure

de filtrage dite en treillis qui calcule, au moyen des coefficients de corrélation partielle, les erreurs de
prédiction directe et rétrograde a partir du processus {X;,t € Z}. Ce filtre d’analyse est représenté
figure Les équations ([5.26)) peuvent encore s’écrire :

+
X(t) D ~(D— & (tp)
' _
L . < . kk%< _
@—---- —) @—) € (tp)
FIGURE 5.1 — Filtre d’analyse en treillis. Ce filtre permet de construire les

erreurs de prédiction directe et rétrograde a partir du processus et de la donnée
des coefficients de corrélation partielle.

+ _ + -
{et,p =€pt1t kp+1€(t—1)—p7p
—

_ - +
t—(p+1),p+1 — e(t—l)—p,pkpﬂet,l’

qui donne le schéma de filtrage de la figure [5.2
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FIGURE 5.2 — Filtre de syntheése en treillis. Ce filtre permet de reconstruire le
processus a partir de la suite des erreurs de prédiction directe et de la donnée
des coefficients de corrélation partielle.

5.4 Algorithme des innovations

L’algorithme des innovations est une application directe de la méthode de gram-Schmidt et est,
a cet égard, plus élémentaire que l'algorithme de Levinson-Durbin. Il ne suppose de plus pas que le
processus { Xy, t € Z} est stationnaire. Supposons, sans perte de généralité que E [X;] = 0 et notons

K(i,7) = (Xi, X;) = E[XiX;] ,

la fonction d’autocovariance de ce processus. Nous supposons dans ce paragraphe, que pour tout
n > 1, la matrice [/i(i,j)]zjzl est non singuliere. Définissons, pour n > 1, H,, = Vect (X1,...,X,), et
02 = || Xpy1 — proj (Xps1| Hn). Il est clair que, pour tout n > 1,

Hy = Vect (X1, Xo — proj (Xa| X1), ..., X — proj (Xu| Hn-1)) ,

ce qui implique que

n

proj (Xnt1|Hn) = Y O (Xns1-5 = proj (Xpp1-5 Hnj)) - (5.33)
j=1

Nous allons maintenant montrer qu’il est possible de déterminer de facon récursive les coefficients
{0n.,1 < j < n}. Remarquons en effet que les vecteurs {X; — proj (X;|H;—1),7 > 1} forment une
famille orthogonale. En effet, pour i < j, X; —proj (X;| Hi—1) € H;—1 et X; —proj (X;| Hj—1) L H;-1.
Par conséquent, pour 0 < k < n,

(proj (Xni1| Hn) , Xpr1 — proj (Xps1| H)) = Onn—k0is -

Since (Xyp41 — proj (Xn41| Hn), Xkt1 — proj (Xg41| Hi)) = 0, les coefficients 6,, ,,—, k=0,...,n—1
sont donnés par
Onn—t = 016__31 (Xn+1, X1 — proj (X1 He)) -

En utilisant la représentation (5.33]), nous avons donc
k—1
Ok =05ty | K+ Lk +1) =Y O rj (Xni1, Xji1 — proj (Xj11| H;))
j=0
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Comme (Xp11, X1 — proj (Xj4+1| H;)) = JJZ-HHT,,JL_]- pour 0 < j < n, nous avons donc pour k €

{1,...,n},

k—1
Onmt = 0ty | B+ LE+1) =) Ophjbnnjori | - (5.34)
§=0
Le théoreme de projection implique que

Tni1 = 1 X1 = proj (Xnt1| Ha) 2 = [ Xnta|* = [ proj (Xps1| Ha) ||

n—1

=kn+Ln+1)=> 02, yor,. (5.35)
k=0

Remarquons qu’alors que l'algorithme de Durbin Levinson permet de déterminer les coefficients du
développement de proj ( X, +1| Hn) sur Xq,..., Xy, proj (Xn41| Hn) = Z?:l ®n,j Xn+1—j, l'algorithme
précédent calcule les coefficients du développement de proj ( X,+1|Hy,) sur la suite des innovations,
Xy, Xo —proj (Xa| X1), ..., Xy — proj (Xn| Hn-1).

Exemple 5.4.1 (Prédiction d’un processus MA(1)). Considérons le processus Xy = Zy + 02,1 ot
{Z;} ~ BB(0,02). Nous avons donc x(i,j) = 0 pour [i—j| > 1, k(i,i) = 0?(1+6?) et x(i,i+1) = Oo>.
Dans ce cas, nous avons

On1 = 0531902 ,
ot les variances des innovations sont données par les récursions
ot = (1+6%)0?,
o2, =[1+6*—0,%0%%0>.
Si nous posons r, = 02 /c?, nous avons
proj (Xn—i-l’ Hn) =0 (Xn — Proj (Xn‘ Hn—l)) /T'ny

avecry =1+ 62, et pourn > 1, rpy1 = 1+6% —0%/r,,.

5.5 Décomposition de Wold

Un des résultats fondamentaux de la théorie des processus stationnaires au second-ordre est la
décomposition de Wold. Cette décomposition permet de décomposer n’importe quel processus station-
naire au second-ordre comme la somme d’un processus résultant du filtrage linéaire d’un bruit blanc
et d’un processus déterministe (définition [5.1.4]). La preuve de ce résultat est de nature géométrique.
L’idée de base est la suivante. Soit H;¥ = Vect (X, s < t). H;X est appelé le passé linéaire du proces-
sus & la date t. Par construction, H;* C Hfg_l, et nous disposons ainsi d’une famille de sous-espace
emboités de HX = UpezHiX. HZX est 'enveloppe linéaire du processus. L’espace Niez H¥, appelé le
passé infini du processus {Xy,t € Z} jouera aussi un role particulier. Par définition X, appartient
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a H;¥, mais il n’appartient généralement pas & HtX_ ;- Le théoreme de projection dit qu’il existe un
unique élément noté proj (Xt| Hfi 1) et appartenant a Hl{ 1 tel que :

e = Xy — proj (Xo| M) LMY,

Dans ce contexte €; s’appelle I'innovation (linéaire) du processus. Il découle de cette construction
géométrique que le processus d’innovation est un processus orthogonal dans le sens ou :

Vs #t, € L e (5.36)

En effet, pour s < ¢, nous pouvons écrire €5 € HX C H;*; et ¢, L H;X,. Et donc €5 L «.
La proposition qui suit montre que le processus d’innovation est la limite des processus d’innova-
tions partielles & ’ordre p.

Proposition 5.5.1. Pour tout Y € L*(2, F,P) et tout t € Z nous avons :
. . X\ . X
pIHEO proj (Y| H;,) = proj (Y| H;')

ot HY, = Vect (X, X¢—1, -+, Xi—pt1)-

Exemple 5.5.2 (Bruit blanc). Supposons que {X;} soit un bruit blanc. Nous avons
proj (Xt|’HtX_1’p) = 0 pour tout p et donc proj (X¢|H;*;) = 0. Nous avons donc ¢ = X; —
proj (Xt| Ht{l) = X; : le processus Xy coincide avec son innovation. Ceci signifie qu’un bruit blanc
ne peut étre prédit de facon linéaire a partir de son passé.

Exemple 5.5.3 (Prédiction d’un processus AR(p) causal). On considére le processus AR(p) causal
défini par ’équation récurrente Xy = 1 Xp—1 + -+ + ¢pXyo—p + Zy 00 Zy ~ BB(O,O‘Q). Dans le cas
causal, on a HiX = HZ et, pour tout k > 1, on avait E[X;_xZ;] = 0. Par conséquent Z; | H;* | et
HX = HX | © Vect (Z;). On en déduit que :

p p
proj (Xl H;5 1) = érproj (Xe—kl HiC1) +proj (Ze Hity) =) érXe s
k=1 k=1

et donc Xy—proj (Xt] ’Hf{l) = Xt—ZZzl Ok Xi—k = Zy. Par conséquent le bruit blanc Z;, qui intervient
dans Uéquation récurrente d’un AR causal, est précisément l’innovation du processus AR. Ce résultat
montre que Zi:l OxXi—k est la projection de X (t) sur tout le passé Hi—1 et qu’elle coincide avec la
projection orthogonale sur le passé Hi_1, de durée p. Par conséquent, pour tout m > p, la suite des
coefficients de prédiction est {¢1,...,$p,0,...,0}. Ce résultat est faur pour un AR non causal.

m—p
Exemple 5.5.4 (Processus harmonique). Soit le processus harmonique X; = Acos(Aot + ®) ot A
est une variable aléatoire, centrée, de variance 0124 et ® une variable aléatoire, indépendante de A
et distribuée suivant une loi uniforme sur [—m,w]. Le processus X; est stationnaire au second-ordre,

centré, de fonction d’autocovariance v(t) = (0%/2)cos(AoT). Les coefficients du prédicteur linéaire
optimal a [’ordre 2 sont donnés par :

2] = Lo ] ] = Pt
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|2 = 0. Par conséquent, on a :

On vérifie facilement que o3 = || X; — proj ( Xy| ”Ht{m)
X = proj ( Xy ,Hi)ilﬁ) =2cos(M\o)Xy1 — Xy_0 € HX,

et donc la projection proj (Xt\ ’Hfil) = X, ce qui implique que ¢, = 0. A Uinverse du bruit blanc, le
processus est entierement prédictible a partir de son passé.

En appliquant la proposition a X, nous pouvons écrire :

. . X o . X . +

plggo proj (X¢| Hit 1) = proj (X¢| Hi ) et plggo €& p = €t (5.37)

Le processus d’innovation ¢; est donc la limite en moyenne quadratique de la suite des innovations

partielles 62’ » = Xt — proj (Xt] Hf(_ 1,p)' Une conséquence immédiate est que le processus d’innovation

est un processus stationnaire au second ordre. En utilisant, en effet, la continuité du produit scalaire
et la stationnarité au second ordre de I'innovation partielle d’ordre p, on peut écrire :

P + +\ g +
<€t+7'7 €t> - plgglo <6t+‘r,p7 6t,p> - phﬁlgo <6-r,p) 6O,p> (538)
qui ne dépend que de 7. En particulier nous avons :
2 _ 2 _ 1 : X\2 _ 1: 2
o = llee|l” = lim || X; —proj (Xi| #i,) |I° = lim oy

Dans le cas du bruit blanc on obtient 02 = E [Xﬂ # 0 et donc, d’apres la définition le bruit
blanc est un processus régulier. D’un autre co6té, le processus harmonique, pour lequel 0% = 0, est
déterministe. Nous remarquons aussi que la somme d’un bruit blanc et d’'un processus harmonique est
un processus régulier.

La structure géométrique emboitée des espaces {H;* } et 'orthogonalité des innovations fournissent,
pour tout s < t, la formule suivante de décomposition en somme directe :

HYX = HX @ Vect (€551, , €) (5.39)

Notons, tout d’abord, que ¢ = X; — proj (Xt] ’Ht)il) € HiX et que ¢ L ’Hfil, ce qui implique que
H¥ | @ Vect (¢;) € H;*. D'un autre coté, puisque Xy = €; + proj (Xt| Hﬁl),

’HtX = Vect (ft + proj (Xt‘ /Ht)il) , {XS,S <t-— 1}) = Vect (et, {XS,S <t-— 1}),

ce qui entraine que H;X C H;*, @ Vect (¢;). En conclusion H;* = H;X; @ Vect (Z;). En réitérant ce
raisonnement, on en déduit la décomposition (5.39)). Cette décomposition orthogonale de 'espace HX
n’est pas sans rappeler la décomposition de Gram-Schmidt. Notons qu’a l'inverse de la décomposition
de Gram-Schmidt classique, nous procédons ici dans le sens rétrograde. Définissons pour tout s > 0 :

<Xt, €t—s>

= (5.40)

1/}5:

Remarquons que s ne dépend pas de t. En effet, la continuité du produit scalaire et la stationnarité
conjointe du processus X; et de 'innovation partielle impliquent que :

(Xt €rs) (Xts ) = lim (Xo,e5, )

= lim
pA)OO
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Lemme 5.5.5. La suite {1)5,s € Z} est de carré sommable et 1y = 1.

Démonstration. Remarquons, tout d’abord, que la relation <pr0j (Xt| ’Hg(_l) ,et> = 0 entraine que :

(X, €t)
vo="— 5
o
. <Xt — pI“Oj (Xt‘ /Hgil) 75t>
= g
=1.
D’autre part, pour tout s > 0, la projection orthogonale de X; sur Hf; = Vect (er, €11, , €1—s+1)

s'écrit, du fait de Porthogonalité du processus d’innovation, proj (X;| Hf,) = S8 0 Uker—k. On en
déduit que || proj (Xl Hf,,s) |2 = o? ZZ;%) ¥2. On a alors d’apres 1'égalité de Pythagore (proposition

A23) :

s—1
Iproj (Xe| M5 ) IIP = 0> 7 = IIXll* — |1 X — proj (Xe| M s) I < [ Xe>
k=0
ce qui conclut la preuve. ]

La suite (¢5)s>0 étant de carré sommable, la suite s — Xy = Y 7 ¢re—k est, pour ¢ fixé, une
suite de Cauchy dans L?(€2, F,P). Elle admet donc, quand s — 0o, une limite que nous notons :

Ui = Z Yr€i_k
k=0

et qui est un processus stationnaire au second-ordre. On a, en effet :
S
= l' _ ]_ =
E[U] = (U, 1) sggokzolbk(ﬁt k1) =0

et
E[Ui4-Ut] = (Upyr, Up) = hm (Z?/)ketw k»zi/)kﬁt k) = hm (ZW:GT kvz¢k€ k)
k=0 k=0

qui est indépendant de t.
Le théoréme suivant, connu sous le nom de décomposition de Wold, est vraisemblablement le
résultat le plus important de la théorie des processus stationnaires au second-ordre.

Théoréme 5.5.6 (Décomposition de Wold). Soit X; un processus stationnaire au second ordre et
son processus d’innovation. On suppose que X; est un processus régulier (0% = HEtHQ #0). On note
=00 o Uk€r—k 0U Y = (X¢, €1—k) /2. Alors il existe un processus Vi tel que :

X, =U, +V,, (5.41)

et tel que :
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(i) pour tout (t,s), (Vi,€es) =0, qui implique que (V;,Us) =0,
(it) Vi = proj (Xs| HX ) est la projection orthogonale de X; sur HX = 2 _ HE,
(iti) Uy est un processus régulier et ¢, = Uy —proj (Uy| HE ) est Uinnovation du processus {Uy,t € Z}.
De plus, H§ = HY .

(iv) Vi est un processus déterministe et HY = HX .
Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. O

Un processus {X;} tel que HX . = {0} est dit purement non déterministe. Pour un tel processus
la partie déterministe de la décomposition de Wold est identiquement nulle. Par exemple, le processus
régulier U; de la décomposition de Wold est purement non déterministe. En effet, en appliquant la
décomposition de Wold au processus U; on a, pour tout ¢, Uy = Uy 4+ V; avec V; = 0 et donc, d’apres le
point fivi #Y . = {0}. Le théoreme de Wold permet donc de décomposer tout processus stationnaire au
second-ordre sous la forme d’une somme de deux processus orthogonaux, le premier étant purement non
déterministe et le second étant déterministe. La partie purement non-déterministe s’exprime comme le
filtrage d’un bruit blanc par un filtre linéaire invariant dans le temps de réponse impulsionnelle {ty,}
causale (1, = 0 pour k < 0) et de carré sommable (pas nécessairement de module sommable).

Exemple 5.5.7 (Processus MA(1)). Soit {Z;} un bruit blanc et soit le processus Xy = Zy + 01211
Remarquons que, par construction, ’HtX - HtZ mais que l'inclusion réciproque n’est pas nécessairement
vérifiée. Montrons par contre que, pour |61| < 1, nous avons effectivement Hi* = H7. En effet, en
réitérant p fois 'équation Xy = Zy + 01711 et en résolvant par rapport & Zy, nous obtenons :

Zi =Xt — 01 Xe 1 + 03Xy o+ -+ (—1)P0X,_, — (=1)P0"T Z,_,

En prenant la limite en p, nous en déduisons que, si |01] < 1, alors :

oo

Z = Z(_gl)kthk

k=0

ce qui montre que H¥ C H;X et donc que Hi¥ = H¥. Dans ce cas, nous pouvons écrire :

proj (Xu| Hi 1) = proj (Zy| H{1) + 61 proj (Zi—1| Hi<y) = proj (Zy| H{_y) + 601 proj (Zi—1| Hi,)
=0+601Z_1,

en remarquant que proj (Zt|7-[tZ_1) =0 car {Z;,t € Z} est un bruit blanc. On en déduit que X; —
proj (Xt|’Ht)£1) = Xy — 6121 = Z;. Par conséquent, lorsque |61| < 1, le processus {Z;,t € Z}
est linnovation du processus {X;,t € Z}. Notons que le processus {X;,t € Z} est purement non
déterministe et que les coefficients de la décomposition de Wold sont simplement donnés par g = 1,
Y1 =06, et Y, =0 pour k > 1.
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5.6 Preuves des théoréemes [5.1.5 et [5.5.6)

Preuve du théoréme[5.1.5. Nous allons tout d’abord montrer que le prédicteur optimal n’a pas de
racines sur le cercle unité. Raisonnons par contradiction. Supposons que le polynéme ¢,(z) ait deux
racines complexes conjuguées, de la forme exp(+inf), sur le cercle unité. (on traite de fagon similaire
le cas de racines réelles, # = 0 ou 7). Nous pouvons écrire :

¢p(2) = ¢, (2)(1 — 2cos(f)z + 2?)

On note vx(d\) = VX(d)\)|¢;‘,(e*i)‘)\2. vx est une mesure positive sur [—m, 7] de masse finie. On note
~(71) la suite des coefficients de Fourier associés a vx :

) = /_ "™y (dN)

2

Nous avons donc :

2 _ _ —iA —2i\ - —iA —2i\|2
Tp = 5o ﬂ(l 2cos(@)e™ +e N )ix (dN) = ¢1é17£2 o | 114 e + hoe 2 2oy (dN) .

Comme on 'a dit (page, la minimisation de UIQ) par rapport a 1 et ¥y est équivalent a la résolution
des équations de Yule-Walker ¢ [’ordre p = 2 pour la suite des covariances J(h). Par conséquent la
suite des coefficients {1, —2cos(f), 1} doit vérifier I'équation :

7(0) (1) ¥(2) 1 a;
7(1) 3(0) ~(1) —2cos(0) | =] 0
7(2) 7(1) ~(0) 1 0
De cette équation il s’en suit (les premiere et troisieme lignes sont égales) que cr = 0. Ce qui est

contraire & I’hypothese que le processus est régulier.

Démontrons maintenant que les racines des polynomes prédicteurs sont toutes strictement
a lextérieur du cercle unité. Raisonnons encore par I’absurde. Supposons que le polynéme prédicteur
a lordre p ait m racines {ag, |ax| < 1,1 < k < m} a lintérieur du cercle unité et (p — m) racines
{be,|be] > 1,1 < ¢ <p—m} a Vextérieur du cercle unité. Le polynéme prédicteur & lordre p s’écrit
donc :

3

—
(1—a;'2) (1—b,"'z)
k=1 L

S
O

I
3

I
—

Considérons alors le polynome :

m p—m
:H(l—akz Hl—bez
k=1 =1

Il a d’une part toutes ses racines strictement a I’extérieur du cercle unité et d’autre part il vérifie
|6p(e™™)|2 < |pp(e=)|%. On aen effet [1—afe ™| = [1—are™| = |ax||1—a, e~ et donc |p,(e)[? =
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(TThL; lak]?) |¢p(e~™)|?, ce qui démontre le résultat annoncé compte tenu du fait que |ax| < 1. On en
déduit alors que :

1 o i

o= [ o™ Prx(dN) < o

2 J_,
ce qui contredit que ¢p(2) = infyep, (2m) 71 [T [1h(e™™) Prx (dN). O

Preuve du théorémel25.6.  (i). Par définition, V; = Xy — > 07 Yrer—k € H¥X. Pour s > t, e5 L Hi¥,
et donc (V;,es) = 0. Pour s < t, (V;, e5) = (Xy,€s) —1Pr_s0? qui est égal & 0 par définition de 1y

(ii). Montrons tout d’abord que V; € HX__. La preuve se fait par récurrence. Nous avons V; € HX
et V; L ¢ (d’apres la propriété précédente). Comme H;X = H;*; @ Vect (&), on en déduit
que V; € Hg(_l. Supposons a présent que V; € ”HtX_s, pour s > 0. Comme V; L ¢_4 et que
HX = H¥, | ® Vect (e,—s), nous avons V; € HX, ;. On a donc V; € HX = N2 _ HX.
Il reste & montrer que Xy — V; = > 12 tr€—k est orthogonal & ’H)_(oo. Pour cela considérons
Y € HX_.. Nous avons :

(Xt - Vt7Y> = <kzo ¢k€t—k,y> = SETOOkZOwk <€t—k7Y>

Mais, par définition, Y € HX__ implique que, pour tout ¢, Y € H;X. Comme ¢;_ L ng_s_l pour
0 < k < s, nous avons »_,_o ¥k (€—, Y) = 0. Et donc, pour tout ¥ € HX _,ona :

—00)

(Xy — Vi, Y) = (U, Y) =0. (5.42)

(iii). Notons que implique que, pour tout ¢, U; L HX__ et donc HY = Vect (U,,s <t) L H*..
On peut alors poser £; = HY & HX_ . La décomposition X; = U; + V; et la propriété précédente
(Vy = proj (Xt] H)_(OO)) impliquent que, pour tout t, HyX C Ly, et donc ¢; € L;. Comme, pour tout
t, & L Hy_y pour tout u >0, ¢, L Y pour tout Y € HX__, puisque, en particulier, Y € H;_,.

Zoos
Nous avons ¢ L HX_ . Et donc ¢ € HY. Cela entraine que > 7o, re— € HY ;. Notons que
> re ke = Up — € (1o = 1). Par conséquent, pour tout Y € 7-[?,1 on a :

<Ut - Zwket_k,Y> = (e,Y) =0.
k=1

Cela implique que Y27, ke est la projection orthogonale de Uy sur ”Hf_ 1 et donc que :
€ = U — proj (Ut|7-[£]_1) )

Cela signifie que {¢;,t € Z} est le processus d’innovation du processus {U;,t € Z}. Comme, par
hypothese, 02 = ||e;||? # 0, le processus {U;,t € Z} est donc régulier. Remarquons que, comme
e € HY, nous avons H§ C HY. Comme, par construction, HY C H$, nous avons HY = Hs.

(iv). Montrons tout d’abord que, pour tout ¢, on a :

HY = Vect (Vi,s < t) = HX, (5.43)
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Pour tout t, V; € HX_ et donc H} C HX.. D’un autre coté, puisque X; = Z:‘:’?) Y€k + Vi,
H¥ = H; & H). Et donc, quel que soit Y € HX, alors Y € HX | pour tout s, de telle sorte
que (Y,es) = 0 et donc Y € H), ce qui implique que HX,, C H}. Ce qui démontre (5.43).
Partant de , on déduit que proj (V}\ H,}il) = proj (W| H),(OO) = proj (Vt| 7—[2/) =V, et que
IV — proj (Vi| Y1) |I> = 0 : le processus {V;,t € Z} est donc déterministe.

]
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Deuxieme partie

Estimation spectrale
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Chapitre 6

Estimation de la moyenne et de la
fonction d’autocovariance

6.1 Estimation de la moyenne

Soit {X;} un processus aléatoire & temps discret stationnaire au second ordre, de moyenne E [X] =
1, et de fonction d’autocovariance . On suppose avoir observé n échantillons consécutifs Xy, ... X,
du processus. L’estimateur de p que nous considérons est la moyenne empirique définie par :

L
t=1

On constate tout d’abord que fi,, est un estimateur sans biais de la moyenne p car

Elj] = - S E[X] =g (6.2)
t=1

du fait de la stationnarité. Le risque quadratique de ’estimateur, qui mesure sa dispersion autour de
la valeur inconnue p de la moyenne, a pour expression

R(/lm M) =E [(/ln - ﬂ)Q]
1 n n 1 n n 1 n—1 |h|
S I AT EES 3 REREE D Sl (B3 EONCS)
s=1t=1 s=1t=1
D’ou la proposition suivante :

Proposition 6.1.1. Soit {X;} un processus stationnaire au second ordre de moyenne u et de fonction
d’autocovariance y(h) avec Y |y(h)| < oo. Alors, le risque quadratique de ’estimateur de la moyenne
empirique i, =n~"1 31 X; vérifie

lim nE [(f, — p)?] = 27 £(0) ot f(N) = L y(r)e A, (6.4)

n—oo 2
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c’est a dire que [i, converge en moyenne quadratique vers ji, a la vitesse \/n. De plus limy, o0 fi, = p
P-p.s.

Démonstration. Lorsque y(h) est absolument sommable, le théoreme de la convergence dominée ap-
pliquée a (/6.3) montre que

dim niag) = 30 (1= 5m) = 3 500 2000

h=—00 h=—00

o f(A) = (2m) 71302 y(h)e ™ est la densité spectrale du processus {X;}. La preuve de la
convergence presque stire de fi,, est laissée a titre d’exercice. O

Cette proposition montre que la loi des grands nombres, établie classiquement pour des variables
aléatoires indépendantes, est également valable pour un processus stationnaire au second ordre, du mo-
ment que la fonction d’autocovariance décroit suffisamment rapidement a 'infini. Sous cette condition,
il est possible d’estimer la moyenne a partir d’une seule réalisation de celui-ci. La proposition [6.1.1
nous donne acces & la valeur limite de E [(y/n(fin — p))?]. Cependant pour construire des intervalles
de confiance pour les parametres estimés ou pour tester des hypotheses concernant la valeur des
parametres, il est nécessaire d’obtenir un résultat plus précis portant sur la distribution limite de
vVn(fin, — p). L’obtention de théorémes de type limite centrale pour des suites de variables aléatoires
dépendantes est un sujet délicat, qui a donné lieu a une vaste littérature. Il n’est bien entendu pas
question ici de présenter une théorie générale et nous nous contentons donc d’énoncer un résultat
valable dans le cas de processus linéaire fort.

Le fait de devoir émettre une hypothese aussi contraignante sur la loi du processus dans un contexte
ou, en fait, seules les propriétés au second ordre nous intéressent est bien str frustrant, mais il traduit
la difficulté technique d’un tel résultat (la preuve de ce théoreme est donnée dans la Section .

Théoréme 6.1.2. Soit {X;} un processus linéaire fort de moyenne p. On a Xy = p+> oo VkZi—g,
avec >, [g| < 0o et Zy ~ TID(0,0?). On pose i, =n~13 1 | X;. Alors :

Vinlfi, — 1) -5 N'(0,27£(0)) (6.5)

ot £(0) = o2[P(0)]2/(2), D(N) = D VjeI | est la densité spectrale de { Xy, t € Z} a la fréquence
nulle 0.

Exemple 6.1.3 (Moyenne empirique pour un processus AR(1) (fort)). Soit X; un processus au-
torégressif d’ordre 1 fort, de moyenne u, solution stationnaire au second ordre défini par ’équation de
récurrence

Xt —p= (X1 — p) + Z

ot {Z;} ~ 1ID(0,0?) et |¢| < 1. Nous rappelons que la fonction d’autocovariance d’un processus AR(1)
pour |¢| < 1 est donnée par
2
g kl
(k) = =7l
(1-¢?)
et que la densité spectrale de ce processus a pour expression

0.2

=
S 27r]1—¢e_i>‘]2
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Dans ce cas, la variance limite qui intervient dans l’équation (6.5)), est donnée par 27 f(0) = 02 /(1 —
$)%. Cette valeur est a comparer avec la variance de Xy donnée par v(0) = 02/(1 — ¢?). On constate
que le rapport 27 f(0)/v(0) = (1 + ¢)/(1 — @) tend vers 0 lorsque ¢ — —1 et vers 400 lorsque ¢ — 1.
Ce qui implique par exemple lorsque ’on considere U'intervalle de confiance asymptotique de niveau
95% pour la moyenne p donné par [fi, — 1.96n~Y2 /(1 — @), jin + 1.960n= /2 /(1 — $)] que la longueur
de Uintervalle de confiance est minimale lorsque ¢ = —1 (corrélation négative). et mazimale lorsque
¢ — 1 (corrélation positive).

6.2 Estimation des coefficients d’autocovariance et d’auto-
corrélation

Considérons & nouveau un processus {X;} stationnaire au second ordre, de moyenne p et de fonc-
tion d’autocovariance «y(h) supposée de module sommable. Pour estimer la suite v(h), nous considérons
les estimateurs, dits de covariances empiriques, définis par :

IS N Xy = ) (Xt = fin) s B <n—1
Su(h) = {n Doimt (Xigin| — i) (Xt — fin) s? |h| <n 66
0 sinon
ou fi, = n! > 1—; X;. Remarquons que le nombre d’observations, dont nous disposons, étant

précisément égal a n, il n’existe pas de paires d’observations séparées de plus de n — 1 intervalles de
temps et donc I'expression ne permet pas d’estimer les valeurs de «y(h) pour |h| > n. De plus,
lorsque |h| est proche de n, il est clair que 'estimateur de la covariance n’est pas fiable, dans la
mesure ou on ne dispose que de peu de paires d’observations (X¢, X¢45)), ce qui implique que l'effet
de moyennage statistique ne peut pas jouer. La partie la plus utile de la fonction d’autocovariance
empirique est celle qui correspond au valeurs du décalage h significativement plus faibles que le nombre
d’observations n.

Certains auteurs remplacent n~! par (n — |h|)~! dans I’expression . L’inconvénient de cette
normalisation (qui peut sembler plus naturelle car on divise la somme par le nombre de termes in-
tervenant dans celle-ci) est que la suite d’estimateurs des coefficients d’autocovariance ainsi définie
n’est pas de type positif. Ajouté au fait que ces deux estimateurs sont asymptotiquement équivalents,
I'utilisation de la normalisation (n — |h|)~! ne présente que peu d’intérét pour les séries temporelles
et n’est que tres rarement utilisé en pratique.

Une propriété importante de cet estimateur est que la suite 4, (h) est de type positif. En effet, si
on définit le périodogramme parE|

n 2

Z(Xt - /:Ln)eiit)\

t=1

() = —

27

(6.7)

Par construction, A\ — I,,(\) est une fonction positive pour A € [—m, x]. Par ailleurs,

™

o 1 n n X A 1 , o )
/ el’\hIn()\)dA:HZZ(Xt—un)(XS—Mn)%/ GANh=t+5) — 5 (p)

t=1 s=1 -m

Par conséquent, d’apres le théoréme d’Herglotz la suite 4, (h) est de type positif.

1. Le périodogramme joue un réle fondamental pour l'estimation de la densité spectrale étudiée dans le chapitre
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Proposition 6.2.1. Si 4,,(0) > 0 alors, pour tout p < n, la matrice f‘n,p définie par

’:Yn(o) ’:Yn(l) ’:Yn(p_ 1)
fn _ ’Yn:(l) ’Yn(o) U ’Vn(p - 2) (68)
’?n(p_l) ’Ayn(p_Q) ’3/”(0)

est de rang plein et est donc inversible.

Démonstration. La suite 4,,(h) est de type positif, 4,,(0) > 0 et 4,,(h) tend vers 0 quand n tend vers
Iinfini. On en déduit, d’apres la propriété que, pour tout p, la matrice est inversible. O

L’estimateur d’autocovariance empirique est asymptotiquement sans biais est consistance, si nous
supposons que le processus {X;} est linéaire au sens fort.

Théoréme 6.2.2. Soit {X;,t € Z} un processus linéaire défini par Xy = p+ > oo VsZi—s avec
> [ths| < 00. On suppose que Z; ~ 1ID(0,0?) vérific E [Z}] = not. Alors, pour tout (p,q) € N x N,

E [ (p)] = ¥(p) + O(n™Y), (6.9)
Tim nCov (4 (p), 4 () = Vpg (6.10)
Voa & (0= 3y (0)v(@) + 3 Iy(wy(u—p +q) + 7w+ a)v(u—p)] . (6.11)

Les coefficients d’autocovariance empiriques interviennent quasiment dans tous les problemes
d’inférence statistique portant sur les processus stationnaires. A l'instar de la moyenne empirique,
il est donc indispensable de disposer de résultats concernant leur distribution. Cependant, méme
pour les modeles de processus les plus simples, il est en général impossible de déterminer la distribu-
tion exacte de la suite des coefficients d’autocovariance empiriques 4,,(0), ..., 4, (K) pour un nombre
d’échantillons n donné. Nous ne considérons ici que des résultats asymptotiques concernant la distri-
bution limite jointe des coefficients d’autocovariance empirique [4,,(0), ..., 3, (K)], pour un nombre de
retard K fixé et lorsque le nombre d’échantillons n tend vers 'infini.

Théoréme 6.2.3. Soit {X;,t € Z} un processus linéaire défini par Xy = p~+ > oo VsZi—s avec
s lths| < co. On suppose que Zy ~ 1ID(0,02) vérifie B [Z}] = no*. Pour K > 1, notons 4, e
An(1), .., A (KT, ~ f [Y(1),...,v(K)]T et V la matrice de dimension K x K dont I’élément V,, ,
est donné par (6.11)). Alors,

Vit (B, =) S N(0,V).

La preuve de ce résultat est donnée dans le paragraphe
11 est aussi intéressant, et souvent plus pratique, de considérer la distribution limite des coefficients

d’autocorrélations [p,(0),..., pn(K)]. On rappelle que les coefficients d’autocorrélation sont définis
par
()
p(h) =
7(0)



et qu’ils vérifient |p(h)| < p(0) = 1. On définit les coefficients d’autocorrélation empiriques par

() = 220 (6.12)

ol 4 (h) est donné par (6.6).
Théoréme 6.2.4. Soit {X;} un processus linéaire défini par Xy — p = > o0 Wslp_s avec

- s§=—00
S, sl < co. On suppose que Zy ~ 1ID(0,0?) vérifie E[Z}] < oco. Pour K > 1, on note
Pn = (Pn(L),.., pn (KT, p = (p(1),...,p(K)T et W = [wpg,p,q = 1,..., K] la matrice de di-

mension K x K définie, pour 1 < p,q < K, par ’élément :

wpg €N {plu+p) + plu—p) = 20(w)p(p)} {p(u+q) + plu—q) — 2p(w)p(q)} . (6.13)

U=—00

Alors :
V(B — p) —a N (O, W) (6.14)

Il est remarquable de noter que la distribution des coefficients d’autocorrélation ne dépend pas
des moments du processus Z; (on a uniquement supposé que Z; ~ IID(0,02) avec un moment du
4éme ordre fini). Comme dans le cas du théoreme on constate qu’il est nécessaire d’admettre des
hypotheses relativement fortes pour garantir ce résultat. La preuve est donnée dans le paragraphe

Exemple 6.2.5 (Bruit blanc fort). Soit {X;} ~ IID(0,0?). Dans ce cas p(h) = 0 pour tout h # 0 et
la matrice de covariance asymptotique W est égale a la matrice identité. L’expression montre
que, lorsque la taille de l’échantillon n tend vers Uinfini, le vecteur des coefficients d’autocorrélation
empiriques multiplié par la racine carrée du nombre d’échantillons \/n[p,(1), ..., pn(K)] converge vers
un vecteur gaussien, centré et de covariance identité. On en déduit que, si {X;} est un bruit blanc
fort, pour tout h #0 :

lim P [—1.9671_1/2 < pn(h) < 1.96n_1/2] = 0.95 (6.15)
n—oo

Ce résultat peut étre utilisé pour définir des tests asymptotiques de I’hypothése nulle Hy : "{ X} est un
bruit blanc fort”. Considérons en effet la procédure de test consistant a accepter I’hypothése nulle si
pn(R) appartient & Uintervalle [—-1.96n=1/2,1.96n=/2] et & la rejeter sinon est un test de I’hypothése
nulle dont l'erreur de premiére espece tend, lorsque n — oo, vers 0,05. Nous avons représenté
figure [6.1] les 60 premiers coefficients d’autocorrélation empiriques d’un échantillon de taille n = 500,
d’un bruit blanc fort, gaussien, centré, de variance o®> = 1. En utilisant la formule , nous
avons représenté lintervalle asymptotique [—1.96n=1/2,1.96n"2] autour de la vraie valeur p(h) = 0.
Pour les valeurs des retards h pour lesquelles 'autocorrélation empirique appartient a l’intervalle
[—1.96n"1/2,1.96n1/2] le test d’hypothése décrit ci-dessus est accepté.

Ce type de visualisation ou l'on représente les coefficients d’autocorrélation empiriques ainsi que
les extrémités des intervalles [—1.96n_1/2, 1.96n_1/2] pour les estimateurs correspondants dans le cas
du bruit blanc (fort) est classique dans le domaine des séries temporelles ot il est désigné sous le
nom de corrélogramme. Il permet de détecter visuellement les retards pour lesquels les coefficients de
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FIGURE 6.1 — Fonction d’autocorrélation empirique pour un échantillon de
bruit blanc fort, gaussien, centré, de variance o = 1. Le nombre d’échantillons
est égal & mn = 500. Les droites en pointillé représentent les extrémités des
intervalles [—1.96n~1/2,1.96n=1/2].

corrélation sont ou ne sont pas compatibles avec l’hypothése de bruit blanc fort (comme dans le cas de
la figure par exemple).

11 faut toutefois faire attention quand on considére simultanément plusieurs valeurs de retards, car
st le risque de premiére espéce de chaque test individuel est asymptotique égal a 0,05, il est difficile
d’évaluer le risque d’un test consistant a prendre en considération simultanément un ensemble de
valeurs de retards, car nous ne prenons pas en compte la dépendance entre les différents tests.

Nous pouvons toutefois déduire du théoréeme précédent un test de I’hypothése nulle que le processus
soit un bruit blanc en prenant en compte simultanément plusieurs valeurs de retard. En effet, le
théoreme montre que, sous l'hypothése que {X;,t € Z} est un bruit blanc fort, la statistique
T, = Z{il pn(1)? est distribuée suivant une loi du x* centré a K degrés de liberté. Le test consistant
a accepter Uhypothése nulle si la valeur prise par la statistique T, est inférieure au quantile & 95%
de la loi du chi® centré a K degrés de liberté, a une erreur de premiére espéce asypmptotique égale
a 0,05.

Exemple 6.2.6 (Processus MA(1)). On consideére le processus MA(1) défini par Xy = Zy + 61241
o Z; est un bruit blanc fort, centré, de variance o?. Ici, la suite des coefficients d’autocorrélation est
donnée par :

1 pour h =0

01 B
p(h) = Trar PO |l =1
0 pour |h| > 2

On en déduit, d’aprés (6.13), que les éléments diagonaux de la matrice de covariance de la distribution
limite des coefficients d’autocovariance empiriques ont pour expression :

{1 —3p%(1) + 4p*(1)  pour |h| =1

W —
ol 1+2p(1)2 pour |h| > 2
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Par conséquent les intervalles de confiance de taux de couverture 95% pour les coefficients d’auto-
corrélation empiriques sont donnés, pour h =1, par :

pn(l) € [p(1) —1L96W 212 (1) + 1.96W117/12n_1/2]

et, pour h > 2, par :
pn(h) € [—1.96W217/22n_1/2 + 1.96W217/22n_1/2]

Notons ici que ces régions dépendent, par l'intermédiaire de p(1), de la quantité a priori inconnue
01. Nous avons représenté figure les 60 premiers coefficients d’autocorrélation empiriques d’un
échantillon de longueur n = 500 d’un processus MA(1) défini par 1 = —0.8 et 0 = 1. Les traits en
pointillé représentent les bornes asymptotiques autour des vraies valeurs au niveau 95%.

1 T T T T T

—0.50 1

0 10 20 30 40 50

FIGURE 6.2 — Fonction d’autocorrélation empirique d’un échantillon de lon-
gueur n = 500) d’un processus MA (1) pour 61 = —0.8 et donc p(1) = —0.4878.

Exemple 6.2.7 (Processus autorégressif fort d’ordre 1). On considére le processus aléatoire X; défini
par :
Xt =9Xt1+ Zt

ot {Z;} ~ 1ID(0,0?) et ot |¢| < 1. La fonction d’autocorrélation d’un tel processus est donnée par
p(h) = ¢l et les éléments diagonauz de la matrice de covariance W sont donnés par

h 00
Win=_ ¢*(@"—¢")?+ Y ™07 —¢')
m=1 m=h+1

=(1-¢")(1+¢%)(1—¢*) " — 200>

Considérons la séquence, de longueur n = 1800, des battements cardiaques représentés ﬁgure (cha-
pitre. La ﬁgure qui représente les couples (X, Xy—1) suggére fortement la présence d’une relation
linéaire entre les variables X; et X1 et invite donc a tester la validité d’un modéle autorégressif
d’ordre 1. Pour estimer le paramétre ¢ du modéle autorégressif, une méthode naturelle, compte tenu de
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Vallure de la fonction d’autocorrélation de 'AR(1), consiste & wutiliser comme estimateur ¢p, = pn(1)
qui donne qgn = 0.966. Pour tester la validité du modéle, deuz solutions s’offrent a nous : (i) tester que
les résidus de prédiction donnés par Zt = X — fin —q@n(Xt,l — fin) sont compatibles avec un modéle de
bruit blanc, (ii) vérifier directement que les coefficients d’autocorrélation empiriques sont compatibles
avec ceux d’un modéle AR(1). Les résidus de prédiction sont reportés figure et la fonction d’auto-
corrélation de ces résidus figure[6.4), ot nous avons aussi indiqué les bornes de la zone crédible a 95%
pour le bruit blanc avec un nombre d’observations n = 1800. Les corrélations empiriques, en particu-
lier pour h = 2, sont significativement & [extérieur des intervalles de confiance du bruit blanc, ce qui
conduit a rejeter le modele de bruit blanc pour les résidus et donc le modéle autorégressif d’ordre 1
pour les observations. Les résultats de ’analyse de la suite des coefficients d’autocorrélation empiriques
du processus et des zones crédibles a 95% sous l'hypothése d’un modeéle AR(1) avec ¢ = 0.966 sont
reportés figure[6.5. On observe que les premiéres valeurs des coefficients de corrélation sont nettement
a lextérieur de cette zone, ce qui contribue ici encore d rejeter le modéle AR(1).

20 T T T T T T T T

10f 1

_10 .

O 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

FIGURE 6.3 — Série des battements cardiaques : Résidu de prédiction Zy =
(Xt - ﬂn) - d)n(Xt—l - ,[an)
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FIGURE 6.4 — Série des battements cardiaques : coefficients d’autocorrélation
empiriques des résidus de prédiction Zy = (X¢ — jin) — ¢n(Xi—1 — fin) et zones
crédibles a 95% pour le bruit blanc (n = 1800 ).
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FIGURE 6.5 — Série des battements cardiaques : coefficients d’autocorrélation
empiriques de la série et bornes des zones crédibles a 95% pour un modéle

AR(1) de paramétre ¢ = 0.966.
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6.3 Preuve du Théoréme [6.1.2

Les preuves sont basées sur le théoreme d’approximation suivant

Théoréme 6.3.1. Soient (A,,n >0), (B, m >0), (Byn,m>0,n>0) et B des vecteurs aléatoires
vérifiant

(i) Pour tout m, By, £, B, quand n — oo,

(ii) Bp, £ B pour m — oo,
(tit) Pour tout € > 0, limy, o0 limsup,,_, oo P (|An — Bmn| > €) = 0.
Alors A, £ B quand n — 0o.

Remarque 6.3.2. Pour établir la condition il est souvent pratique d’utiliser l’inégalité de Markov.

Démonstration. En appliquant le théoréme de Levy (voir théoreme|B.3.3)), il suffit de montrer que, pour
tout A\, ¢4, (A) = ¢B(A), o ¢z(A) est la fonction caractéristique du vecteur aléatoire Z. L’inégalité
triangulaire montre que

04, (A) = 98N] < |94, (A) = 0B, , (M) +08,,,(A) = 0B, (M| + [¢8,,(X) = dB(N)].

Considérons tout d’abord le premier terme.

|64, (A) = @B, (M) = )E [eiAfAn} g {ewsm,n}

oA An (1 _ ei(,\th,n—AiAn)> H
} .

Pour 6 > 0, posons A, ,,(9) def {IN'Bp,, — A'A,| > 6} Nous avons donc :

<E|

<E Hl _ (AT Binn—AtAn)

04,(A) = 0B, ,(A)] < E Hl — X =X A ﬂAaz,n(é)} :

ﬂAm,n(é)} +E H 1 — e\ Brmn=AAn)

Pour X\ et € > 0, nous choisissons d(e) tel que ’1—61(’\th7"_>"5‘4”)

]lA?nn(‘;(E)) < €. Comme
1 — olX' B n—tAy)

< 2, linégalité précédente implique

|04, (A) = 0B, (N)] < 2P [Armn(d(€))] + €.

Comme limy, o limsup,, o, P[Anm »(6(€))] = 0, nous pouvons choisir un entier m(e) tel que, pour tout
m > m(e) il existe un entier n(m,e€) tel que

P[Amn(d(€))] <€, pour tout n > n(m,e).

La condition montre que 'on peut choisir m > m(e) assez grand pour que |¢p, (A) — dpp(A)| > €.
La condition (f}) montre que I'on peut choisir n > n(m,€) suffisamment grand pour que [¢p,, ,, () —
®B,,(A)] <€, ce qui conclut la preuve du théoreme. O
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Nous allons maintenant étendre le théoreme de la Limite Centrale dans un cadre dépendant. Nous
nous allons tout d’abord établir ce théoréme pour des suites m-dépendantes, puis nous étendrons ce
résultat aux processus linéaires au sens fort.

Définition 6.3.3 (Processus M-dépendant). Nous dirons que le processus {Xp,k € Z} est M-

dépendant, si pour tout n € Z, les tribus P, def o(Xk, k <n) et Fryms1 def o(Xg, k>n+m+1) sont
indépendantes.

Théoréme 6.3.4. Soit { Xy, k € Z} un processus stationnaire au sens strict M-dépendant. Nous
supposons que & [Xg] < oo et nous notons par (+) la fonction d’autocovariance du processus. Alors,

Vi (X = p) <5 N(0, Vi),

ot p=E[Xo] et Viy = Z;j‘i_M v(h).

Démonstration. Sans perte de généralité, nous supposons que p = 0. Nous allons utiliser le théoréme
d’approximation en construisant un tableau de variables aléatoires {By,n,(m,n) € N x N}

approchant A, et 1/ 2X,,. Pour m > 2M, considérons
Bm,n — n_1/2 [(Xl +-+ meM) + (Xerl + -+ X2me) + (X(rn—l)m+1 + -+ Xrnme)]

ot , = |n/m]. Cette approximation contient une partie des termes de X,,, mais les variables aléatoires
I = (X(k,l)mﬂ + -+ Xpm—m), K € {1,...,r} sont indépendantes. Comme le processus est
stationnaire au sens strict, les vecteurs aléatoires {Z, 1, ..., Zm,r} sont indépendants et identiquement
distribués de moyenne nulle et de variance

def

Sm-mt = Y (m—M — |h))y(h),m >2M . (6.16)

|h|<M

Nous allons vérifier que cette approximation satisfait les conditions du théoreme [6.3.1

(i) En appliquant le théoreme de Limite Centrale aux vecteurs aléatoires {Z,, ,k > 0}, nous obte-
nons

Bm,n = nil/Z Z Zm,k = (n/rn)il/erzl/Q Z Zm,k ’
k=1 k=1

. . _ L \
et en utilisant lim,, o (n/7y) 1/2 — ;12 nous obtenons By, n — By, lorsque n — oo, ou By,
est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle et de variance Sy,_pr/m.

(ii) Comme lim,, 00 Sp—nr/m = Vs, nous avons By, i> B, ot B est une variable aléatoire gaus-
sienne de moyenne nulle et de variance Vys. En effet, la fonction caractéristique est donnée par
E [eD‘Bm} = e A"Sm—n/(2m) et, donc, pour tout A € R, lim,, o E [eD‘Bm] = e~ AVM/2 Notons
que \ — e~ 2V/2 egt la fonction caractéristique d’une variable aléatoire gaussienne centrée de
variance V). le résultat est donc une conséquence de la caractérisation du théoréme Levy (voir

Theoreme |B.3.3)).

75



(iii) Pour vérifier la derniére condition, considérons la différence
1/2 % ~1/2
n/Xn_Bm,n:n / (Wm,1+"'+Wm,rn)7

ot Wik = Xgm—m41 + -+ Xy pour 1 < bk <y —1et Wy, = Xp mong1 + -+ Xp.
Les variables aléatoires W, , 1 < k < r,, sont indépendantes. La variance des r, — 1 premieres
variables est égale & Sjys ot Sy est défini par (6.16|). La variance de Wy, ,,, est donnée par

Var(Winr,) = > (n—[n/mm+M —Jul)y(w) < Y (m+M — |ul)y(u).
lu|<m—M |u|<m—M

En utilisant
Var <n1/2X'n — Bmm) =n""(r, — 1)Sy + Var (Wi )]

nous avons
lim sup Var (nl/zXn — Bmm) =m 'Sy ,

n—o0

et donc B
lim lim sup Var (n_an — Bmm) =0.

m—00 n—oo

O

En utilisant le résultat précédent, nous allons établir le théoreme Central Limite pour la moyenne
empirique d’un processus linéaire au sens fort

Xe=p+ Y iZij, (6.17)

j=—00

ou {Z;,t € Z} sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (bruit blanc
fort), de moyenne nulle et de variance o2 et

> Il < oo. (6.18)

j=—o0

Remarquons tout d’abord que si le processus {Z;,t € Z} est un bruit blanc fort gaussien, la variable
X, est elle aussi gaussienne, de moyenne nulle et de variance

var (%) =0t 3 (1 hw)

lu|<n

et comme )

i Y (1-Mhw) = 3 aw=o| X w] =, (6.19)

nous avons donc /n ()_(n — u) LN (0,V). Nous allons montrer que ce résultat reste vrai de fagon
générale.
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Théoréme 6.3.5. Soit {X;,t € Z} un processus linéaire fort (6.21) tel que

1. {Zi,t € Z} est un bruit blanc fort de moyenne nulle et de variance o>

2. EjeZ V] < oo.

Alors )

Vi (Xa =) SNOY), V=a| 3y
j=—00

Démonstration. Sans perte de généralité, nous supposons que p = 0. Pour établir ce résultat, nous
allons utiliser encore le théoreme d’approximation L’idée est d’approcher le processus { X;,t € Z},

par une suite de processus (2m+1)-dépendant, X" = > 4);Z,_; et nous construisons les variables :

n
Yo =02y X"
t=1

. P L N
1. En appliquant le théoréme [6.3.4, nous avons, pour tout m, Yy, , — Y;, quand n — oo, ou ¥,
est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance V,,, avec

2
2m m
Vm= D /") =0"| > u] (6.20)
h=—2m j=—m

L N . . .
2. Comme V,,, — V quand m — oo, nous avons, Y,, — Y, ou Y est une variable aléatoire gaus-
2
. . _ 2 o0
sienne de moyenne nulle et de variance V = o (Z oo wj) .

3. Finalement,

Var (nl/z)?n — Ymm) =nVar | n~! Z Z iz

t=1|j|>m
2

qui converge vers 0 quand m — co.

6.4 Preuves des Théoremes [6.2.4 et [6.2.3

Nous allons maintenant étudier les distributions asymptotique de la fonction d’autocovariance et
d’autocorrélation. Dans toute cette partie, nous supposons que {X;,t € Z} est un processus linéaire
défini par

Xe=p+ >, $sZis, Y|l <o, (6.21)

S§=—00 S
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ou

Zy ~ 1ID(0, 0%) vérifie E [Z}}] = no™. (6.22)
Sans perte de généralité, nous posons p = 0. Nous notons {y(h),h € Z} la fonction d’autocovariance
de ce processus,

v(h) =0 Y Vihin, hEZL. (6.23)
Considérons, pour h > 0,
Fn(h) =n"" (Xppn — ) (Xy — ). (6.24)
t=1

Cette quantité est plus facile & étudier que autocovariance empirique 4, (h). De plus, 7, (h) est une
bonne approximation de l’autocovariance empirique comme le démontre la Proposition Nous
aurons besoin dans la suite du résultat suivant :

Lemme 6.4.1. Supposons que {X;} satisfait (6.21)) et (6.22)). Alors, pour tout (k,l,p,q) € Z*

E[XpXeXpXg) = (0= 3)0" > trpithryitipritgrs

+ot {y(k— Oy(p—q) + vk —p)v(l —q) + v(k — @)y({ — p)} . (6.25)

De plus, il existe une constante C' telle que, pour tout m € N,

m 4
E (Z Xt> < COm?. (6.26)
t=1

Démonstration. Ce calcul est élémentaire mais un peu compliqué ; nous n’en donnons que les éléments
essentiels en laissant les détails au lecteur. Nous évaluons ensuite E [Z;Z; Z;, Z,]. Un calcul élémentaire
montre que

not sii=j=k=1{(
E(Z;Z;jZyZy) = 0* sii=j#k=loui=k#j=Lloui=L#j=k (6.27)
0 sinon

Le résultat (6.25) en découle.

m 4 m
E (Z Xt> - Z E[X) X/ X,X,]=A+ B
t=1

k.t,p,q=1

avec

A=(n=-3)0" > D brpitberithprithgsi

kl,p,g=1i=—00

B=o" > {yk—-0yp—q) +v(E-py(l—q) +v(k - —p)} .
kl,p,q=1
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Notons tout d’abord que

m o0 [e.e]

DY Ukritbritprittgri| Y0 > D [ kritheritpritgrl
k=1¢p

k,l,p,q=1 |i=—00 ,P,q=—00 1=—00
3

<Y el | DS Il ]
k=1 i=cc

j=—o0

ce qui montre que

o0

A<m | > |l

j=—00

Remarquons que d’autre part que

> lv(k—ﬁ)v(p—q)+'y(k—p)7(€—q)+v(k—q)v(€—p)!§3< Z_ (m—!h!)!'y(h)\> :

k’é’p7q:1 h=—m-+1

Par conséquent

Bssm2<§j w<h>|) .

h=—o00
O
Proposition 6.4.2. Supposons que {X;} satisfait (6.21) et (6.22). Pour tout h >0,
E |Gu(h) = 5u(h))?] = O(n72). (6.28)
De plus, pour tout h € Z
E [a(h)] = E [Fu(h)] + O(n™1), (6.29)
et pour tout (p,q) € Z X Z,
Cov (3 (p), An(a)) = Cov (Fu(p), Fn(q)) + O(n™1). (6.30)

Démonstration. Sans perte de généralité, nous posons p = 0. Un calcul élémentaire montre que

n—h n—h

R 1 n—nh - 1_
nh) = — ; XewnXe + — X5 - —Xn ;{Xt + Xiyn}-
Nous avons d’autre part
n—h - h n
n_l Z{Xt+Xt+h} = QXn —n_IZXt —7’L_1 Z Xt.
t=1 t=1 t=n—h+1
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Par conséquent
An(h) = An(h) — <1+h) X2_Xx [n_lzh:XtJrn_l zn: Xt] .
! ! n) " ! t=1 t=n—h+1
En utilisant le Lemme nous avons E [Xﬁ] <Cn~2et

1/2

h 2 h 4
E (Xn nl th> <n 2 (E[XD)(E (Z Xt) < Cn~h.
t=1 t=1
De méme,

n 2
E (X'nnl > Xt> <Cn h,

t=n—h+1
ce qui conclut la preuve de (6.28]). L’équation ((6.29) découle de

. - . - . - 1/2
[E [ ()] — E Fa (W] < E [ (k) = Fa (W) < (E [An(h) —Fa(m)])?.
L’équation ([6.30]) s’obtient de fagon similaire. O

Nous allons tout d’abord calculer la variance et la variance asymptotique de 4, (h) lorsque { X;,t €

Z} est un processus linéaire fort vérifiant (6.21]) et (6.22]).
Proposition 6.4.3. Soit {X;,t € Z} un processus linéaire vérifiant (6.21]) et (6.22)). Alors :

o0

lim nCov (7u(p), n(9)) = (1 = 3V(P)¥(@) + Y W(wy(u+p—q) +v(ut+py(u—q)]. (6.31)

n—oo
U=—00

Démonstration. Sans perte de généralité, nous posons ici u = 0. Notons que E [§,(h)] = v(h). Nous
allons vérifier tout d’abord que pour tout p,q > 0,

(n—1)

Cov (n(p), An(q)) = n~? Z ( JZ‘) Vi, (6.32)

u=—(n—1)

ol
Vo v (u)y(u+p — q) +v(u+ p)y(u— q) + (n — 3)o* Z VitutqVitulivpi - (6.33)

L’absolue sommabilité de {¢;,t € Z} implique que ), ., [Vi| < oo et le théoreme de convergence
dominé implique ([6.31]). Notons tout d’abord que :

E [ (0)Fn(@)] =172 Y 0 Y erpithe jtriqrtr—iE [ZiZ; 2 Z0) .

87t ivjvk“vg

La formule s’obtient ensuite directement en utilisant (6.27)). O
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Nous disposons maintenant de I’ensemble des résultats permettant d’établir le Théoreme
Preuve du Théoréme[6.4 Le théoréme découle de (6.29), et de la Proposition O
La proposition [6.4.2] montre que
n!/2 (A (h) = Fn(h)) = op(1) .

Par conséquent, les distributions limites de 4, (h) et de 4, (h) coincident. En utilisant la proposition
précédente, nous pouvons obtenir un premier résultat sur la distribution asymptotique des coefficients
d’autocovariance empirique :

Théoréme 6.4.4. Soit {X;,t € Z} un processus linéaire vérifiant (6.21) et (6.22)). Pour K > 1,

notons 4, &f An(1), .., A (KT, ~ &f [Y(1),...,v(K)]" et V la matrice de dimension K x K dont

lélément V), 4 est donné par

Voa & (=370 + > Iy(wr(u—p+q) +v(u+q)y(u—p)] . (6.34)

uU=—00
Alors,

N L
Démonstration. Nous allons établir ce résultat en remplacant 4,, par 7, = [Fn(1),..., 3 (K)]T,
car nous savons que ces deux quantités sont asymptotiquement équivalentes. Nous considérons tout
d’abord le processus stationnaire au sens strict (2m + K)-dépendant défini par

(X7 — p)?
m (Xi — (X" —p)
th = : ’
(X{ g — ) (X" =)

. def .. ,
ol X" = W+ Z‘ jl<m Y;jZy—;. La moyenne empirique de ce processus est donnée par

i (0)
n Jm
_ (1
Ynm,:n—IZth: TL() 7
t=1 '
' (K)

ou, pour h > 0,

n

A (hy =0ty (XTE, — (X" — 1),

t=1
Nous remarquons que
Y (0)
_ (1)
E [Ymvn] ! :
T (K)
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ot ¥ (h) = Cov (X", X]"*). Nous allons appliquer le théoreme d’approximation Considérons le
vecteur - -
Bm,n = n1/2 (Ym,n —-E [Ym n]) )

)

qui approche le vecteur
ATL = n1/2 (:Yn - 7) .
1. Soit cun (K +1) x 1 vecteur déterministe, et appliquons le théoréme Central Limite au processus
(2m + K)-dépendant c’'Y;. Nous obtenons

B = n'? (V" —E [Y"]) -5 B,
ol B,, est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance ¢’ V™c, les éléments

V,y de la matrice V'™ étant donnés par,

o

VS (= 3y o)y™@) + Y ()™ (w —p + @) + 4™+ gy (u— p)] -

U=—00

. L N
2. En remarquant que comme limy, .~ V;, = V, nous avons B,, — B quand m — oo, ou B est
une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance ¢’ Ve.

3. Il reste a établir 'uniformité de la convergence : pour tout € > 0,

lim limsupP (| By, — An| >€) =0.

m—=00 n—oo
Comme

P(n'2 |3, (h) = An(h)| = ex)

M=

IP)(|-Bm,n - An| > 6) <

i

0
il suffit d’établir (en utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev) que

lim limsupnVar (3, (h) — 4n(h)) =0. (6.35)

m—00 n—oo

En utilisant 1'identité
nVar (3,'(h) — 4n(h)) = n[Var (3, (h)) + nVar (4n(h)) + 2Cov (7" (h), 4n(h))] ,

et des calculs similaires & ceux que nous avons effectué pour établir (6.32)) and (6.31)), nous
obtenons (6.35)).

O
Nous allons étendre le résultat précédent aux coefficients d’autocorrélation p,(h) = 4, (h)/5n(0).

Preuve du Théoréme[6.2.4 La preuve est une application directe du théoréme [6.2.3] par application

de la delta-méthode (voir paragraphe [B.8). On consideére la fonction g : RE+! — RX définie pour
xo # 0 par
g(xo, 21, .., TK) = [x1/T0, ..., 2K /0] .

82



Nous avons,
9(n(0), - An(K)) = (pn(1), -, pu(K))" .
et une application directe de la Proposition montre que
~ ~ L
V1 (9(n(0), -, An(K)) = 9(3(0),....,4(K))) = N(0,DVDT)

ou V est la matrice de covariance des coefficients d’autocovariance donnée par (6.34)) et D est la

matrice jacobienne de la fonction g au point [y(0),...,v(K)],
—y(1) ~(0) 0 ... 0
2 —y(2 0 0) ... 0
o | j( ) ' ’v(. ) | ‘
7(0) : : : K :
—(K) 0 0 .... (0

Cette matrice peut se réécrire de facon plus compacte

1
D= W[_pIK]

ou Ix est la matrice identité K x K. En écrivant la matrice V' sous la forme

T

_ | Yoo Vi
V =

vi Vao

la matrice W peut s’écrire
W =~72(0) [wopp" — pvi —vip" + Vo] ,
ot vi = [v1,0,V2,0,---,VK 0]} et Vag = [vpg,0,q=1,...,K]. Un calcul élémentaire montre que

Wpq =7 2(0) [Up,g — p(P)v0.g — P(Q)Vp0 + p(P)p(q)v0 0]

oo

= > [p(wp(u—p+q)+ plu—p)p(u+q) + 20(p)p(q)p*(u) — 2p(p)p(u)p(u + q) — 2p(q)p(w)p(u — p)] .

U=—00

O]
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Chapitre 7

Estimation de la densité spectrale

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés & l’estimation de la fonction d’autocova-
riance. Dans certaines applications, il est plus pertinent d’estimer la densité spectrale qui est souvent
plus facile & interpréter que la trajectoire ou fonction d’autocovariance, révélant des structures (par
exemple, cycles ou pseudo-cycles) qui ne sont pas toujours visibles. Pour nous en convaincre considérons
I'exemple de la forme d’onde représentée figure [7.1] Il s’agit d’un segment d’environ 40 millisecondes
extrait d’un enregistrement d’un son produit par un harmonica. La trajectoire est complexe, reflétant
les deux caractéristiques essentielles du signal produit par cet instrument : des composantes cycliques
liées aux vibrations des lames métalliques modulant de facon quasi-périodique le flux d’air et un bruit
de friction. La fonction d’autocorrélation, que nous avons représentée a gauche figure révele
en effet des structures temporelles complexes mais cette représentation n’est pas apte a réellement
mettre en évidence la présence de (pseudo)-cycles. Ceux-ci apparaissent, par contre, clairement quand
on observe le module de la transformée de Fourier du signal (a droite figure . Cette représentation
fréquentielle n’est toutefois pas tout a fait satisfaisante, car elle est tres “bruitée”, ce qui rend difficile
son interprétation. Cette variabilité est simplement la traduction, dans le domaine de Fourier, de la
variabilité que nous observons dans la forme d’onde.

L’objet de ce chapitre est de trouver une méthode d’estimation spectrale qui, tout en préservant
les structures cycliques, soit capable de lisser les fluctuations.

7.1 Le périodogramme

Nous supposons dans cette partie que {X;} est un processus stationnaire au second-ordre de
moyenne g et de fonction de covariance y(h) = E[(Xyyn — p)(X; — p)] absolument sommable :
> v(R)] < oo. Sous ces hypotheses, le processus {X;} admet une densité spectrale donnée par :

1 o
A) = — h)e A
=5 3 A

=—00
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FIGURE 7.1 — Signal d’harmonica échantillonné ¢ 11.025 kHz (temps en se-
conde).
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FIGURE 7.2 — A gauche, suite des 40 premiers coefficients de corrélation du
signal représenté figure . A droite, transformée de Fourier (en dB) de ce
signal (fréquence en Hz).
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Pour estimer la densité spectrale de {X;}, il est naturel de s’intéresser au périodogramme, défini
comme le module au carré de la transformée de Fourier discrete des observations { X7, Xo,--- , X, } :

LX) = 1dX ()P ot dX (A pe A (7.1)

ou A\, = 2wk /n sont les fréquences de Fourier. Remarquons ici que la relation :

n—1
Zefit)\kzo pour )\k:27rk:/netk€{1,7(n_1)}
t=0

montre que le périodogramme aux fréquences de Fourier g, non nulles modulo 27, est invariant par
ajout d’une constante. Le périodogramme a été introduit par Sir Arthur Schuster (1898) pour étudier
les “périodes cachées” apparaissant dans la série de taches solaires. L’analyse spectrale des séries
temporelles s’est ensuite considérablement développée avec le développement de moyens de calculs
performants, et la découverte d’algorithmes de transformée de Fourier rapides.

Malheureusement nous allons voir dans la suite que le périodogramme n’est pas un “bon” estima-
teur de la densité spectrale, dans le sens ou cet estimateur n’est pas consistant (il ne converge pas
vers la vraie densité quand n tend vers I'infini). Néanmoins, il est a la base de la construction de la
plupart des estimateurs de densité spectrale.

Rappelons tout d’abord que, comme nous ’avons déja noté dans le chapitre |§| (voir expression
(6.7)), le périodogramme est aussi égal & la transformée de Fourier discrete de la suite des coefficients
d’autocovariance empiriques. En effet partant de :

n—|h|

An(h) =01 Y " (Xe = fin) (KXo — fin) 00 fip=n"") X,
t=1 t=1
on vérifie aisément que
L
1(0) = o nljinl? (72)
) -
IX(\) = % Z h)exp(—ihA;) pour A\; #0 (7.3)

Pour estimer la densité spectrale fX()\) a toutes les fréquences, il est pratique d’étendre le
périodogramme pour les valeurs de fréquences normalisées ne coincidant pas avec les fréquences de
Fourier. Ceci peut étre fait de différentes manieres ; nous suivrons I’extension adoptée par Fuller (1976)
qui consiste a définir le périodogramme comme la fonction constante par morceaux donnée par :

I;LX/\ Si Mp—7m/nm< A< +7/n et 0<A<7m
YN = 0w po st/ (7.4)
If(—)\) si —T1<A<O

Par construction, cette définition garantit que le périodogramme est une fonction paire, qui coincide
avec I'équation ([7.1)) aux fréquences A\, = 27k /n. De facon plus concise on peut alors écrire que :

LY(N) = LY (9(n, V)
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ou g(n,A) désigne, pour A\ € [0, 7], le multiple de 27w /n le plus proche de A et, pour A\ € [—m,0),
g(n,A) = g(n,—\). La proposition suivante établit que le périodogramme est asymptotiquement sans
biais.

Théoréme 7.1.1. Soit {X;} un processus stationnaire de moyenne p et de fonction d’autocovariance
v(h) absolument sommable. Alors quand n — +o00 on a :

E [1X(0)] — 5 — fx(0)

et E [I,i(()\)] — fx(A) pour A#0
Démonstration. Remarquons que, pour A # 0, on a :

(n—1)
B[R] =5 X (1= 0) et

2 n
h=—(n+1)

Posons yu(h, ) = (20) Ly (B)(1 — [Bl/m)r(R)e 9. Nous avons (kN < (k)| et
lim,, 00 Y (R, ) = y(h)e™ . On conclut en appliquant le théoréme de convergence dominée. O

Pour comprendre les propriétés statistiques du périodogramme, nous allons tout d’abord nous
intéresser a la distribution statistique du périodogramme d’un bruit blanc fort, ¢’est-a -dire d’une suite
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de moyenne nulle et de variance
finie.

Théoréme 7.1.2. Soit {Z;} une suite de variables aléatoires i.i.d., de moyenne nulle et de variance
02 < 00. Sa distribution spectrale a pour densité fz(\) = o2/2x.

1. Soient 0 < w1 < ... < wpy < T, m fréquences fizes. Le vecteur aléatoire [IZ(w1),- -+ , IZ (wm)]
converge en loi vers un vecteur de variables aléatoires indépendantes, distribuées suivant une loi
exponentielle, de moyenne o2 /2.

2. Supposons que E [Z,ﬂ < 00, alors :

2 2
i ()} = § 2200 e (75)
fo(k) + ka/dm*n 0 <Ay <m

et cov{IZ(N;),IZ(\)} = ka/AT?n pour N # Mg (7.6)

ot A\, = 2mk/n sont les fréquences de Fourier et ot kg4 est le cumulant d’ordre 4 de la variable
Zy défini par :
ke =E [Z1] — 3(E [Z}])?

3. Supposons que les variables aléatoires Z; soient gaussiennes. Alors kg = 0 et, pour tout n, les
variables aléatoires 17 (M\)/fz(A\), k € {1,---,(n —1)/2} sont indépendantes et identiquement
distribuées suivant une loi exponentielle[l| de moyenne 1.

1. Cette loi a pour densité p(u) = e “1(u > 0).
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Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. O

La relation du théoreme montre que la variance de [’estimateur du périodogramme
ne tend pas vers 0 lorsque le nombre d’échantillons tend vers ’infini. Le périodogramme est bien
un estimateur asymptotiquement sans biais de la densité spectrale du bruit blanc, mais n’est pas
consistant. On voit méme que +/var(IZ(\;)) est de I'ordre de o2 et donc les fluctuations autour de
la vraie valeur sont de 'ordre de grandeur de ce que l'on cherche & estimer. C’est ce que montre la
figure ol nous avons représenté le périodogramme en dB d’un bruit blanc pour différentes valeurs
de n. On observe sur ces réalisations qu’a certaines fréquences de Fourier les écarts avec la vraie
valeur 02 /2 restent trés importants méme lorsque n augmente. Nous avons aussi reporté (droite en
pointillé) le seuil de confiance a o = 90% de la loi asymptotique de I,,(Ax)/fz(Ai). Ce seuil a pour
expression s = —log(1 — ). Partant du théoreme valable pour les processus i.i.d., nous allons

n= 64 n=128
0 0
INAAAA L, N e A
-10 \/\/\/ -10
-20 -20
-30 -30
0 s

FIGURE 7.3 — Périodogramme en dB d’un bruit blanc de variance 1 en fonction
de la fréquence \ € (0,7), pour différentes valeurs de n. La droite en trait plein
représente la densité spectrale théorique o2 /2m et la droite en pointillé le seuil
de confiance a 90%.

voir qu’il est encore possible d’étendre ce théoreme a la classe plus large des processus linéaires forts
centrés dont nous rappelons la définition.

Définition 7.1.3 (Processus linéaire fort). Le processus {X;} est linéaire fort, s’il existe un bruit
blanc fort Z; ~ IID(0,0?%) et une suite de coefficients {1y }rez absolument sommable telle que :

Xi= Y vZi (7.7)

k=—o00

On rappelle que X; est stationnaire au second ordre, que E [X;] = 0 et que sa densité spectrale est
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donnée par :
2
o s
Fx(N) = e (7.8)
Le théoréme [7.1.4] montre qu’il existe une relation analogue & (7.8)) entre le périodogramme I;X (\) du
processus {X;} et le périodogramme IZ()\) du bruit blanc fort {Z;} qui définit X;.

Théoréme 7.1.4. Soit {X;} un processus linéaire fort. Supposons que S oo |k|"/?|1bx| < oo et que
E [Z}] < 00. On a alors :

LY (M) = [b(e ™) PIF (M) + Rn(Ae)

ou le terme R, (\) vérifie :

E [[R.(\)]] = O(n™")

max
ke{l,,[(n—1)/2]}
Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. O

On comprend alors qu’en utilisant 1’ “approximation” donnée par le théoréme[7.1.4 on puisse étendre
le théoreme aux processus linéaires forts.

Théoréme 7.1.5. Soit {X;} un processus linéaire défini par :
o
Xi= Y vZi
k=—0oc0

ou {Z;} est un bruit blanc fort 1ID(0, 0?) vérifiant E [Z}] < co. On suppose que >, |E[2|y] < oo et
que (e ) =S hre FA £ 0. On note :
o? —in |2
fx() = o= [w(e™)|

1. Soient 0 < wp < -+ < wy < w, m [fréquences fizes. Le wecteur aléatoire
[IX(w1)/fx (1), X (wm)/ fx(wm)] converge en loi vers un vecteur de variables aléatoires
indépendantes, distribuées suivant une loi exponentielle, de moyenne 1.

2. De plus

2f2 (k) +O(n~Y2) A, € {0, 7}
2 +0m™2) o< <
cov(Iy (\)s I (k) = O(n™1) - Xy # A,

var(I; (A)) =

ot les termes O(+) sont uniformes en k et en j.

Démonstration. La preuve est une conséquence directe des théoremes [7.1.4] et ]
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FIGURE 7.4 — Périodogramme pour un AR(2) de paramétres [1,—1,0.9] et
0% =1 calculé surn = 1024 échantillons, en fonction de la fréquence X € (0, ).

En conséquence, comme pour le bruit blanc fort, la variance du périodogramme d’un processus
linéaire fort est, a une fréquence de Fourier, de I'ordre de grandeur du carré de la densité spec-
trale & cette fréquence. La figure [7.4] illustre ce résultat : elle montre le périodogramme, évalué sur
1024 échantillons, d’un processus AR(2) gaussien. L’écart-type du périodogramme est proportion-
nelle & la densité spectrale, ce qui rend bien entendu l'interprétation du périodogramme difficile. Le
théoréeme implique qu’asymptotiquement les variables aléatoires [I;,(A1), ..., In(An/2)] se com-
portent comme un tableau de variables indépendantes distribuées marginalement comme W fx (Ag)
ou W suit une loi exponentielle. Il s’agit donc d’une structure de bruit de type multiplicatif, ou le
parametre d’intérét, a savoir la densité spectrale, est multipliée par le “bruit” W. L’application d’une
transformation logarithmique conduit naturellement a une structure de bruit additif : asymptotique-
ment le log-périodogramme est égal a la log-densité spectrale observée dans un bruit approximative-
ment additif et de variance constante. Figure [7.4] nous avons représenté le spectre évalué en dB ainsi
que l'intervalle de confiance & o = 90% de la loi asymptotique de X (A\y)/fx (\) soit :

nlggop{lf(xk)/fx(xk) >cl=1-e¢“=a

qui donne ¢ = —log(1 — «).

7.2 Estimateur a noyau

Nous présentons ici une technique permettant de construire un estimateur non paramétrique de
la densité spectrale, 'estimateur & noyau. Cette approche, qui effectue un lissage du périodogramme
en fréquence, exploite les propriétés du périodogramme que nous avons mises en évidence dans le
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FIGURE 7.5 — Périodogramme en dB pour un AR(2) de paramétres [1,—1,0.9]
et 02 =1 calculé sur n = 1024 échantillons, en fonction de la fréquence \ €
(0, 7). La courbe en pointillé donne le seuil de confiance a 90%.

paragraphe précédent. Nous supposons dans toute cette partie que {X;} est un processus linéaire fort,
satisfaisant les conditions d’applications du théoreme

D’apres le théoreme [7.1.5, & la limite des grands échantillons, les coordonnées du périodogramme
aux fréquences de Fourier \;, = 27k /n sont des variables décorrélées d’écart type o2[tp(e ™ )|2/(2n).
La fonction A\ — |¢)(e7*)|? est continue, elle varie donc “peu” sur de “petits” intervalles de fréquence.
Ceci suggere de construire un estimateur de la densité spectrale a la fréquence A en moyennant les
coordonnées du périodogramme aux fréquences de Fourier dans un “voisinage” de la fréquence .

Nous considérons ’estimateur a noyau de la densité

Z Win, (K)IX (g(n, A) + Ap) - (7.9)

ot (my,n > 0) est une suite d’entiers et (W,,,j > 0) est une suite de fonctions vérifiant
(W-i) limy,—yo0 my, = 00 et limy, o0 my /n = 0.

(W-ii) Pour tout m € N, et tout k € {—m,...,m}, Wy, (k) = Wy, (=k), Wp,(k) > 0. De plus, pour
kg {—m,...,m}, Wp(k)=0.

(W-iil) 32 5 <m Win(F) = 1.
(W-iv) Titmim 00 3251 <m Win (k) = 0.

Nous allons calculer le risque quadratique de cet estimateur,

EQM (fX (V) = b2, (0 + 02, (V).
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ol by, (A\) est le biais de l'estimateur
b (N =E [ FX )] = fx (). (7.10)
et 02, () est la variance de Iestimateur
. R 2
7,0 = | (o - W) (711)

Nous allons étudier ces deux quantités a une fréquence A donnée. Nous supposons dans cette partie
que le processus {X;} est linéaire fort,

Xp=p+ Y nZig, > kPl < oo, (7.12)
k=—00 k=—00
et
{Z;} est un IID(0, 0%) tel que E [Zﬂ = not. (7.13)

La condition Y70 _ |k|*|¢x| < oo implique que la densité spectrale est trois fois continfiment

différentiable.

—00

Proposition 7.2.1. Supposons que { X} est un processus linéaire vérifiant (7.12) et (7.13). Supposons
de plus que la suite (my)n>0 et le noyau W satisfasse les conditions (W-@ pour un Alors, il eriste
une constante Cy telle que, pour tout n suffisamment grand ,

2.0 T wam| aw <o (vt @ P rmym S w20 | (1)
k=—mn k=—mn

Démonstration. Supposons que A €]0, 7 /2[. Nous prenons n suffissamment grand pour que
0<g(n,A)—2mm/n < g(n,\) +2mm/n < 7/2.

Par construction de l'estimateur

Var(fX ) ZW2 k)Var (1Y [g(n, A) + Ag])

) Wi, (k) W, () Cov (LY [g(n, X) + il , I [9(n, A) + Ad])
kAL

En utilisant le Théoréme il existe une constante C' telle que :

[Var (I (9(1, ) + Ax)) = fX (9(n A) + M| < O 1/2
Cov (I (g(n, A) + M), I (g(n, A) + Ag)) < Ot

pour tout k, £ € {—my,,...,m,}*%
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Pour simplifier I’analyse, nous supposerons dans la suite que la fonction A\ — |ti)(e™")|? est trois
fois différentiable sur [—m, 7| et que la dérivée troisieme est bornée. En utilisant les résultats du
théoréme [7.1.4] nous avons :

E[AXN] = 3= Wann(k)fx lg(n, X) + 2mk/n) + O(n ") (7.15)

lk|<m

ot fx(A) = (2m)"Lo?|ih(e™)|? est la densité spectrale du processus {X;}. Comme la fonction fx est
deux fois contintiment différentiables, nous avons, pour |k| < m,

fx lo(n, X) + 2mk/n] = fx [g(n, N)] + fx [9(n, N)] (27k/n) + (1/2)£x lg(n, N)] (27k/n)? + Rim,n

ot Rimp < cmax |f¥(N)|(m/n)? pour |k| < m. Comme la fenétre de pondération est symétrique,

nous avons » i<, Wi, (k)k = 0, ce qui implique en utilisant :

Y Wi, (k) fx [9(n, ) + 2k /n] = fx(A) + (1/2) FX N Wonn + R

|k|<mpn

oUWy = 47%2 > lkj<m E* Wi (k) et | Rpn| < cmax | f{/(X)|(m/n)3. En prenant par exemple la fenétre
de pondération rectangulaire, nous avons Wm,n o m?/n? ce qui montre que le biais de I'estimateur
varie comme le carré du nombre de points de fréquence pris en compte dans le calcul de la moyenne
pondérée. Le calcul de la variance de cet estimateur s’écrit :

B | (X0 - B[R 0])] = o frl00) + Qs

ot Winn = 1oz 2 lkl<m W2 (k) et [Qmun| < cmax||f5(N)]] 2 |kl<m W2 .(k)(m/n). La condition W-
assure que la variance tend vers 0 quand n tend vers l'infini. En s’appuyant encore sur ’exemple
de la fenétre rectangulaire, nous avons Wmn x 1/m ce qui montre que la variance de I'estimateur
est inversement proportionnelle au nombre de points pris en compte dans le calcul de la moyenne
locale. En conclusion dans le cas d’une fenétre rectangulaire, le parametre m (qui détermine le nombre
de coordonnées de périodogramme moyennées) a un effet néfaste pour le biais et bénéfique pour la
variance de l'estimateur. Le risque quadratique de 'estimateur (qui prend en compte ces deux effets)
a pour expression :

| (X0 = x0) | = (0/0) (BT ) + T )

Il est naturel de choisir le parametre m de facon & minimiser 'erreur quadratique moyenne. Dans
le cas ot W, (k) = 1/(2m + 1), cette optimisation peut étre effectuée de facon explicite. Une autre
fenétre couramment utilisée est la fenétre triangulaire définie par :

1 \k\)

- (1-= our |kl <m

Wm,n(k) = m ( m P ’ ‘ o
0 sinon

Elle vérifie les conditions W—,, et présente 'avantage d’assurer au spectre estimé d’étre positif.

Les résultats obtenus avec la fenétre rectangulaire ont un caractere général : 'utilisation de fenétre
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de pondération permet d’obtenir un risque qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Ce résultat
s’accompagne en général d’un biais asymptotiquement non nul. En reégle générale, la valeur de m,
qui détermine la largeur de la fenétre, doit tendre vers 'infini, quand n — 400, mais suffisamment
lentement pour que le rapport n/m tende aussi vers l'infini. Il faut donc ajouter aux conditions W-

,, la condition suivante :
m(n) — oo et m(n)/n — 0 quand n — oo

Typiquement on aura m(n) = n® avec 0 < a < 1.

7.3 Preuves des théoremes [7.1.2 7.1.4]

Prewve du théoréme[7.1.3.  (i). Notons :

aZ(\g) = (1/2mn) "2 320 Z, cos(Agt)

BZ (i) = (1/2mn) "2 300 | Zysin(\gt)
les parties réelles et imaginaire de la transformée de Fourier discrete de {Z;} aux points de
fréquences A\ = 27k /n. Pour une fréquence arbitraire A\, nous avons :

1

I (V) = 5 (a7 (g(n, 2)* + 87 (9(n, X))

(7.16)

Rappelons que si une suite de vecteurs aléatoires Y,, converge en loi vers une variable aléatoire
Y et que ¢ est une fonction continue, alors ¢(Y;,) converge en loi vers ¢(Y). Il suffit donc de
montrer que le vecteur aléatoire :

(O‘g()‘l)wﬁg()‘l)v'” 7a5()‘m)7ﬂg()‘m)) (717)

converge en loi vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance
asymptotique (02/47)Ioy,, oul Ia, est la matrice identité (2m x 2m). Nous allons tout d’abord
nous intéresser au cas m = 1. La preuve découle alors du théoreme suivant :

Théoréeme 7.3.1 (Lindeberg). Soit Uy, out=1,...,n et n=1,2,..., une suite triangulaire
de variables aléatoires centrées de variance finies. Pour tout m, les variables {Uy,1,...,Unn}
sont indépendantes. On pose Yy, = > 1 Upy et w2 = S0 var(Uny). Alors si pour tout € >0 :

n

. 1
i 3 5B V(00 2 )] =0

on a :

Yn/wn —d N(O7 1)

Soit u et v deux réels quelconques fixés et A € (0, 7). Considérons la variable Y, = uaZ (g(n, \))+
v3Z(g(n,\)) que nous pouvons encore écrire :

n
Yn = ZUn’t ou Un,t =

1 .
2 \/%(ucos(g(n, A)t) + vsin(g(n, \)t)) Z;
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Notons que, pour n fixé les variables aléatoires {Up} sont indépendantes. D’autre part, pour
tout A # 0, on vérifie aisément que :

n

ZCOSQ(g(n, At) = Zsin2(g(n, At) = 5 et Zcos((g(n, A)t)sin(g(n, A\)t) =0
t=1 t=1

Par suite, on peut écrire que :

n
w2 = Z var(Up.¢)
t=1

n

= % (u? cos®(g(n, M\)t) 4+ v? sin?(g(n, \)t) + 2uwv cos((g(n, A\)t) sin(g(n, A)t)))
=1
= £+ =}

Par suite, en posant ¢y = (|u] + |[v])/27w; et € = ev/2mwy/(|u] + |v]), on a :
n

1 n
> —E (U2 1(|Uny| > ewn)] < %0 Y E[Z71(1Z| = €vn)] = «E [Z71(|Z1] = €' /)]
t=1 ™ t=1

Le dernier terme tend vers 0 puisque on a E [Z71(|Z1| > €y/n)] < E[|Z1%] /€v/n et que
E [|Z1]*] < oo puisque E [|Z1|*] < co. La preuve s'étend aisément & un ensemble de fréquences
A, ... A en utilisant la méthode de Cramer-Wold (see Proposition [B.3.4)

(ii). Par définition de IZ(\;), nous avons au premier ordre :

E [IZ7(\)] = (2mn) 7! Zn: E[Z:Z] (=9 = (27) Lo (7.18)
s,t=1

Au second ordre nous avons :
n

E[IZ0\)IZ ()] = @mn) ™2 > E([Z.Z12,2,) e Cilime)PAs(vmw) (7.19)

n
s,t,u,v=1

En utilisant que les variables aléatoires Z; sont indépendantes, centrées, de méme variance o2 et
de moment d’ordre 4 fini et en posant E [Z}] = k4 + 30%, on obtient :

E [ZsZtZuZ'U] = 5468,t,u,v + 04(5s,t5u,v + 5s,u5t,v + 5s,v6t,u) (720)

En portant cette expression dans ([7.19)), nous avons :

2 2

n

Z RICYSOWY:

t=1

n

Z ei(/\j+)\k)t

t=1

_l’_

E [IZ()\j)If()\k)] = (2n) 20 thy + (2m) "I 20t [ 02 +

n
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(ii).

et donc :

cov(L7 (N), 17 (\e)) - = E [LEO) I ()] = E [L7 ()] E [17 ()]
—20_4

77 (A

n
Z ei(>\j+>\k)t
t=1

y n n

2 2

n

Z RICYSSWL:

t=1

= (2m) 20" thy + (270) 20 +

ce qui permet de conclure.

Lorsque {Z;} est une variable gaussienne centrée, le vecteur :

Qn=[oF () BI(N) -+ of(Ma) BT(O)]
est gaussien comme transformée linéaire d’un vecteur gaussien. Il suffit donc de calculer le
vecteur-moyenne et sa matrice de covariance. Il est facile de vérifier que le vecteur-moyenne
est nul et que, pour 0 < A\;, # \; < 7, nous avons :

E [(« Z(Ak))Q] =E [(520\1@))2} = (4m)~!
E [off /\k)ﬁz(kk)]

E [or; (Ae)osr (A7)] = Wwa( )] =0
[ /\k)ﬁz< ])]

La matrice de covariance est donc 021 /47 o I; est la matrice identité de taille nn. Par conséquent
les composantes de @, sont indépendantes. Rappelons que :

Z Z 2 z 2
De I'indépendance des composantes de Q,,, on déduit que les variables aléatoires 17 (\;) sont elles-
méme indépendantes et que 4717 (\)/0? est la somme du carré de deux variables gaussiennes
centrées, indépendantes, de méme variance 1, dont la distribution de probabilité est la loi dite

du x? & deux degrés de liberté. Ce qui conclut la preuve.
O

Preuve du théoréme[7.1.} Notons respectivement dX(\;) et dZ(\;) les transformées de Fourier
discretes des suites {Xi,---,X,} et de {Z1,---,Z,} au point de fréquence 2wk/n avec k €

...,

|(n —1)/2]. Nous pouvons écrire successivement :

dy (k) = (2mn) 712 Xy M

t=1
0o n
_ (27771)_1/2 Z wje—i)\kj <Z the—i)\k(t—j)>
j=—o0 t=1
00 n—j
_ (27m)_1/2 Z ¢je_i/\kj Zte—i)\kt
j=—o00 t=1—j
00 n
= (2mn) 12 ) apjem M (Z Zye Mt 4 Un,jw))
j=—00 t=1

= (™M) d7 (M) + Ya(Ae)
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oll nous avons posé :

n—j n
Unj(Op) = D Zye M0 =3 Zie ! (7.21)
t=1—j t=1
et Yo (M) = (2mn) 1% Y ahie T, () (7.22)
j=—o00

On remarque que, pour |j| < n, U, j(Ax) est une somme de 2|j| variables indépendantes centrées de
variance o2 tandis que, pour |j| > n, Uy, j(A;) est la somme de 2n variables centrées indépendantes de
variance o2. Par conséquent, partant de (7.21)), on a :

E [|Un7j()\k)\2] < 20 min(|5],n) (7.23)

ainsi que :

E [[Un; ()|*] < Cro*(min(j],n))? (7.24)

o Cr < oo est une constante. Pour montrer (7.24), il suffit de poser E [Z}] = no* et d’utiliser
I'inégalité (7.25)) pour p = 4.

Proposition 7.3.2 (Inégalité de Rosenthal (Petrov, 1985)). Soient (Xi,...,X,) des variables
indépendantes (mais pas nécessairement identiquement distribuées) et soit p > 2. Alors il existe une
constante universelle C(p) < oo telle que :

n
]E [
k=1

p n p/2 n
> Xk (Z E [X,?]) +> E[| X7 (7.25)
k=1

k=1

Utilisons & présent (7.24) pour majorer E [|Y,,(A)|*]. En adoptant la notation || X ||, = (E [| X |P])1/P
(pour p > 0) on a, d’apres 'inégalité triangulaire (inégalité de Minkovski) | X + Y|, < || X|, + Y]l :

sup 1Y (M) [l4 < sup 2mn) 72> 51U (M) 4
ke{l,,[(n—1)/2]} ke{l,,[(n—1)/2]}

j=—o0

Daprés (7-24), ||Uy.j (M) ||la < comin(|j],n)'/2. Par conséquent :

sup 1YaAe)lla < co(2mn)™"2 Y7 [4by| min(j], n)"/?
ke(l L= 1)/2]) flamrl

Maintenant on peut écrire :

> | min(|j],n)'/? < Z ;151"

j:—oo j_—OO

Par conséquent ||Y;,(A)||4 est d’un ordre égal & O(n=1/2).
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Nous pouvons & présent exprimer R, (\.) = LX (Ar) — [(e™*)|2IZ(\x) en fonction de Yy, (\;) =
dX(\) — (e M*)dZ (\g). 11 vient :

Ra(M) = [p(e™™)d (A) + Ya ()| — [ %) LT (M)
= (™M) dyy (M) Y (=) + (™) d7 (=) Yo (An) + [V ()

D’apres l'inégalité de Haqlder, | XY, < | X|p[|Y|lgsip™t+¢ ! =71 Enfaisant p=g =4 et r = 2,
il vient :

(E [IRa (A0 PDY? = 1Rn ()2 < 22 [5llld ) a1 Yo )l + 1Y (k) 4

D’apres le théoreme |dZ (Ax)||4 est de 'ordre de o/+/27. Par conséquent || R, () ||2 est de I'ordre
de n™1/2 et E [|Ry(M\)|2] = | Rn(Mk)||2 de Pordre de 1/n. Ce qui conclut la preuve. O
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Annexe A

Eléments d’Analyse Hilbertienne

A.1 Définitions

Définition A.1.1 (Espace pré-hilbertien). Soit H un espace vectoriel sur l’ensemble des nombres
complexes C. L’espace H est appelé pré-hilbertien si H est muni d’un produit scalaire :

() rx,ye HXH— (r,y) € C

qui vérifie les propriétés suivantes :
(i1) pour tout (z,y) € H x H et tout (o, B) € C x C, (ax + By, z) = a(x, z) + B (y, 2)

(1ii) pour tout x € H, (z,x) >0, et (x,z) =0 si et seulement si x = 0.

||l cx€eH— A/ {z,z) >0

définit une norme pour tout vecteur x.

L’application :

Exemple A.1.2 (Espace R"). L’ensemble des vecteurs colonnes x = [x1 --- ,]7, ot 2, € R, est
un espace vectoriel dans lequel la relation :

n
k=1

définit par un produit scalaire.

Exemple A.1.3 (Espace (?). L’ensemble des suites numériques compleves {xy}lren vérifiant
S oreo |12 < oo est un espace vectoriel sur C. On munit cet espace du produit intérieur :

(@,y) = > wyp < (1/2) Y (Jarl + |ysl?) < o0
k=0 k=0

On vérifie aisément les propriétés (i-iii) de la définition|A.1.1. L’espace ainsi défini est donc un espace
pré-Hilbertien, que l’on note £2.
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Exemple A.1.4 (Fonctions de carré intégrable). L’ensemble L2(T) des fonctions boréliennes définies
sur un intervalle T de R, a valeurs complezxes et de module de carré intégrable par rapport ¢ la mesure
de Lebesque ([ |f(t)|?dt < 0o) est un espace vectoriel. Considérons alors le produit intérieur :

(f.9) € L(T) x L2(T) > (f.g) = / F(H)g* (t)dt
T

On montre aisément que (f,g) < oo ainsi que les propriétés (i) et (ii) de la définition |A.1.1. Par
contre la propriété (iii) n’est pas vérifiée puisque :

(i) =07VteT f(t)=0

En effet une fonction f qui est nulle sauf sur un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue,
vérifie (f, f) = 0. L’espace H muni du produit (f,g) n’est donc pas un espace pré-Hilbertienne. C’est
pourquoi on définit l'ensemble L*(T) des classes d’équivalence de L2(T) pour la relation d’équivalence
définie par I’égalité presque partout entre deux fonctions. Par construction, L?(T) est alors un espace
pré-Hilbertien.

Exemple A.1.5 (Variables aléatoires de variance finie). De facon similaire a [’exemple pour
tout espace de probabilité (2, F,P), on définit H = L2(Q, F,P) (noté L2(Q) s’il n’y a pas de confusion
possible) comme l’ensemble des v.a. X définies sur (0, F,P) a wvaleurs complezes telles que

E[IX]*] <.
(On dit que X a une “variance finie”.) Sur cet ensemble, on définit
(X,Y) € L2(Q) x L2(Q) = (X, V) =E[XY*] .

Pour les mémes raisons que dans ’exemple on définit l’espace pré-Hilbertien L?(2, F,P) (ou
L?(2)) comme l’ensemble des classes d’équivalences de L2(Q) pour la relation d’équivalence définie par
I’égalité presque sire entre deux v.a. Cet exemple se généralise en fait o tout espace mesuré (2, F, )
en posant

(F.9) € LAQF) % LQF, ) (£9) = [ £9"d.
On montre aisément les propriétés suivantes :

Théoréme A.1.6. Pour tout z,y € H X H, nous avons :
(i) Inégalité de Cauchy-Schwarz : |(z,y)| < ||z| ||yl
(1i) Inégalité triangulaire : |[|z[| — [lyll| <[l =yl < |lz| + llyll.

(i5i) Identité du parallélogramme :
lz +ylI? + llz = ylI* = 2l|=]|* + 2[ly]”

Définition A.1.7 (Convergence dans H). Soit z,, une suite de vecteurs et x un vecteur d’un espace H
muni d’un produit scalaire. On dit que x,, tend vers x si et seulement si ||z, — x| — 0 quand n — +oo.
On note x,, — .
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Proposition A.1.8. Si dans un espace de Hilbert la suite x,, — x, alors x, est bornée.
Démonstration. D’apres 'inégalité triangulaire, on a :
[2n]l = (20 — ) + 2| < [lzn — =[] + [l]]
O

Proposition A.1.9 (Continuité du produit scalaire). Soit x,, — x et y, — y deux suites convergentes
de vecteurs d’un espace pré-hilbertien H. Alors quand n — 400 : (T, yn) — (z,y). En particulier, si
Tn = @, [[zn] = (2]

Démonstration. D’apres I'inégalité triangulaire puis l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

(z,y) — (n, yn> = <(5U — Tp) + T, (Y = Yn) + Yn) — (Tny Yn)
= <5E—1’my—yn> + <x_$myn> + <xnay_yn>
< |lzn — zllllyn — yll + |z — 2[l[lynll + lyn — z||[|zx]]

Il suffit ensuite d’évoquer la convergence et la bornitude des suites ., et y,. ]

Définition A.1.10 (Suite de Cauchy). Soit x,, une suite de vecteurs d’un espace pré-hilbertien H.
On dit que x,, est une suite de Cauchy si et seulement si :

|xn — zm| — 0
quand n,m — +00.

Notons qu’en vertu de 'inégalité triangulaire toute suite convergente est une suite de Cauchy. La
réciproque est fausse : une suite de Cauchy peut ne pas étre convergente. En voici un contre-exemple :

Exemple A.1.11 (Suite de Cauchy non convergente). Soit C([—m,w]) l'espace des fonctions conti-
nues sur [—m, 7). L’espace C([—m,7]), muni du produit ["_f(x)g*(x)dx, est un espace pré-hilbertien.
Considérons la suite de fonctions :

n

fu(z) = Z % cos(kx)

k=1

Les fonctions f,(x), qui sont indéfiniment continiment différentiables, appartiennent a C(—m, ).
Montrons que cette suite est une suite de Cauchy. En effet, pour m >n, on a :

m

1
| fn— fml? =7 Z eI 0 gquand (n,m)— oo
k=n+1
D’autre part on montre aisément que la limite de cette suite foo(x) = > o,k ‘cos(kz) =

log | sin(z/2)| n’est pas continue et n’appartient donc pas a C([—m,x]).

Définition A.1.12 (Espace de Hilbert). On dit qu’un espace vectoriel est complet si toute suite de
suite de Cauchy de H converge dans H. On dit H est un espace de Hilbert si H est pré-hilbertien et
complet.
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Exemple A.1.13 (Espace de suite). L’espace {? est un espace de Hilbert. Soit (an) une suite de
Cauchy dans (2. Si nous notons

an = (an1,0n2,--.),
alors, pour tout € > 0, il existe N tel que, pour tout n,m > N,

o0

Z |am,k - an,k| < 62 5 (Al)
k=1

pour tout n,m > N. Fizons tout d’abord k. La relation précédente montre que la suite (a,y) est
une suite de Cauchy dans C. Cette suite converge donc vers ay. Nous notons a = (ay). Nous allons
montrer que a € {2 et que lim, s ||an — al| = 0. Comme l’espace L? est stable par différence, nous
allons montrer que pour tout n, a —n —a € L2. Comme a = a, — (a, — a) et a, € (2, cette propriété
implique donc que a € L.

En utilisant , nous avons pour tout p € N, et tout m,n > N,

p o]
Z ’am,k - an,k’2 < Z |am,k - an,k‘Z < 62-
k=1 k=1

Par conséquent, pour tout p € N et tout n > N, limy, o0 D py [@m —ankl? = Sh i lak —ani)? < €.
En prenant, la limite en p, nous obtenons donc, pour tout n > N,

o
la = anl® =" lax — ansl* < €,
P

ce qui montre que (a — ay) € (2. Comme € est arbitraire, nous avons aussi lim,_, |a — a,|| = 0.

Proposition A.1.14 (Espaces L?). Pour tout espace mesurable (0, F,p), L'espace L*(Q, F, i) (voir
l’exemple des fonctions de carré intégrable pour la mesure y est un espace de Hilbert.

Définition A.1.15 (Sous espace vectoriel). Un sous-espace £ d’un espace vectoriel H est un sous-
ensemble de H tel que, pour tout x,y € £ et tout scalaire o, B, ax + By € £. Un sous-espace vectoriel
est dit propre si £ # H.

Définition A.1.16 (Sous-espace fermé). Soit & un sous-espace d’un espace de Hilbert H. On dit que
E est fermé, si toute suite {xy,} de &, qui converge, converge dans E.

Exemple A.1.17 (Contre-exemple). Soit L%([—m,7|) l'espace de Hilbert des fonctions de carré
intégrable pour la mesure de Lebesgque sur [—m,m|. Comme le montre l’exemple |A.1.11}, ’ensemble
des fonctions continues sur [—m, 7] est un sous-espace vectoriel de L*([—m,m|) mais n’est pas fermé.

Définition A.1.18 (Sous espace engendré par un sous-ensemble). Soit X' un sous-ensemble de H.
Nous notons Vect (X) le sous-espace vectoriel des combinaisons linéaires finies d’éléments de X et
Vect (X) la fermeture de Vect (X) dans H.

Définition A.1.19 (Orthogonalité). Deuz vecteurs x,y € H sont dit orthogonaux, si (z,y) = 0, ce
que nous notons x 1L y. S S est un sous-ensemble de H, la notation x 1. S, signifie que x L s pour
tout s € S. Nous notons S L T si tout élément de S est orthogonal o tout élément de T .
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Supposons qu’il existe deux sous-espaces A et B tels que H = A + B, dans le sens ot, pour tout
vecteur h € H, il existe a € A et b € B, tel que h = a + b. Si en plus A I B nous dirons que H est la
somme directe de A et B, ce que nous notons H = AP B.

Définition A.1.20 (Complément orthogonal). Soit & un sous-ensemble d’un espace de Hilbert H. On
appelle ensemble orthogonal de £, I'ensemble défini par :

Et={zecH :Vyc& (z,y) =0}

A.2 Projection et principe d’orthogonalité

Le théoreme suivant, appelé théoréme de projection, joue un role central en analyse Hilbertienne.
Théoréme A.2.1. Soit £ est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H et soit x un élément
quelconque de H, alors :

(1) il existe un unique élément noté proj (x| E) € £ tel que :

O
|2 = proj (+1 &) | = int [}z — w]|

(i1) proj(z|E) € & et ||z — proj (x| E)| = infyee |x — w|| si et seulement si proj(z|E) € & et
x —proj (x| &) L E.

Démonstration. (i) Soit x € H. On note h = inf,e¢ ||z —wl| > 0. Alors il existe une suite wy, wa, - - -,
de vecteurs de &£ tels que :
. 2 2
= wn? =12 > 0 (A2
L’identité du parallélogramme, ||a—b||>+||a+b||?> = 2||a|?>+2||b||? avec a = wy, —x et b = w, —=z,
montre que :

| wm — wnHz + [[wm + wn — 235”2 = 2w — x”z + 2[|wy, — x||2

Comme (wy, +wy,)/2 € £, nous avons ||wy, + wy, — 22| = 4|/ (wm +w,)/2 — z||? > 4h%. D’apres
pour tout € > 0,il existe N tel que et Ym,n > N :

|wm — wn|* < 2(h* + €) + 2(h? + €) — 4h* = 4e.

qui montre que {w,,n € N} est une suite de Cauchy et donc que la suite {w,,n € N} tend
vers une limite dans &£, puisque l'espace &£ est fermé. On note y cette limite. On en déduit,
par continuité de la norme, que ||y — z|| = h. Montrons que cet élément est unique. Supposons
quil existe un autre élément z € & tel que ||z — z||? = ||z — y||* = h2. Alors l'identité du
parallélogramme donne :

0<|ly—z||*> = —4|(y + 2)/2 — z|* + 2|z — y||* + 2|z — 2||* < —4h* + 2R + 2h%> =0

ol nous avons utilisé que (y + 2)/2 € € et que ||(y + 2)/2 — z||> > k2. 1l s’en suit que y = z. &
est appelé la projection orthogonale de x sur £.
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(ii) Soit Z la projection orthogonale de x sur £. Alors, si il existe u € £ tel que x —u L £, on peut
écrire :
|z — 2> =(z —u+u—2,2—ut+u—2)
=z —ul®+|u—2|*+2 -2,z —u)
= [l = ul® + [lu = &[> + 0 > [l — ul]?

et donc u = . Réciproquement supposons que v € £ et © —u Y €. Alors choisissons y € £ tel
que ||y|| =1 et tel que ¢ = (x —u,y) #0 et notons T =u+cy € €. On a :

lz—Z|? =@ —utu—For—utu—2)=|z—ul*+|uv—2>+2u—=22—u)
= llo —ul* + ¢~ 2¢(y, 2 —w) = |lz — ul]* - & < [l — ul

Par conséquent & € £ est strictement plus proche de x que ne l'est u.
O

Proposition A.2.2. Soit H un espace de Hilbert et proj(-|E) la projection orthogonale sur le sous-
espace fermé £. On a :

1. Vapplication x € H — proj (z|E) € € est linéaire :
V(a,p) € CxC, proj(ax+ fy|€) = aproj(xz|€) + Bproj (y|£) .
|lz[[> = [| proj (z[ €) |* + ||z — proj (z[ €) |* (Pythagore),
La fonction proj (-|E) : H — H est continue,
x € & si et seulement si proj (z|€) = x,
r € &L si et seulement si proj (x| E) =0,

S Sv s Lo e

Soient £, et £y deux sous espaces vectoriels fermés de H, tels que E1 C Ey. Alors :
Ve eH, proj (proj (z| &) &1) = proj (z| &) .

7. Soient &1 et & deux sous-espaces vectoriels fermés de H, tels que €1 L Es. Alors :

Vo € H, proj (z| &1 @ &) = proj (z| &1) + proj (x| E2) .

Exemple A.2.3 (Projection sur un vecteur). Soit H un espace de Hilbert, C = Vect (v) le sous-espace
engendré par un vecteur v € H et x un vecteur quelconque de H. On a alors proj (z|C) = av avec
a = {x,v) /||v||?. Si on note ¢ = x — proj (z|C), on a :

. €T,V
lell2 = 122 (1 = lpll?)  od p=‘< ) avee o<1

||[[|v]]
Appliquons ce résultat & H = C" et au vecteur v(\g) de composantes vy = n~ Y2t ot € {1,...,n}
et ou la pulsation de Fourier Ao € (—m, 7). On vérifie que ||[v(Xo)|| = 1. Soit x = (21,...,2,)" un

vecteur quelconque de C™. La projection orthogonale de x sur Vect (v(Ag)) s’écrit av(Ag) avec :

n 1 n
o= g q;tv;; = % § xtefl)\ot
t=1 t=1

qui est la transformée de Fourier a temps discret de la suite xy calculée précisément a la pulsation
Ao-
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Théoréeme A.2.4. Si & est un sous-ensemble d’un espace de Hilbert H, alors EL est un sous-espace
fermé.

Démonstration. Soit (xy)n>0 une suite convergente d’éléments de € +. Notons z la limite de cette suite.
Par continuité du produit scalaire nous avons, pour tout y € £,

(,y) = lim (zn,y) =0

n—oo

et donc x € L. O

Lemme A.2.5. 1. Soit (M,,) une suite croissante de sous-espaces vectoriels (s.e.v.) fermés d’un
espace de Hilbert H et notons M_o = (),, My. Alors, pour tout h € H, nous avons

proj (h| M_o) = ngr—noo proj (h| M)

2. Soit My = UnEZM”' Alors, pour tout h € H,

proj (h| Moo) = lim proj (h| M) .

3. Soit {ey,k € N} une famille orthonormale de h, e; L ey, for j # k, |le;|| = 1. Soit &, =
Vect (e;,0 <1 <n) et Ex = Unzogw Alors

proj (h|Ex) Z (h,er)
k=0

Démonstration. (a) Comme M,, est un s.e.v. fermé de H et donc M_, est un s.e.v. fermé de H. Le
théoréme de projection prouve que proj (h| M_) existe. Pour m < n, définissons M,, © M,,
le complément orthogonal de M,, dans M,, c’est a dire ’ensemble des vecteurs =z € M, tel que
r 1L My M, © M, est un s.e.v fermé de H. Notons que

proj (h| Myn & Mp) = proj (h| My) — proj (h| My,) .

On a, pour tout m > 0,

> lproj (b My © M) |2 = [ proj (h| Mo © M—p) > < [|2]]* < oo

n=—m

et donc la suite {proj(h|M,),n = 0,—1,—2,...} est une suite de Cauchy. Comme H est com-

plet, proj (h| M,,) converge dans H. Notons z L im,y o proj (h| M,,). Il reste a prouver que

= proj (h| M_«). En appliquant le théoréme de projection nous devons donc démontrer
que (i) z € M_ et (ii) h — 2 L M_. Comme proj (h| M,,) € M, pour tout n < p, nous avons
donc lim,,—,_ proj (h| M) € M, pour tout p et donc z € M_, ce qui établit (i). Pour prou-
ver (ii), prenons p € M_.. Nous avons p € M, pour tout n € Z, et donc, pour tout n € Z,
(h —proj (h| M;,),p) = 0 et (ii) découle de la continuité du produit scalaire. La preuve du point [(b)]

106



est similaire et est laissée au lecteur & titre d’exercice Nous prouvons finalement le point [(c)]. En
appliquant [(b)], nous avons
proj (| Ex) = lim proj (h[ &)
n—oo

On vérifie aisément que
n

proj (h|£,) = (h,ex) ey,
k=1

Notons en effet que proj (h|&,) € &, et, pour tout k € {1,--- ,n},
(h —proj (h| &), er) = (h,er) — (h,ex) = 0.

On conclut la preuve en combinant les deux résultats précédents. O

A.3 Bases Hilbertiennes

Définition A.3.1 (Famille orthonormale). Soit E = {e;;j € T'} un sous ensemble de H. On dit que
E est une famille orthonormale ssi (e;,e;) =1 sii=j et 0 sinon.

Théoréme A.3.2 (Inégalité de Bessel). Si x est un vecteur d’un espace de Hilbert H et si E =
{e1, -+ ,er} est une famille orthonormale finie, alors :

k 2 k
g =Y (wedeil| =lz|* =Y (@ el
i=1 i=1
Démonstration. Notons £ = Vect (E) le sous-espace engendre par les vecteurs {e1, - - - , e }. Nous avons
|lproj (z|E) || < ||z||. On vérifie aisément que proj (z|E) = Ele (w,e;)e; et que || proj(z|&)]|? =
Zle | (x, ;) |?. Remarquons en effet, pour tout j € {1,..., k},
k
<ﬂ? =) wyes) €i7ej> = (z,ej) — (z,¢;) = 0.
i=1
O

Si (e;) est une suite de vecteurs orthonormaux, 'inégalité de Bessel implique Y22, | (z, &;) |2 < [|z||?
et par conséquent, pour tout x € H, lim,_,~ (x, e,) = 0 (la suite de vecteurs (e, ) converge faiblement
vers 0). L'inégalité > 20 | (z,e;)|? < ||z]|* montre que la série 50, | (x,¢;) |* est convergente pour
tout # € H. Par conséquent, la suite ((x,e;)) est un élément de I'espace ¢? des suites de carrés
sommables. La suite de vecteurs orthonormaux (e;) de H induit donc une application de H dans £2.

Le développement
o0

> wee (A.3)
i=1
est appelé le développement de Fourier généralisé de x ; les coefficients (z, ;) sont appelés coefficients de
Fourier par rapport a la suite orthonormale (e;). Comme le montre le théoréme ces coefficients
définissent la projection du vecteur z sur les sous-espaces vectoriels de H engendré par un sous-
ensemble fini de vecteurs (e;). Le théoréme suivant montre que le développement est convergeant.
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Théoréme A.3.3. Soit (e;) une suite orthonormale d’un espace de Hilbert H et soit (o) une suite
de mombre complezes. La série Y oo, aye; converge si et seulement si'y oo |a;|? < 0o auquel cas

[e.¢] 2 o0
S| =3l
i= =1

Démonstration. Pour tout m > k > 0, nous avons,

m 2 m
> el =D lail”.
i=k i=k

Comme Y 30, |a;]? < oo, la suite s, = > it aje; est une suite de Cauchy dans H. Comme H est
complet, cette suite de Cauchy converge.

Réciproquement, si la série > oo, aze; converge, alors la suite oy, = Y 0 |o;|? est une suite de
Cauchy dans R ; cette série est convergente. O

Il faut prendre garde toutefois au fait que si la série Y .=, (z,€;) e; converge, sa limite n’est pas
nécessairement égale a x.

Exemple A.3.4. Considérons H = L*(T) et soit e,(t) = n~/?sin(nt) pour n = 1,2,---. La suite
(en) est orthonormale dans H, mais pour x(t) = cos(t), nous avons

o [e.e]

2 (z,en) en(t) = nz::l [771/2/Tcos(t) Sin(nt)dt] 12 gin(nt)

= ZO-sin(nt) = 0 # cost.

Définition A.3.5 (Suite orthonormale complete). Soit (e;) une suite orthonormale de H. On dit que
(ei) est une suite orthonormale complete si et seulement si pour tout x € H, x =Y =, (z, ;) €;.

Il est important de rappeler que l'identité z = Y, (z,¢;) e; signifie que

n

T — Z (x,e;)e;

i=

lim =0.

n—oo

Par exemple, si H = L?(T) et (e,) est une famille orthonormale de H, alors égalité z = > 00, (, €;) ey,

signifie que
2
lim dt =0, avec «y :/x(t)ei(t)dt.

x(t) — Z avieq(t)

Cette identité n’implique pas en général la convergence ponctuelle, nous n’avons pas en général x(t) =

2 imy cieilt).
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Définition A.3.6 (Bases orthonormales). Une famille orthonormale B d’un espace de Hilbert H est
appelée un base orthonormale si tout élément x € ‘H a une représentation unique

[ee]
sz Qe
i=1

ot a; € C et (e;) est une suite d’élements de B distincts.

remarquons ¢’une suite orthonormale complete (e;) est une base orthonormale. 11 suffit en effet de
montrer 'unicité de la décomposition : En effet, soit

(0.0 (o0
T = g aje; et = g Bie; .
i=1 i=1
En appliquant le théoréme nous avons :
o o
E ae; — E Biei
i=1 i=1

Théoréme A.3.7. Une suite orthonormale (e;) de l’espace de Hilbert H est compléte si et seulement
St

2 00

:Z\ai—ﬁi!2~

i=1

0=z —=]*=

((x,ei) =0VieN) <z =0.

Démonstration. Supposons que (e;) est une suite orthonormale compléte. Pour tout x € H, nous avons

T = <l’,€i> €i,

o

Il
o

(2

et la condition (z,e;) = 0 pour tout ¢ € N implique que x = 0. Réciproquement, soit x € H et
considérons

M8

Y= <5C,€Z'> €.

1

-
Il

Comme Y 22, | (z,e;) |* < oo par 'inégalité de Bessel, la suite y, = > 1, (7, ¢€;) e; est une suite de
Cauchy dans H et y est la limite de la suite (y,) dans H. Nous avons

<JJ - Y €i> = <l’, ei> - <Z <$,€k> ek,€i> =

k=1

3

(x,e;) — (x,ex) (ex, e) = (z,e;) — (x,e;) =0,
k=1

et donc, pour tout i € N, (z —y,e;) = 0. Par hypothese, cette condition implique que z —y = 0 et
donc (e;) est une suite orthonormale complete. O
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Théoréme A.3.8 (Formule de Parseval). Une suite orthonormale (e;) dans un espace hilbertien H
est compleéte si et seulement si

(> = Z\xez : (A.4)

pour tout x € H.
Démonstration. Soit x € H. En utilisant le théoréme nous avons pour tout n € N,

n
E (x,e;)

Si (e;) est une suite orthonormale complete, limy, o0 ||z — D10 (2, €;) ei|]2 =0, ce qui implique

Jgﬂgo[\wll Zr (o, 1) ]=07

ce qui prouve (A.4). Réciproquement, si lim, o0 [[|z]|* = Y1, | (z,€) [2] =0, Eq. montre que

—Hx\l2 leez : (A.5)

n 2
nh_}ngo fC—Z(%Q‘)ei =0,
i=1
ce qui montre que suite (e;) est complete. O

Exemple A.3.9 (base de Fourier). Le systéme de fonctions
en(z) = (2m) V2" nez

est une suite orthonormale compléte de L?(T). La preuve de l’orthogonalité est élémentaire, mais la
preuve de la complétude est plus délicate.

Définition A.3.10 (Espace de Hilbert séparable). On dit qu’un espace de Hilbert est séparable si et
seulement si il existe une suite orthonormale compléte.

La plupart des espaces de Hilbert que nous rencontrerons seront séparables. En particulier le sous-
espace fermé engendré par une famille dénombrable d’un espace de Hilbert, que celui-ci soit séparable
ou non séparable, est séparable.

Théoréme A.3.11. Un espace de Hilbert H séparable contient un sous-ensemble dénombrable dense.

Démonstration. Soit (e;) une suite orthonormale complete de H. L’ensemble S = | J;2 ;| S, avec, pour
n €N,

n

def .

Sn = {Z(ak +iBr)er s (ak, Br) € Q x Q. k = 17""”}
=1

est dénombrable (comme union dénombrable d’ensembles dénombrables). Comme, pour = € H,

n

Z (r,ex) e —x

k=1
I’ensemble S est dense dans H. O

lim
n—oo

=0,
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Théoréeme A.3.12. Toute famille orthogonale d’un espace de Hilbert séparable est dénombrable.

La preuve de ce résultat est laissée au lecteur.

A.3.1 Isométries et isomorphismes d’espaces de Hilbert

Définition A.3.13. Isométrie Soient H et I deux espaces de Hilbert complexes et G un sous-espace
vectoriel de H. Une isométrie S de G dans I est une application linéaire S : G — I telle que
(Sv, Sw); = (v,w)y, pour tout (v, w) € H.

On vérifie aisément qu’une isométrie entre deux espaces de Hilbert est automatiquement linéaire.

Définition A.3.14 (isomorphisme d’espaces de Hilbert). Un espace de Hilbert H est isomorphe ¢ un
espace de Hilbert T s’il existe une isométrie bijective T' de H dans T

Théoréme A.3.15. Soit H un espace de Hilbert séparable.

(a) SiH est infini dimensionnel, alors il est isomorphe a (2.

(b) SiH est de dimension fini, alors in est isomorphe a C".

Démonstration. Soit (e;) une suite orthonormale compléte de H. Si H est infini-dimensionnel, alors (e;)

est une suite infinie. Soit x € H. Pour z € H, définissons Tz = (o), ou o; = (z, e;). Le théoréme
montre que T est une isométrie de H dans ¢2. ]

Comme tous les espaces de Hilbert infini-dimensionnels sont isomorphes & I’espace des suites ¢2,
deux espaces de Hilbert infini-dimensionnels quelconques sont isomorphes.
Le résultat suivant permet de construire facilement des isométries.

Théoréme A.3.16. Soit (H,(,)y) et (Z,(,)7) deux espaces de Hilbert complexes. Soit G un sous-
espace vectoriel de H.

(i) soit S:G— 7 une isométrie de G dansI. Alors, S se prolonge de fagon unique en une isométrie
S:G— T etS(G) est l'adhérence de S(G) dans T.

(ii) Soit (vy,t € T) et (wy,t € T) deux familles de vecteurs de H et T indexées par un ensemble
d’indices T quelconque. Supposons que pour tout (s,t) € T x T, (vs,vs)y = (ws, ws)z. Alors,

il existe une unique isométrie S : Vect (v, t € T) — Vect (wy,t € T) telle que pour tout t € T,
Svg = wy. De plus, on a S (Vect (v, t € ']I')) = Vect (wy, t € T).

Dans la suite, nous utiliserons la méme notation pour S et son prologement S.

Démonstration. Soit v € G. Pour toute suite (v,) € G convergeant vers v, la suite (Sv,,) est une suite
de Cauchy dans Z (car (vy,) est une suite de Cauchy dans G et S est isométrique). Il existe donc w € 7
telle que w = lim,, o0 Svp,. Si (v],) est une autre suite convergeant vers v, nous avons ||v], — )|l — 0
et, comme S est isométrique, ||Sv, — Sv) ||z — 0, ce qui montre que la limite w ne dépend pas du
choix de la suite. Posons Sv = w. Les propriétés de linéarité et de conservation du produit scalaire
sont conservés par passage a la limite et S : G — T est une isométrie prolongeant S.

Par construction S(G) est inclus dans 'adhérence de S(G). Inversement, soit w € S(G). 1l existe
une suite (v,) € G telle que w = lim,_,o, Sv,,. La suite (Sv,) est de Cauchy et comme S est une
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isométrie, la suite (vy,) est aussi de Cauchy dans G. Soit v € G sa limite. Nous avons Sv = lim,,_,oc Svp,
et donc Sv = w, ce qui montre S(G) C S(G). Ceci établit le point (fif) de la proposition.

Notons par G ’ensemble des combinaisons linéaires finies, a coefficients complexes, d’éléments de
{’Ut, te T} :

g= {U = Zatvt, (at)ter € clIe PF(T)} ,

tel

ot Pr(T) est Pensemble des parties finies de T.
Pour toute partie finie J de T et pour tous coefficients complexes (b;);ecr, nous avons :

Z a4V Z btwt

tel tel

(A.6)

H

Pour f € G, f = > ,crav, I € Pp(T), posons Sf = >, .;ayw;. Eq. montre que méme si la
représentation ), ; a;v; n’est pas unique, Sf est unique (si nous avons ), ;azvr = Y, p ayv, (A.6)
montre que Y,y azw; =y, aywy). Nous avons clairement, pour tout f,g € G,

<Sf75’g>1 = <fag>’}-[ )

T

ce qui montre que S : G — 7 est une isométrie. Cette isométrie, en vertu de [if se prolonge de facon

unique en une isométrie S : G — T telle que S(G) = S(G). Par construction, G = Vect (v;,t € T) et
S(G) = Vect (wy,t € T). O

S
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Annexe B

Statistique Asymptotique

B.1 Notions de convergence

Soit { X, }n>0 une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans (R?, B(R%)) et définies sur le méme
espace de probabilité (©2, F,P). Nous notons, pour z,y € R? d(z,y) = ||z — y|| la distance euclidienne.

Nous donnons les trois notions de convergence pour une suite de v.a. {X,, },>0 dans ordre crois-
sant, c’est-a -dire de la notion la plus faible & la plus forte (I'implication d’une convergence & une
autre est établie au théoréme [B.7).

Définition B.1.1. Nous dirons que la suite { X, }n>0 converge en loi vers X et nous noterons
X, 5 x|
si pour toute fonction f : R? — R continue bornée,
mE [£(X,)] = B [£(X)]
Il serait plus approprié de définir la convergence en loi uniquement a partir des lois :

Définition B.1.2. Nous dirons que la suite de probabilités {u,} définies sur (R?, B(R?)) converge
étroitement vers la probabilité p définie sur (X, B(X)) et nous noterons
Hn ~> [y

si pour toute fonction f : R* — R continue bornée,

lim pin(f) = p(f)

n—oo

ot pour une fonction f intégrable et une mesure v, v(f) = [ f(z)v(dz).

Il est donc clair que X, i) X est équivalent a Px, ~» Py, oul’on anoté Px, et Px les probabilités
images de X, et X. On voit & cette occasion qu’il n’est pas nécessaire de définir les v.a. {X,, }n>0 et
X sur le méme espace de probabilité pour définir la convergence en loi.

Il existe divers caractérisations de cette convergence tres utiles en pratique qui seront abordées

dans la section (voir le Lemme et le théoreme |B.3.3]).
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Définition B.1.3. Nous dirons que la suite {X,}n>0 converge en probabilité vers X et nous noterons

X, 5 X,

st pour tout € > 0, nous avons :
lim P (d(X,,X) >¢€)=0.
n—oo

Au contraire de la convergence en loi, cette définition utilise que X,, et X sont définies sur le méme
espace de probabilité ; autrement, on ne serait calculer la loi de d(X,,, X). Nous verrons les nombreuses
relations qui existent entre convergence en loi et convergence en probabilité dans la section[B.7] Notons
cependant qu'il est un cas ol ces définitions coincident. Si X est déterministe, i.e. s’il existe ¢ € R?

tel que P(X = ¢) = 1, alors il est facile de voir que X, 2, X (on notera plutot X, P, ¢ dans ce

cas treés particulier) est équivalent a X, X (voir théoreme ) Il n’y a pas de contradiction
avec la remarque précédente, les loi v.a. déterministes sont définies sans ambiguité indépendamment
de ’espace de probabilité sur lesquelles elles sont définies; il s’en suit que pour X constante la loi de
d(X,, X) est connue uniquement a partir de la loi de X,.

La proposition peut bien entendu se formuler sous une forme plus générale, en choisissant
f telle que E[|f(X,,)|] < oo, et en l'applicant & la suite définie par Y,, = f(X,,) pour n > 0. Une
formulation plus élégante (et plus précise) peut étre obtenue en introduisant la définition suivante.

Définition B.1.4. Nous dirons que la suite {X,,},>0 converge presque-sirement vers X et nous

noterons .
—Pp.s.
— X,

Xn
81 :
P(limsupd(X,,X) =0) = 1.

Cette fois-ci, il est nécessaire de définir {X,, },,>0 et X sur le méme espace de probabilité sinon la
loi de limsup,,_,~, d(X,, X) n’a pas de sens. Une méthode essentiele permettant de prouver une telle
convergence est le Lemme de Borel-Cantelli :

Lemme B.1.5 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit {A,, n € N} une suite d’événements tels que
Ym0 P(An) < oo. Alors il existe une variable aléatoire N a wvaleurs dans N telle que, P(A, C
{n < N})=1. De plus,

P> 1(A) <o) =1. (B.1)

n>0
Démonstration. Ce lemme est une application bien connue de la théorie des probabilité. Remar-
quons que (Un>m An) est une suite décroissante d’événements dont 'intersection est précisément
- m

I’événement {ano 1(A,) = oo}. OrP <Un2m An) <Y n>m P(An) qui tend vers zero quand m — oo

par hypothese. D’out (B.1)). Observons alors qu'’il s’en suit que pour tout w dans un ensemble Q* de
probabilité un, la plus grande valeur de n telle w € A,, est un entier fini. Notons N(w) ce nombre et
complétons la définition de cette variable par zero en dehors 2*. Le résultat est alors obtenu. O

On en déduit facilement que s’il existe un suite de nombre positifs (e,) telle que lime, = 0 et
P—p.s.
ZnGN P{|X,| > €,} < o0, alors X, P,
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B.2 Suites tendues

Introduisons la notion de tension pour une variable aléatoire.

Définition B.2.1. Une v.a. X a waleur dans un espace topologique quelconque est dite tendue si
pour tout € > 0, il existe un compact K tel que P(X ¢ K) < e. Une famille {X,,a € A} est dite
uniformément tendue (ou bornée en probabilité) si, pour tout € > 0, il existe un compact K tel que
supacs P(Xo ¢ K) < c.

Toute v.a. & valeurs dans R? équipé de la topologie associé & la distance euclidienne est tendue
puisque (),,>1{/|z]] = n} = 0. De facon générale toute famille finie de variables aléatoires réelles est
tendue. Il s’en suit qu'une suite (X, )en de v.a. & valeurs dans R? est bornée en probabilité si, pour
tout € > 0, il existe M > 0 tel que

limsup P(|| X, || > M) <e.
n—oo

Un critere simple de tension uniforme pour une famille {X,,a € A} de v.a. & valeurs dans R? est
obtenu comme suit. Si, pour p > 0, nous avons sup, E [| X4|P] < 0o, I'inégalité de Markov montre que :

P(|[ Xl > M) < MT'E[||Xa”] ,

et donc que {X,} est uniformément tendue. Plus généralement la notion de tension est intimement
liée & la notion de convergence en loi. Le résultat suivant montre en effet que toute suite convergeant
en loi est tendue et qu’il existe une réciproque (partielle) & ce résultat.

Théoréme B.2.2 (Prohorov dans R?). Soit {X,} une suite de v.a. de RZ.

(i) St X, £ X, alors la famille {X,,n € N} est uniformément tendue,
(ii) Si la famille {X,,n € N} est uniformément tendue, alors il existe une sous suite telle que

L
Xn; —> X pour une v.a X.

Démonstration. (H) COSiX, S X, on, pour tout M, limsup,P(|X,| > M) <
limsup, E [pr (| Xn]])] = Elom (| X])] < P(|X|| > M — 1), ou ¢p est une fonction continue
bornée sur R telle que 17 ) < ¢m < L[pr—1,00)- Donc pour tout € > 0, on peut trouver M > 0 et
N € N tels que P(||X,,|| > M) < e pour tout n > N. En augmentant M suffisamment, on obtient que
P(||X,|| > M) < € pour tout n € {0,...,N}.

: Soit {gi}ren une suite de fonction mesurables bornées de R? dans R. Pour tout k la suite
{E [9x(X5)] }n>0 est bornée par sup |g| et on peut donc extraire une sous-suite convergente de chacune
de ses sous-suites. En procédant itérativement on construit une suite de sous-suites {ny;} telle que
{ngg1.} C{ng,;} et {E [Qk(Xnk,l)} }i>0 converge pour tout k. On définit alors récursivement une suite
d’entiers {ny},>o par

no = 1 et, pour tout £ € N, ngy = inf{nei1; >ng : 1 € N}

Par construction, la suite {ng},>¢ est croissante et, pour tout k, a partir d'un certain rang, c’est
une sous-suite de la suite {ny;};. On a donc trouvé pour toute suite {gi}ren de fonctions mesu-
rables bornées de R? dans R un sous-suite {n;};>0 telle que (E [9%(Xn,)])j>0 converge pour tout k.
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Choisissons pour cette suite une suite dense dans Co(R?) I’ensemble des fonctions continues & sup-
port compact muni de la norme uniforme (voir le lemme ci-dessous). Il s’en suit que pour tout
f € Co(RY), {E [f(Xn,)]}j>0 converge. Notons u(f) sa limite. Il vient par passage a la limite que
f = u(f) est une fonctionnelle linéaire continue de Cop(RY) muni de la norme uniforme dans R. Elle
est de plus positive (u(f) > 0 si f est une fonction positive). Une telle forme linéaire est une mesure de
Radon et 'on sait par le célebre théoreme de représentation de Riesz qu’il existe une mesure positive
p finie sur tout compact de R? telle que u(f) = pf.

Remarquons & ce stade que nous n’avons toujours pas utiliser d’hypothéses sur la suite {X,,}.
La tension uniforme de cette suite va en fait nous permettre de montrer que, d’une part, p est une
mesure de probabilité et d’autre part que (E[f(X,,)], converge aussi vers uf si f est continue mais
pas nécessairement a support compact, ce qui conclura la preuve de ce théoréme.

Supposons donc que {X,,n € N} est uniformément tendue. Soit (¢, )m>1 une suite de fonction
continue & valeur dans [0,1], & support dans [-m — 1,m + 1]¢ et qui vaut 1 sur [-m,m]?. Alors,
d’apres ce qui précede, imE [¢,,(Xp,)] = pém < 1. D’apres I'hypothese de tension uniforme, pour
tout € on peut donc trouver m tel que p¢,, > 1 — €. Par convergence monotone, on obtient p(R%) = 1
et donc p est une mesure de probabilité. Soit X une v.a. de loi u. Pour toute fonction f continue
bornée de R? et tout entier m > 0, on peut écrire, pour toute variable Y,

Ef(Y)]=E[(f(1 = ém)(Y)] +E[(fém)(Y)] .

Il suit de la définition de ¢y, que |[E[(f(1 — ¢m))(Y)]| < sup(|f])P(]Y| > m). En appliquant cette
décomposition & Y = X, et Y = X et en utilisant que X est tendu et que {X,,n € N} est
uniformément tendue, il vient, pour tout € et m suffisamment grand,

B [f (Xn,)] = E[f(X)]] < 2sup(|f]e + [E[(f dm) (Xn)] = E[(f m) (X)] -

La démonstration est achevée en remarquant que pour tout m, f¢,, est a support compact donc que
limy 00 E[(fém)(Xn,)] = E[(f¢m)(X)] puis en prenant e arbitrairement petit. O

Lemme B.2.3. Pour tout compact K de R?, I’ensemble C(K) des fonctions continues sur K muni
de la norme sup est séparable, c’est-a -dire qu’elle contient une suite dénombrable dense.

Démonstration. Nous donnons une preuve élémentaire dans le cas d = 1. Pour un résultat beaucoup
plus général, voir par exemple le corollaire 2.13.38 de |Schwartz [1991]. Considérons, pour tout entier j
I'ensemble E; des fonctions continues dont toutes les restrictions aux intervalles [k277, (k+1)277] avec
k € Z sont linéaires et telles que les valeurs prises en les nombres k277 sont rationnels. Toute fonction
continue sur un compact est uniformément continue sur ce compact. Pour I'approcher au sens de la
norme sup sur K il suffit donc de 'approcher par une fonction de F; sur la grille {277, ke Z}NK
en choisissant j suffisamment grand. L’ensemble E;(K) des fonctions de E; restreintes & K est
dénombrable et 'on trouve que (J; E; est dense dans C(K) pour tout compact K. En notant E? le
sous-ensemble de E; de ses fonctions a support compact, on trouve de méme que Uj E? est dense

dans Cy(R?). O

Corollaire B.2.4. Soit {X,} une suite de v.a. de R? uniformément tendue et X une v.a. de R?
vérifiant : pour toute suite croissante divergente d’entiers (ky), si Xk, £, Y, alors Y ~ X. Alors
X, 5 X.
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Démonstration. D’apres le théoreme de Prohorov, de toute sous-suite de X,,, on peut extraire une

sous-suite qui converge en loi vers X. Un raisonnement par contradiction montre que X, Lx
en effet, si tel n’était pas le cas, il existerait une fonction continue bornée f : R? — R telle que
E[f(Xy»)] ne converge pas vers E[f(X)]. On aurait donc une sous-suite {X,;} et ¢ > 0 tels que
|E [f(Xn,)] —E[f(X)]| > € pour tout n € N. Par suite, aucune sous-suite de {X,,;) ne convergerait
vers X, d’ou la contradiction. O

B.3 Caractérisations de la convergence en loi

Le lemme de Portmanteau donne des conditions équivalentes a la convergence en loi.

Lemme B.3.1 (Portmanteau). Soit {X,}n,>0 et X une suite de vecteurs aléatoires a wvaleurs dans
R? et soit P, et P leurs loi respectives. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Xn 55X,

(ii) Pour toute fonction f bornée et lipschitzienne (|f(x) — f(y)| < Ky||x — yl| pour tout z,y € R?),

limy, 00 B [f(Xn)] = E[f(X)],

(i7i) liminf P, (G) > P(G) pour tout ensemble ouvert,

(iv) limsup P, (F) < P(F) pour tout ensemble fermé,

(v) Pour tout ensemble borélien A tel que P(A) = P(A) = P(intA),

lim P,(A) = P(A)

n—oo

ot A est la fermeture de A (A complété par lensemble des valeurs d’adhérence des suites
d’éléments de A).
Démonstration. On montre une succession d’implications qui démontre I’équivalence des propositions :
1. :> est trivial puisque toute fonction lipschitzienne est continue.

2. (ii)=(il) : soit G un ouvert. Pour tout m, définissons f,,(z) = max(l,md(z,G)). La suite
{fm} est une suite croissante de fonctions positives bornées lipschitziennes {f,,} qui conver-
gence simplement vers 1. Par construction, liminf E [14(X,,)] > iminf E [f,,(X,)] = E [fm(X)]
par . Le théoréeme de Beppo-Levi montre d’autre part E [f,,(X)] converge vers en croissant
vers E [1g(z)], ce qui établit le résultat.

3. & est évident en prenant les complémentaires

4. <:>:> : pour tout A € B(R?) vérifiant P(A) = P(A) = P(intA), nous avons

P(A) = P(intA) < liminf P, (intA) < liminf P, (A) <
limsup P,,(A) < limsupP,,(4) < P(A) = P(A).

D’ou en coingant liminf P, (A) et limsup P, (A) entre les deux mémes bornes.
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5. :> : Soit Ay = [-M, M]?. Alors ¢ : M — P(Ayy) est une fonction croissante Ry — [0, 1],
continue a droite, qui a un nombre fini de discontinuités plus grande qu'un € > 0 donné.
L’ensemble de ses discontinuités de ¢ sur Ry est donc au plus dénombrable. Soit (M,,) une
suite croissante divergente de points de continuité de ¢ : pour tout € > 0 il existe n tel que
¢(M) = P([-M, M]?) > 1 —e. Comme, en tout point de continuité M de ¢, P(Ay;) = P(Ay) =
P(intAys), en utilisant , on obtient que limsup P, (Ay;,) > 1 — €, puis par suite que (Py,)
est une suite uniformément tendue. Utilisons le corollaire Soit (k) une suite croissante
divergente d’entiers telle que X}, £, V. Alors Pour tout A € B(RY) vérifiant P(A) = P(A) =
P(intA), on a P(Y € A) = P(A). On définit maintenant, pour x = (x1,...,24), le borélien
By = (=00, x1] X -+ X (—00,x4]. En raisonnant comme pour les Ajs, on montre aisément qu’il
existe un ensemble C C R? dense dans R? tel que, pour tout x € C, P(Byx) = P(intBy). Comme
C est dense, on a o(By, x € C) = B(R?). On note

C' = {x:P(Bx) =P(intBy)} .

Comme C’ contient C, on a o(Byx, x € C') = B(R?). Comme By N By a sa frontiére incluse dans
'union des des frontieres de By et By, on voit que { By, x € C'} est un pi-systéme (i.e. est stable
par intersection finie). Le m — —A—théoréme permet donc de conclure que, la loi de Y coincidant
avec P sur ce m—systeme, elle coincide avec sur tous les boréliens.

O]

La proposition implique que lim,, F,,(x) = F(x) en tout point de continuité de F', ou l'on a
noté F,(x) = P(X,, < x) et F(x) = P(X < x) les fonctions de répartition de X,, et X. D’apres la
preuve de :>, on voit que la réciproque est en fait vraie : si lim,, F,(x) = F(x) en tout point de
continuité de F, alors X,, £, X. Une conséquence immeédiate est que, si la fonction de répartition de

X est continue, alors X, £ X est équivalent & P(X, < x) — P(X < x) pour tout x € R%. Pour
d =1, la convergence est en fait uniforme en x comme l'indique le résultat suivant.

Lemme B.3.2. Supposons, pour d = 1, que X, Lo X et que la fonction de répartition de X est
continue. Alors,
lim sup |P(X,, <z)—-P(X <z)|=0.

n—o0 zeR

Démonstration. Soit F,(z) = P(X,, < z) et F(z) = P(X < ). F étant continue, il existe des points

—ool =mg <21 < ... < 1 = 0% tels que F(x;) = i/k. F,, et I étant croissantes, nous avons, pour

tout « € R%, en choisissant i tel que z;—1 <z < x; :

< Fn(mz) — F(x,-_l) = Fn(xz) — F(l‘z) + l/k?
Fn(;(}) — F([L’) Z Fn(-rz'—l) — F(.%'Z) = Fn(xi—l) — F(xi—l) — 1/k

Donc |F,,(z) — F(x)| est borné par sup, |F,,(x;) — F(z;)| + 1/k pour tout x. Par conséquent,

lim sup |F,,(z) — F(z)| < lim  sup |Fy(z;) — F(x;)| + 1/k =1/k,

n—00 pcR N2 4e0,....k}

ce qui permet de conclure, en choisissant k arbitrairement grand. O
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Le raisonnement s’étend sans difficulté au cas multidimensionnel mais nous omettons cet énoncé,
la fonction de répartition étant mieux adaptée a la dimension un.

Comme nous 'avons déja vu dans le lemme de Portmanteau, pour démontrer la convergence en loi,
il suffit de s’intéresser & un sous-ensemble des fonctions continues bornées, par exemple, les fonctions
lipschitziennes bornées, mais cette classe peut encore étre réduite. Nous allons en fait démontrer dans
cette partie qu’il suffit de s’intéresser a une seule fonction, la fonction caractéristique,

) [eitTX] , teRL

. i#T . . , . L i+T
Pour tout t, la fonction & — e'*" X est continue et bornée. Par conséquent, si X,, — X, E [elt X"} —

E [eitTX"] Le théoreme de continuité de Levy montre que la réciproque est vraie.

Théoréme B.3.3 (Lévy). Soit X,, et X des v.a. & valeurs dans R%. Alors X, £5 X si et seulement
st & [eitTX”] — E [eitTX}. De plus st, pour tout t, E [eitTX"} converge vers une fonction ¢(t) qui est

continue en 0, alors ¢(t) est la fonction caractéristique d’une v.a. X et X, £ x.

Démonstration. L’implication directe est évidente. Considérons la réciproque. Supposons tout d’abord
que la famille {X,} est bornée en probabilité et utilisons le corollaire Soit (k,) une suite
croissante divergente d’entiers telle que Xj, £, Y. La fonction caractéristique de E [eitTY] est alors
la limite de E {eitTX’“d et donc, pour tout ¢, E {eitTY] =FE [eitTX] (ou ¢(t) dans le cas ot I'on n’a pas
supposé existence de X). Cela montre X et Y ont la méme loi.

Il suffit maintenant de démontrer que I’hypothese E [eitTX”] - E [eitTX } implique que {X,,,n € N}
est bornée en probabilité. Pour tout x et tout § > 0 nous avons :

sin(0x J
I(|z| >2/0) <2 (1 - 5(2 )> = (15/—5(1 — cos(tz))dt.

En remplagant = par X,,, en en utilisant le théoreme de Fubini :

e (1 B[] ) ar

1
P(X| 2 2/5) < 5 [

Par hypothese, I'intégrande converge pour tout ¢ vers Re (1 —E [eitTX } ), quand n — oo. Le théoreme
de convergence dominé implique donc :

)

lim sup P(| X,| > 2/6) < ;/éRe(l _ o).

Comme la fonction ¢ est continue en zéro, pour tout € > 0, il existe J tel que, pour tout |t| < 4,
|p(t)| < €. Par suite,
limsup P(| X,,| > 2/6) < 2e,

et donc la famille {X,,,n € N} est bornée en probabilité. O
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La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy) en t € R? peut étre vue

comme la fonction caractéristique de la v.a. Y = tT X évaluée au point 1, ¢(t) = E [eitTX } = ¢(1) ou

p:ueR—-E [eiuy]. Supposons que X, £ x. Alors, pour tout t € R? et tout u € R, E [ei"tTX"} —

E [ei”(tTX)}, et donc tT'X, ETx par application du théoreme de Levy |B.3.3] Réciproquement,

supposons que pour tout t € RY, tT'X,, Lo4TX . Alors E [ei(tTX")] — E [ei(tTX)} et donc X, £, X,
encore par application du théoreme de Levy. Par conséquent :

Proposition B.3.4 (Procédé de Cramér-Wold). Soit (X,,,n € N) une suite de vecteurs aléatoires
a waleurs dans RY. Alors :

X, 5 X o X, 54X, vteRe

Cette approche est tres utilisée pour prouver la convergence en loi de vecteurs. Elle est connue sous
le nom de procédé de Cramér—Wold. Elle permet de réduire les problémes de convergence de vecteurs
aléatoires a des problemes de convergence de variables aléatoires.

B.4 théoreme de continuité

Une propriété fondamentale des notions de convergence que 'on a introduite est qu’elles sont
conservées par une transformation continue : si la suite de v.a. {X,,} converge vers X et que g est
continue, alors g(X,,) converge vers g(X) et le résultat est vrai pour les trois types de convergence
considérés.

Théoréme B.4.1 (Transformation continue). Soit g : R? s R™ est continue en tout point d'un
ensemble C' tel que P(X € C) = 1. Alors,

(1) Si Xy, £5 X, alors 9(Xn) i>g(X),
(ii) Si Xp —— X, alors g(X,) — g(X),
(11i) Si X, g X, alors g(X,) Fog g9(X).
Démonstration. (1) : Par définition, {g(X,) € F} = {X,, € g"*(F)}. Pour tout fermé F, on a :
g (F) g I (F) C (g (F)uCo).

En effet, seule la seconde inclusion est non-triviale; soit € g—!(F) et montrons qu’ou bien z € C°¢
(le complémentaire de C') ou bien = € g~!(F). Il existe une suite z,, d’éléments de g~!(F) telle que
Ty — x. Six € C, g(xm) — g(x), car g est continue au point z, et comme g(z,,) € F et F est
fermé, g(x) € F, ce qui implique que = € g~'(F). On déduit de cette série d’inclusions et du lemme

de Portmanteau, comme X, L X et P(X eC)=0

limsup P(g(X,) € F) < limsupP(X,, € g~1(F)) < P(X € g~1(F))
<P(X eg {(F)UC’) =P(X € g (F)) =P(g(X) € F),
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et, donc, en appliquant de nouveau le lemme de Portemanteau, g(X,,) £, 9(X).

: Soit € > 0. Pour tout § > 0, soit Bs ’ensemble des points z tels qu’il existe y tel que
|z — yl| <6 mais ||g(x) —g(y)|| > e Si X & Bs et ||g(Xn) — g(X)|| > ¢, alors || X, — X|| > §. Nous
avons donc :

P(llg(Xn) = g(X)|| = €) <P(X € Bs) + P([| X, — X[| = 9).

Le second terme du membre de droite tend vers 0 car X, %5 X. Nous avons P(X € BsNC° =0 et
lims\ 0 P(X € Bs N C) = 0 par continuité de g.
: dans ce cas, une simple application de la définition donne le résultat. O

B.5 Loi des grands nombres

Proposition B.5.1 (Loi faible des grands nombres). Soit {X,,}n>0 une suite de v.a. i.i.d. telle que
E||X,| < oo et E[X,] = u. Alors
n
X’n:nfliniﬁu.
i=1

Proposition [B.5.1} Notons 1,,(t) la fonction caractéristique de X,, et ¢(¢) la fonction caractéristique
de Zj. Les variables étant i.i.d., :

Yn(t) =E [exp(itn_1 Z Zy)

k=1

n
= H E [exp(itn™'Z;)] = ¢(nt)".

k=1
Comme E[|Z]] < oo existe, ¢ est dérivable en 0 et

—1\n it Y it
p(n )" =1+ —=E[Z] +o(n ") — e
n

Le membre de droite est la fonction caractéristique de la constante p. Le théoréme de Levy

montre que Z, £, u et donc Z, RN b O

Théoréme B.5.2 (Loi forte des grands nombres). Soit {X,}n>0 une suite de v.a. i.i.d. telle que
E||X,| < oo et E[Xy] = p. Alors

n
= P—p.s.
i=1
Comme son nom l'indique, la loi forte des grands nombres est un résultat plus puissant que la loi
faible, puisque la convergence p.s. implique la convergence en probabilité, comme nous le verrons au
théoréme
B.6 théoreme de la limite centrale

Le théoreme de limite centrale (T.L.C.) donne des conditions sous lesquelles des sommes norma-
lisées de v.a. indépendantes de moyenne nulle converge en loi vers une gaussienne. Ce résultat joue un
role majeur en statistique (voir Le Cam, 1986, pour une histoire de ce théoréme).
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Théoréme B.6.1. Soit {X,,} une suite de vecteurs aléatoires de R? i.i.d. de moyenne p et de matrice
de covariance ¥ > 0. Alors :

=Y - S N,
=1

ot l'on a noté N(0,X) le vecteur gaussien centré de matrice de covariance X.

Démonstration. 11 suffit d’établir le résultat pour des v.a. scalaires. Le procédé de Cramér-Wold (voir
section [B.3)) nous permet d’étendre le résultat au cas vectoriel.
Posons :Y,, = afl(Xn — p). La variable aléatoire Y,, est de moyenne nulle et de variance unité :

E[Y,] =0 et Var (Y;,) = 1. Notons :
n
Y, = nt Z Y.
i=1

Pour t € R, notons ¢, (t) la fonction caractéristique associée & la variable aléatoire \/nYy,.
én(t) = E [exp(ity/nYy,)] .
Nous allons démontrer que pour tout ¢ :

lim ¢,(t) = exp(—t*/2)

n—o0

et nous conclurons en utilisant le théoréme de Lévy, en remarquant que exp(—t2/2) est la fonction
caractéristique de la loi gaussienne de moyenne nulle et de variance unité.
Les variables aléatoires {Y;}1<i<, étant indépendantes, nous avons, pour tout t € R :

dn(t) = p(n~1 20",

ot ¢(t) = E [exp(itY)]. Comme E[Y] =0 et E [Y?] =1, on a, quand n — oo,

Y = 1= (07 oY)

et par suite,
lim 6,(1) = exp(—(1/2)t%),

ce qui conclut la preuve du T.L.C. scalaire. O

Il existe une autre méthode de preuve du théoreme de la limite centrale (T.L.C.), due & Lindeberg
(1922), qui permet de généraliser le T.L.C. & des variables aléatoires indépendantes mais qui ne sont
pas nécessairement identiquement distribuées. Ce résultat s’applique donc en toute généralité a des
tableaux triangulaires de v.a. indépendantes.

Théoréme B.6.2 (Lindeberg-Feller). Soit (kn,n > 0) une suite d’entiers croissante. Soit
(Yoi,...,Yok,) un tableau triangulaire de vecteurs aléatoires indépendants centrés tels que

yhvn
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E [[[Yn]|?] < o0 pouri € {1,...,ky,}. Supposons les conditions de Lindeberg-Feller vérifiées :

kn,
. . 2 . _
nlgrolo;E (1Yo l[PL([| Ynill > €)] =0, Ve >0, (B.2)
kn,
lim z;Var (Vi) = . (B.3)

Alors, la suite Zfﬁl Y,,i converge vers une loi normale N(0,3).

Démonstration. Par le procédé de Cramér-Wold, il suffit de montrer ce résultat en dimension un. Ce
résultat repose tout d’abord sur le fait que permettrait de conclure directement si on supposait les
v.a. Y, ; gaussiennes (voir proposition. La méthode de Lindeberg repose alors sur la comparaison
entre les sommes partielles Zf;l Y, et ngl Xni ot (Xpi)neN1<k<k, €st un tableau triangulaires de
v.a. gaussiennes indépendantes, telles que,

— Pour tout n et pour tout ¢ € {1,...,k,}, varY, ; = varX,, ;,

— Pour tout n et tout i,j € {1,...,k,}, les via. X, ; et Yy, ; sont indépendantes.
Nous allons tout d’abord que, sous ces deux conditions, il est possible de controler la différence entre
les sommes partielles construites a partir du tableau triangulaire (X,,;,7 € {1,...,ky,}) et (Y 4,7 €
{1,...,ky}) de telle sorte que la convergence en loi de la somme partielle .S,, = Zf;l X,; implique la
convergence en loi de la somme partielle T}, = Zf;l Yo

Considérons deux sommes S, = X, 1+ Xpo+--+Xpp, et T, =Y, 1+ Yo+ ...+ Y, g, Soit f
une fonction deux fois différentiable avec une dérivée seconde bornée et Lipschitzienne, i.e.,

TR o K 1 B B0

(z,y) ERXR,z#y “T - y‘

ou f” est la dérivée seconde de f. On a la décomposition

kn

E[f(S0)] = E[f(T0)] = D _[E[f(Ru + Xnp)] = E[f (Ruk + Yar)ll,
k=1

ou R, = (Zj<k Xn,j) + (Zj>k Yn,j). Développons f (R, + Xy %) au voisinage de R, j, :

X: Xz
f(Rn,k + Xn,k) - f(Rn,k) + Xn,k f/(Rn,k) + TJg f//(Rn,k) + TJC [f”(Rn,k + en,an,k) - f//(Rn,k)]7

ot 8,1 € [0,1]. Développons de méme f(R,, ; + Y, x). Notons que, la v.a. R, ;, est indépendante, par
construction, des v.a. X, ; et Y}, ;. Par conséquent, nous avons pour tout k£ € {1,...,n},

E [f/(Rn,k)(Xn,k - Yn,k)] =E [f/(Rn,k)] (E [Xn,k} —E [Yn,k]) =0,

en utilisant que E[X,, ;] = E[Y}, x] = 0. De la méme facon, comme par construction des v.a X, et

Y, x nous avons E [ng} =E [Yn%k], nous avons
E[f"(Rog)(Xp g = Vi) =E[f"(Rog)] (E[X7 4] —E[Y;21]) =0,
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Comme f” est une fonction Lipshitzienne, pour tout € > 0, nous avons, pour tout 6 € [0, 1],

[ (R + 0X0 1)) — [ (Ri)| < 1" [Lip| X ke
| (Rug + 0Yr) — f" (R k)| < 1f"|Lip| Yo el L([ Yok

<€)+ Q\f"\oo]l(\YmH > €),

ou [f"|ee = supyer|f”(z)| (qui est fini par hypothese). Nous utilisons ici deux majorations
différentes pour des raisons qui deviendront transparentes dans la suite de la preuve. Par conséquent,
E[f(Rnk + Xnk) —E[f(Rnk + Yo k)| est majoré en valeur absolue par

1
5 1 uip (E (X0 P] +E [[Ys 1Yokl < O] + " oo E [[Y e 1(|Ya| > €)1%]
pour tout € > 0. Remarquons que

E [|Xnkl®] = op i [| Xnk/oknl®] = 0 yma,

N . . . T def
ot m3 est le moment d’ordre trois d’une loi gaussienne centrée réduite et oy, j, =E [XZ k] =E [Yg k} .

Remarquons aussi que
E[[Yok 1Yol < OF] < eB[[Yasl?] = el

Ces inégalités conduisent a la majoration :

kn kn kn
ELF(S)] - BT < 51 <m3 > Tnit eZoi,k) +1F" oo D E [V 1(|Yail > O] -

k=1 k=1 k=1

On a d’autre part

kn kn
E af’hk < Zaikk max, (Onk)-
k=1 k=1 Ellkn}

Or (B.3) implique que pour tout 1 < k < k,,, et tout € > 0, nous avons

kn
op S EFE [V 1Yokl > OF] <&+ D E (Yo, 1(|Vayl > O] -
j=1
et donc
lim su max o2, =
n—)oop ke{l,... kn} ok
D’ou, pour tout € > 0,
1 kn kn 1/2 kn
ELF(Sn)] =BT < 51w [ ms Yo | €4+ D E[Vay 1Yyl > O] | +ed on,
k=1 j=1 k=1
kn
+ oo D B [[Vok L(|Yni| > )] . (B.5)
k=1
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Par hypothese la série >, E [|Y 6 1([Ya x| > €)[?] tend vers zéro et Y-, U?L’k tend vers une constante

o2 respectivement quand n tend vers I'infini. D’otll, pour tout € > 0,

tim [E[£(S)] ~ Ef(T)]| < 3 | ip(ms + Do’

n—o0

En faisant tendre, dans un deuxieme temps, € vers zéro, on obtient donc une limite nulle. Comme les
(Xnj,7 €{1,...,kn}) sont des v.a. gaussiennes, la proposition permet de conclure. Comme ces
majorations sont en particulier valables pour f(x) = exp(—itx), le théoreme de Levy permets de
conclure. La majoration est plus précise que le résultat de convergence en loi car elles fournissent
des vitesses de convergences de E [f(.S,,)] en fonction de normes appliquées au tableau Y}, j, et de normes
appliquées a f pour des f convenablement choisis. O

B.7 Symboles o et O stochastiques

Le théoreme suivant clarifie les relations entre les différentes définitions de convergence et celles
entre convergence d’un vecteur et convergence de ses coordonnées.

Théoreme B.7.1. Soient X,,, X etY, des v.a. Nous avons :
(i) X, g x mmplique X, £, X,
(ii) X, Fox implique X, £, X,
(iii) X, x, ¢, ou c est une constante, si et seulement si X, £, c,
(iv) Si X, ELX et X,-Y, LO, alors Yy, i>X,
(v) Si X, Lo X et Y, N pour une constante c, alors, (X,,Yy,) £, (X, c),
(vi) Si Xp——= X et Y, —=Y alors (X, V) — (X,Y).
Démonstration. (H) L Si X, B X, pour tout € > 0, P((, Ay) = 0 avec Ay, = Uy, {I| Xk — X|| > €}

Par conséquent :
ImP(|| X, — X|| > €) <limP(A,) =0
n n

: Soit f Lipschitzienne bornée, notons | f|o = sup, |f(z)] et |f|Lip = sup,, |f(z) — f(¥)|/l|z —
yl|. Pour tout € > 0,

[ELf(Xn)] = E[f(X)]] < €| fluip + 2[flocP([[ Xn = X = €).

Le second terme du membre de droite tend vers 0 et le premier peut étre rendu arbitrairement petit.
Dong, lim, E [f(Xn)] =E [f(X)]

1) montre que si X, N ¢, alors X, £, ¢ Pourla réciproque, soit € > 0 et soit B(c,¢) = {x :
lx—c|| < €} la boule ouverte de centre c et de rayon e. Nous avons P(|| X, —c¢|| > €¢) = P(X,, € B(c,€)).

Si X, £ ¢, le lemme de Portmanteau montre que limsup P(X,, € B(c,€)¢) < P(c € B(c,€)¢) =0
: Soit f Lipschitzienne bornée, et € > 0,

[E[f(Xn)] = E[f(Ya)]| < |flLipe + [flocP([[Xn = Yaull = €).
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Le second terme tend vers 0 et le premier peut étre rendu arbitrairement petit, donc E [f(X,,)] et
E [f(Y,)] ont la méme limite.

() : Remarquons, en notant d(z,y) la distance euclidienne, que d((X,,Y,), (X, c)) = d(Yn,c) —
0. Donc, en utilisant , il suffit de prouver que (Xp,c) £, (X, c). Pour toute fonction continue
bornée f : (z,y) — f(z,y) la fonction f(.,c¢) : © — f(=z,c) est continue et bornée et |E[f(X,,c)] —
E[f(X,c)]|— 0, car X, £ X,

: conséquence directe de d((z1,91), (z2,y2)) < d(x1,y1) + d(z2,y2). O

Le théoreme [B7] a quelques applications immédiates et utiles en pratique.

La propriété montre que la convergence en probabilité d’une suite de vecteurs aléatoires X,, =
(Xn1,-.., X5 k) est équivalente & la convergence de chacune de ses composantes individuellement. Le
résultat analogue pour la convergence en distribution est faux : la convergence en distribution d’une
suite de vecteurs aléatoires est une propriété plus forte que la convergence en distribution de chacune
de ses composantes X, ;.

La propriété (Q/ du théoréme implique que si X, Ly X et Y, RN ¢, alors (X, Y,) £, (X,c). Le
théoreme de continuité (théoréme montre donc que pour toute fonction g : (z,y) — g(z,y)
continue sur un ensemble C' x {c}, P(X € C) =1, g(X,,Y,) £, 9(X, ¢). Des applications particulieres
de ce principe sont souvent regroupées sous la forme du lemme suivant, connue sous le nom de lemme

de Slutsky.

Lemme B.7.2 (Lemme de Slutsky). Soit X,,, X etY, des v.a. réelles. Si X, Lo X et Y., Locone
est une constante, alors

. L

(i) Xpn+Y,— X +c;
(ii) Yo Xy =5 cX ;
(iii) Y, 1 X, Eelx pour ¢ # 0.

Le procédé de Cramér-Wold (voir section [B.3)) permet d’étendre ce résultat au cas vecto-
riel /matriciel, pour peu que, dans @), ¢ soit un vecteur de méme dimension que X, et dans
et (i), {Yn}n et c soient des matrices (avec ¢ inversible pour (iid)) de méme dimension adaptée
a celle des vecteurs { X, }.

Il est pratique de disposer de notations simples pour exprimer qu’une suite tend vers 0 en probabilité
ou est bornée en probabilité. Nous dirons qu’une suite de v.a. (scalaire ou vecteur) X, = op(1) si

Xn N 0; nous noterons X,, = Op(1) si X,, est bornée en probabilité. Plus généralement, pour R,
une suite de v.a.,

X, =op(R,) signifie X, =Y,R, avecY, =op(l), (B.6)
X, =O0p(R,) signifie X, =Y,R, avecY, =O0p(1l), (B.7)

Pour X, et R,, des suites déterministes, les symboles op et Op coincident avec les symboles o et O
de lanalyse. Les symboles op et Op se manipulent d’ailleurs exactement de la méme facon que les
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symboles o et O. Par exemple,

op(1) +op(1) = op(1),

op(1) + Op(1) = Op(1),

Op(L)op(1) = op(1),
(140p(1))"" = 0p(1),

op(R,) = Rpop(1), Op(R,) = R,0p(1)

Pour s’assurer de la validité de ces regles, il suffit de les ré-écrire explicitement avec des suites et
d’utiliser les résultats classiques énoncés ci-dessus. Par exemple, si X, Lot Y. N 0, le théoreme
(vi) implique que (X,,Y,) N (0,0) qui équivaut a (X,,Y,) N (0,0). Le théoreme de continuité
(appliqué & f: (z,y) — = +y) implique X,, + Y, £, 0, qui équivaut & X,, +Y, 0 (théoreme
(iii)). La troisieéme régle est une fagon concise d’écrire : si X, est borné en probabilité et Y, LN 0, alors
XY, i) 0. Si X, i> X, alors ce résultat découle du lemme de Slutsky (car X, i> X et Y, i) c
implique que Y, X, £, cX, doncsi c =0, Y, X, £, 0 qui équivaut a Y, X, N 0). Dans le cas ou
X, ne converge pas en probabilité, on peut soit donner une preuve directe, soit utilisé le théoreme de

Prohorov.
La regle de calcul suivante est utile pour les développements asymptotiques.

Lemme B.7.3. Soit R une fonction D C RF telle que R(0) = 0. Soit X,, une suite de v.a. ¢ valeurs
dans D tels que X,, — 0. Alors, pour tout p > 0,

(i) Si R(h) = o(||h||?) quand h — 0, alors R(X,) = op(||X,|P),

(ii) Si R(h) = O(]|h||P) quand h — 0, alors R(X,) = Op(|| X,|P).

Démonstration. Définissons g(h) = R(h)/||h||P pour h # 0 et g(0) =0 : R(X,) = g(Xn)|| Xn|P-
(i) La fonction g est continue en 0 et le théoreme de continuité montre que g(X,,) LN g(0) = 0. La
deuxieme assertion se démontre de fagon similaire. O

B.8 Delta—méthode

Supposons que nous disposions d’un estimateur 7}, d’un parametre v, mais que la quantité d’intérét
soit g(v). Un estimateur naturel de cette quantité est g(7,). Pouvons nous déduire le comportement
asymptotique de ¢g(T},) & partir de celui de T}, ?

Nous savons déja que si T),, converge en probabilité vers v et que g est continue au point v, alors
g(T,,) converge en probabilité vers g(v).

Si nous savons /n(T,, — v) converge en loi vers une distribution limite, pouvons nous affirmer qu’il
en est de méme pour /n(g(7},) — g(v)) ? La réponse est affirmative si la fonction g est différentiable
au point v : de fagon heuristique, nous avons :

Vi(g(Tn) — g(v)) = g'(v)Vn(T, — v),

et donc, si \/n(T,, —v) =4 T, alors \/n(g(T,,) — g(v) —q4 [¢'(V)]T. En particulier, si \/n(T,, — v) est
asymptotiquement N (0, 02) alors \/n(g(T,) — g(v) est asymptotiquement normal N(0, [¢’(v)]?c?).

127



La méme question se pose lorsque T, = (Tp1,...,T, %) est un vecteur aléatoire et g est une
fonction de R* +— R™. Nous connaissons la loi de /n(T,, — ) et nous nous intéressons & la loi de
vn(g(T,)—g(v)). Le résultat ci-dessus s’étend directement en remplagant la dérivée par la différentielle

Vug(v).

Proposition B.8.1. Soit g : D, C R* s R™ une fonction définie sur un sous ensemble D, de R
et différentiable au point v. Soit T,, des v.a. a wvaleurs dans Dy. Sirp(Ty —v) £, T, pour une suite
rn 0 00, alors o (g(Th) — g(v)) £, V.g(v)T. De plus r,(g(Tyn) — g(v)) — Vug(v)(rn(Th —v)) .

Démonstration. r, (T, — v) converge en distribution, la suite r,(T,, — v) est bornée en probabilité et
T,, — v tend vers 0. La différentiabilité de la fonction g implique que g(v+h) = g(v)+ V,g(v)h+ R(h)
et R(h) = o(||h]]). Le lemme montre que :

9(Tn) = 9(v) = Vog(w)(Tn —v) = R(T, — v) = op(||Tn — vI]).
En multipliant les deux membres de l'identité précédente par r,, nous avons donc :
rn(9(Th) — 9(v)) = Vug(v)(rn(Tn — v)) + op(1).

Nous concluons an appliquant le lemme de Slutsky. ]

B.9 Convergence des moments

Par définition X, =+ X implique que pour toute fonction continue bornée f, Elf(Xn)]] —
E[f(X)]. La condition bornée n’est pas superflue, et il est tres facile de trouver des exemples de

suite de variables vérifiant X,, —= X et pour lesquelles nous n’avons pas E [f(X,)] = E[f(X)] pour
f une fonction continue non bornée.

Définition B.9.1 (Uniforme Intégrabilité). Une suite de v.a. Y, est dite uniformément intégrable si
lim limsupE[||[Y,||1(]|Yn] > M)] = 0.
M—o0o n—aoo

Remarquons tout d’abord que l'uniforme intégrabilité implique E[||Y,]|] est majoré

indépendamment de n. En effet, il existe M et C' > 0 tels que, pour tout n
Ef[[YallL(Ya] = M)] < C,
ce qui implique
E[IYall] = E[IYalL([Yall < M)+ E[[Yal1([[Ya]l = M)} < M +C

pour tout n. Comme le montre le théoreme ci-dessous, 'uniforme intégrabilité permet de relier la
convergence en loi et la convergence des moments.

Théoreme B.9.2. Soit f : R¥ = R une fonction borélienne continue en tout point de C' € B(RF).

Supposons que X, Lo X et P(X € C) = 1. Alors, E[f(X,)] — E[f(X)] si et seulement si la suite
f(Xy) est uniformément intégrable.
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Démonstration. Nous ne montrons ici que la réciproque. Posons Y;,, = f(X,,) et supposons que Y,
est uniformément intégrable. Nous allons montrer que E[Y,] = E[Y], ou Y = f(X). Nous supposons
sans perte de généralité que Y;, est positive (il suffit autrement de raisonner sur les parties positives et

négatives séparément). Le théoréeme de continuité montre que Y, £, Y. Nous notons a Ab = inf (a,b).
L’inégalité triangulaire donne d’une part

EYANM]|<|E[Y,AM]|—-E[Y AM]|+E[Y, AN M]
et d’autre part
EYn] -EN][ < [EYa] -ENYu AM] |+ [EY, AM]=E[Y AM][+[E[Y AM]-E[Y]].

Comme la fonction y — y A M est continue et bornée, |E[Y, A M| —E[Y A M]| — 0 quand n — oo.
Le second terme de la partie droite de la premiere inégalité est majorée indépendamment de M (voir
ci-dessus), donc E [Y] < co. Le premier terme et le troisieme termes de la partie droite de la seconde
inégalité peuvent étre rendus arbitrairement petits en utilisant respectivement I'uniforme intégrabilité
et E[Y] < oo, ce qui acheve la démonstration de I'implication réciproque. O

Une conséquence élémentaire de I’exemple précédent est donnée ci-apres.

Proposition B.9.3. Si { Xy, k € N} est une famille de vecteurs aléatoires gaussiens, alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) lim E[Xj]=p et lim Var(Xy) =%
k—o0 k—o0
(i) Xp > N(, 3).

Démonstration. Par le procédé de Cramér-Wold, il suffit de montrer ce résultat en dimension un.
En dimension un, on note ¥ = 2. (i) = (ii) est alors une simple application du lemme de
Slutsky puisque (X; — E[Xj])/v/var Xy suit une loi N(0, 1) pour tout k. D’autre part, le théoréme de
convergence dominé appliqué a

B0 = s | 10 (- (0~ B (van(K0)

pour tout f continue bornée montre que si var(Xy) — oo, E[f(Xy)] — 0, ce qui est impossible sous
(ii). I en est de méme pour toute sous-suite var(X,, ). On en conclut que (ii) implique que var(Xj)
est majoré indépendamment de k. Dans ce cas il est facile de voir que E [X}] a aussi une limite car le
contraire impliquerait que P{|X| < M} = 0 pour tout M > 0. Par un simple changement de variable,
on montre que pour tout p > 0, il existe une constante c, telle que, pour toute variable gaussienne
centrée YV, E[|Y|P] = ¢,(E [YQ])% Il s’en suit que

(E(|1XkP))7 < (B[ Xk — E[Xg] P)7 + [E[X4] | < cpvar'/2(Xy) + [E [X3] |

est majoré indépendamment de k pour tout p > 0. On obtient par uniforme intégrabilité que les
moments E [X]] converge vers E [X4] pour tout ¢ > 0. Les cas ¢ = 1 et ¢ = 2 donnent (i), ce qui
acheve la démonstration. O
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