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Controle avec polycopié et notes de cours manuscrites, UNIQUEMENT..

Calculettes autorisées.
On détaillera avec précision tous les raisonnements.

Rédiger lisiblement, en faisant des phrases en langue humaine SVP

Le soin et la présentation comptent pour la note finale.

I Factorisation de Neyman-Fisher

ON CONSIDERE un modele statistique X = (Xj,..., Xn) ~ pg(x) (pas nécessai-

rement régulier) et une fonction S qui ne dépend pas de 6. On suppose que

S = S(X) est une statistique suffisante pour 8, ce qui signifie que si s = S(x), la
distribution conditionnelle

Po(x|s) = p(xls)

ne dépend pas de 8. (Autrement dit les données X ne dépendent de 6 que par
I'intermédiaire de la statistique S = S(X)).

1.

Si s = S(x), en écrivant pg(x) = pg(x, s) et en développant, montrer qu'on
peut factoriser le modele pg(x) sous la forme

po(x) = gp(S(x)) - h(x)

ou la fonction gy dépend de 6 mais la fonction h ne dépend pas de 6.

. Réciproquement, si on a la factorisation py(x) = go(S(x)) - h(x), appli-

quer la formule de Bayes a pg(x|s) pour montrer que S = S(X) est une
statistique suffisante.

. Application : On considere le modele i.i.d. Bernoulli X ~ %8(0). Montrer

que la somme S = Zf.\i , Xi est une statistique suffisante.

. Méme question pour le modele gaussien X ~ A(0, o)

. On considere le modele i.i.d. uniforme X ~ %0,0]. Ce modéle est-il régu-

lier?2 On notant
Xay <X < <Xm

les échantillons X = (X1, X», ..., Xn) réordonnés par ordre croissant, mon-
trer que S = X(n) est une statistique suffisante.
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II Théoréeme de Rao-Blackwell

N SE DONNE un estimateur quelconque 0= é(z) (pas nécessairement non
biaisé) et S = S(X) une statistique suffisante pour 6 (voir I'exercice précé-
dent). Soit 'espérance conditionnelle

6* =E@)S).
1. Montrer que c’est bien une fonction de X qui ne dépend pas de 0 (c’est

bien un estimateur).

2. En appliquant la formule de I'espérance totale !, comparer les biais de 0
etde 0*.

3. En appliquant la formule de la variance totale 2, comparer les variances
de § et de #*. Conclure!

4. Application : On considere le modele i.i.d. Bernoulli X ~ 28(0) avec N > 2
observations et S = Zé\i 1 Xi. En prenant I'estimateur inadmissible é(g) =
Xj, trouver I’estimateur 6* de Rao-Blackwell.

(Indication : justifier que E (X;|S) = E(X;|S) pour touti = 1,..., N et utiliser
la linéarité de I’espérance).

5. Méme question pour le modeéle gaussien X ~ A 8,02) avec toujours
S=¥N, X

6. Plus difficile On considere le modele i.i.d. uniforme X ~ %[0,60] avec
S = X(y. Justifier que I'estimateur inadmissible 0 = 2X, est non biaisé, et
trouver I'estimateur 8* de Rao-Blackwell.

III Théoreme de Lehmann-Scheffé

ON SE DONNE un estimateur non biaisé 6 = 6(X) et on note (voir I'exercice
précédent) 6* = E(8]S) ou S = S(X) une statistique suffisante “complete”,
c’'est-a-dire qu’elle vérifie la propriété suivante pout toute fonction f :

(V0) Eg(f(S)=0 = f(S)=0p.s.
1. Soit &’ un autre estimateur non biaisé. Montrer (en prenant la différence)
que E(0]S) =E(0'|S) p.s.
2. En déduire que I'estimateur §* de Rao-Blackwell est MVU.

3. En particulier, si Eg(S) = 0, montrer que S est elle-méme un estimateur
MVU.

4. Application : On consideére le modele i.i.d. Bernoulli X ~ %(0). (Re)trouver
I'estimateur MVU.

5. Méme question pour le modele i.i.d. gaussien X ~ .4 (0,0?).

6. Méme question pour le modele i.i.d. uniforme X ~ %[0, 6].

1. E(X) =E(E(X|Y)). (On rappelle par ailleurs que E (X|X) = X.)
2. VX)=E\VX|YV)+V(EX|Y)).
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Solutions

I-1) po(x) = po(x,s) = pg(x|s) pg(s = S(x)) = p(x|s) po(s = S(x)) de la forme vou-
lue avec h(x) = p(x|s) qui ne dépend pas de 8 et gg(s) = pg(s) qui dépend de
S(x).

p(slx) pg (x) _ 8o (s) h(x) p(s]x) _ h(x)p(s|x)

1-2) Bayes : pg(x18) = (0, mdnm = 26 [peohmdnm — Tpelohmdee

dépend pas de 6.

ne
I-3) py(x) = Hﬁ.\il 0% (1-0) =% = (%)Zi”(l —0) de la forme voulue avec h =1
et S(x) =) ; x;.

1-4) pg(x) =TI}, @no?) N2 exp(= 507 X (xi=0)%) = @no>) V2 exp(- 31 T30 - exp(y £ xi-3%)

h(x) 8o(X; xi)
de la forme voulue avec toujours S(x) = ; x;.

[-5) pp(x) = Hé\il %ﬂoﬂigg = QLN/[IOSmaXi x;<0 delaforme voulue avec S(x) = max; x; =
X(N)-

II-1) Par définition de I'’espérance conditionnelle, E (éIS) est une fonction de
S = $(X), donc de X, qui s’écrit E(0|S) = fé(x)p(xlS) du(x) ou par définition
d’'une statistique suffisante, p(x|S) ne dépend pas de 6. (Comme é(x) est un
estimateur, la fonction () ne dépend pas de 6 non plus.)

1-2) E@*)=EE®@®|S) = E(®) = 6. Donc les deux biais E (6*) — 0 et E (@) — 0 sont
égaux.

11-3) V(@) = V(E@]S) +ENV@IS) > V(E@|S) = V(F*). Donc (méme biais et
variance plus faible), '’estimateur 8* de Rao-Blackwell est meilleur (risque qua-
dratique plus faible) que 6.

I-4) 0* =E(X11S) =E(X;]S) pourtouti =1,..., N carles données sonti.i.d. Donc
par linéarité, 0* = + YN E(X;|S) = £E(SIS) = & = X.

II-5) Exactement le méme calcul que dans la question précédente.

I1-6) 0* = E2Xi1 XN = %E(Zi X;| X v comme ci-dessus. D'une part E (X | X(n) =
X et d’autre part, X;| Xy = m suit la loi uniforme %[0, m] lorsque i < N d’otl

E (X Xv) = 242, Finalement 0* = & (N - 1) Xy /2 + X)) = ML Xy qui est
bien non biaisé comme 2X; (exercice fait en classe).

I11-1) E (QIS) -E (é’IS) =E (é - é’IS). Or par la loi de I'espérance totale, EgE (9 -
0'1S) =E(@ —-60") =0 -0 =0 donc comme la statistique suffisante est complete,
E@-0'|S) =0p.s.



III-2) D’apres la question précédente, 0* =E (éIS) =E (é’ |S), dont on sait (exer-
cice précédent) qu'il est meilleur (de variance plus faible) que §'. Or comme 6’
est quelconque, 6* non biaisé est de variance plus faible que tout estimateur,
c’est-a-dire MVU.

III-3) SiEy(S) =0, S = S(X) est un estimateur non biaisé et E (S|S) = S est MVU.

I11-4) 11 s'agit de montrer que S = Xy est une statistique compléte. Comme }_; X;
suit la loi binomiale (N, 0), E(f(Xn)) = XN f(k/N)(})0%(1 - 0)N=F = 0 pour
tout 8 € [0, 1] implique f(k/N) =0 pour tout k, c’est a dire f(Xy) = 0. On retrouve
que Xy est MVU.

I11-5) 11 s’agit de montrer que S = Xy est une statistique complete. Comme Y; X;

suitlaloinormale .4 (8,02/N), E(f(Xn)) ff(x)exp(—(;f;z%)dxm J f(x)exp(—

0 implique f =0 p.p. (transformée de Laplace) donc f(Xy) =0 p.s.

I11-6) Il s’agit de montrer que S = X() est une statistique complete. D’apres la

loi suivie par X (vu en exercice en classe), on a E(f (X)) = foe f) Ngxfl dx.
Si cette quantité = 0 pour tout 8, on obtient par dérivation p.p. : f =0 p.p. donc
f(X(N)) =0 p-s.

Ox
20%2/N

):



