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1 Introduction

Soient K un corps de nombres, O ’anneau des entiers de K, X un schéma projectif
sur Spec Ok de fibre générique Xx lisse, £ un faisceau inversible ample sur X muni d'une
métrique hermitienne & courbure positive, et u une mesure strictement positive sur la variété
analytique complexe X(C) invariante sous l’action de la conjugaison complexe. Ceci permet,
pour tout entier n, de munir I’espace des sections I'(X, £L®") d’une structure de Og-module
hermitien, au moyen des métriques L?(u). Relativement & ces données, on peut construire
une théorie des hauteurs pour les sous-schémas fermés de X, comme suit.

Soit % un sous-schéma fermé de X. Pour tout entier n, notons
restr, : T'(%X, £L%") — (%, L") (1.1)

lapplication naturelle de restriction. L’image im(restr,) de cette application de restriction
est un quotient du Ox-module T'(X, L®"), et peut étre munie des métriques quotient des
métriques L? sur T'(X, £L®"); on obtient ainsi un Ox-module hermitien, noté im(restr,,).

Définition 1.1 La n-iéme hauteur du sous-schéma ¥ est le degré d’Arakelov (normalisé
comme en (2.3) infra) du O -module hermitien im(restr,) :

h(X;n) = d/e\gim(restrn). (1.2)

Remarquons que si I’entier n est suffisamment grand, ’application restr,, est surjective, et
alors on a

h(S;n) = deg (3, L8[y, (1.3)

ot T'(X, L®"|5) est muni des métriques quotient par restr, des métriques L? sur T'(X, £L&").
En particulier, lorsque ¥ est plat sur Spec O de polynéme de Hilbert P et que ’entier n est
régulier au sens de Castelnuovo-Mumford relativement a P, cette quantité coincide avec la
hauteur du point de Hilbert associé & 3, relativement & un fibré en droites hermitien naturel
sur le schéma de Hilbert correspondant.
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Sous une forme légérement différente, la notion de hauteur de sous-schéma introduite ici
apparait déja dans [8]. Il y est remarqué que, lorsque 'on fait varier l’entier n, la quantité
h(X;n) doit pouvoir s’interpréter comme ’analogue arithmétique d’une fonction de Hilbert-
Samuel pour X.

Le principal objet de ce texte est I’étude de cette «fonction de Hilbert-Samuel arith-
métiquey» dans le cas particulier out X est I’espace projectif associé & un Og-fibré vectoriel
hermitien, muni du fibré en droites hermitien universel W, et oll ¥ est un sous-schéma
(fermé) de X de dimension générique nulle plat sur Spec Og. Notons N la dimension géné-
rique de lespace projectif X, [ la longueur de ¥ (i.e. le degré du morphisme fini et plat de
projection de ¥ sur SpecOk), r; la longueur du ¢-iéme jet de X, et h([X]) la hauteur du
cycle associé & ¥. Apres avoir introduit deux réels h(C¥), pouvant s’interpréter comme la
hauteur du cone tangent de ¥, et ramif(X), mesurant la ramification de X, on obtient le

résultat suivant :

Théoréme 1.2 Les hauteurs de X admettent un développement asymptotique de la forme

o " 10p (P E DL
h(S;n) H(E) + Og:le o8 Ntiitn — ) (1.4)

+ h(CX) —logramif(X) + e(n)
ot le «terme d’erreury e(n) est un réel se comportant en O(n=') quand n tend vers Uinfini.

On s’attache ensuite & étudier plus en détail le cas ol le sous-schéma ¥ est réduit, en
relation avec la question suivante.

Soient p1,...,p; € PV(K) des points de I’espace projectif standard. Aprés choix de co-
ordonnées homogenes des p;, notons A, : K[Xo,..., Xn]p — K ! application d’évaluation
en les p;, définie sur l'espace des polyndmes homogénes de degré n. Notons aussi 3 'adhé-
rence schématique dans ]P’gK de la réunion des p;. Avec un choix de métriques convenables,
Michel Laurent montre dans [8] 'existence d’une constante, notée x(Ox) par analogie avec le
cas géométrique, telle que la hauteur de (la puissance extérieure maximale de) l'application
linéaire A, admette le développement asymptotique suivant :

h(/\lAn> = .3 h(p) + X(Ox) + o(1). (1.5)

—00

Un probléme soulevé et laissé ouvert dans [8] est d’expliciter cette constante x(Oy).

Pour résoudre ce probléme, on montre que, compte tenu des normalisations de [8], hau-
teur de matrice d’interpolation h(A;) et hauteur de sous-schéma h(X;n) sont reliées par
une formule simple de sorte que, aprés identification des termes correspondants dans (1.4)
et (1.5), on trouve :

Proposition 1.3 Le terme constant du développement asymptotique (1.5) vaut
1

x(Ox) = — logramif(X) = TRLg log # I'(%, 1,05/ Ox) (1.6)

oY — % estle morphisme de normalisation du schéma réduit 3.



Utilisant le fait que 1’ordre P(i,@i) est auto-dual pour la forme bilinéaire trace sur la
K-algebre séparable I'(Z, O )k = I'(E, Ox) k, ceci peut aussi s’énoncer ainsi :

Proposition 1.4 On a (supposant toujours ¥ réduit) :

1
x(Ox) = T log N(0r(s,05)/0x) (1.7)
0t N(dp(s,05)/0x) € N est la norme de lidéal discriminant de T'(%, Ox) sur Of.

Notamment, si I’on suppose en outre que X est localement intersection compléte, la théorie
des résidus et de la dualité de Grothendieck permet d’exprimer cette norme en fonction du
module des différentielles de X ; ainsi, on trouve :

Proposition 1.5 Avec les mémes notations, sous Uhypothése supplémentaire que 3 est lo-
calement intersection compléte, on a

1
x(0x) = TR Q 10g # U (5.05) /0 (1.8)

Dans la derniére partie du texte, toujours sous I’hypothése que le sous-schéma ¥ est ré-
duit (mais pas nécessairement localement intersection compléte), on étudie plus précisément
le terme d’erreur e(n) introduit dans la formule (1.4), ce qui permet d’obtenir non plus seule-
ment une estimation, mais de véritables bornes sur les hauteurs de matrices d’interpolation
en grand degré. On obtient notamment le résultat suivant.

Proposition 1.6 Soit ¥ un sous-schéma réduit de l’espace projectif, fini et plat sur Spec Ok,
et No le plus petit entier tel que U'application de restriction restry, (cf. (1.1)) soit de rang
mazximal. Alors, pour tout entier n > Ny, le terme d’erreur du développement asymptotique
(1.4) admet une décomposition naturelle

)= | X amt X e (19)

[K : Q] p id. max. 0:K—C
de OK

en somme de termes locaux négatifs presque tous nuls £,(n) qui décroissent en valeur absolue
lorsque n crofit.

Ce dernier point peut s’interpréter, aux places archimédiennes, comme un phénoméne de
croissance d’'un angle dans une grande puissance tensorielle d’un espace hermitien, et aux
places non-archimédiennes, comme un résultat de décroissance de la cohomologie. On en
déduit aussi le résultat suivant concernant les hauteurs de matrices d’interpolation :

Corollaire 1.7 Soient (An)n>o la suite d’applications d’interpolation associée d la donnée
de l points p1,...,p; de Uespace projectif et No le plus petit entier tel que An, soit de rang
mazimal. Alors, pour tous n' > n > Ny, on a

1

h (/\’ An/> “h (/\l An> > (' —n) S hipy). (1.10)

=1
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2 Généralités sur les hauteurs de sous-schémas

2.1 Conventions et rappels élémentaires de géométrie d’Arakelov

Si K est un corps de nombres d’anneau d’entiers Ok, on note Spm Ok ’ensemble des
idéaux maximaux de Ok, et pour tout p € Spm Ok de caractéristique résiduelle p on
normalise la valeur absolue p-adique |.|, sur K en imposant que pour tout a on ait

lal, = Ng/q(a)lp = [Ok, : aOk,] ™", (2.1)

ol |.|, est la norme p-adique usuelle sur Q, et K, le complété de K en p. Pour tout plongement
o de K dans C on note aussi |.|, la valeur absolue sur K déduite par o de la valeur absolue
usuelle sur C. Avec ces normalisations, la formule du produit s’énonce ainsi : pour tout
a € K*, on a |al, =1 pour presque tout p € Spm Ok, et

Z log |al, + Z log |a|, = 0. (2.2)

pESpmM Ok o:K—C

On rappelle qu'un Og-module hermitien est la donnée d’'un Og-module de type fini M
et, pour tout plongement o de K dans C, d’une norme hermitienne ||.||, sur le C-espace
vectoriel My, = M ®o, .+ C, de facon compatible a la conjugaison complexe.

Si M est un Og-module hermitien, on note My, s le sous-module de torsion de M et
Miipre = M [Myors son plus grand quotient sans torsion, qui s’identifie naturellement & un
réseau du R-espace vectoriel M ®z R; on note B 1’ensemble des éléments de M ®z R dont
les images par les o sont toutes de norme inférieure & 1 et on définit le degré d’Arakelov de
M par la formule

deg M =

(2.3)

(log # My, — log %) ’

1
[K : Q) vol(B)
ol les volumes peuvent étre pris relativement a n’importe quelle mesure de Haar sur M ®zR.
De fagon équivalente on a

—_— 1
degM = ——— [log# M/(s1,...,s0) — Y logllst A==+ Aselara, (24)
[K@] 0:K—C

ol S1,- .., S, sont des éléments de M dont les images dans le K-espace vectoriel My forment
une base de cet espace, et ou les normes puissance extérieure sont définies conformément
a I’appendice A. On remarquera que le degré d’Arakelov ainsi introduit, qui sera celui uti-
lisé dans tout le texte, est mormalisé de facon & rester invariant pour la notion évidente
d’extension de I’anneau de base pour les modules hermitiens.

On dira que
0->M —-M-—M'—0

est une suite exacte courte de Og-modules hermitiens si la suite des O g-modules sous-jacents
est exacte et si les métriques sur M’ (resp. M") sont celles induites par (resp. quotient de)
celles de M. Alors, sous ces conditions, on a

deg M = deg M’ + deg M". (2.5)



On vérifie aussi sans peine que si M et E sont deux Ox-modules hermitiens avec E
localement libre, on a

deg M ® E = dim My .deg E + dim Ex.deg M. (2.6)

Soient maintenant F et F deux Og-modules hermitiens localement libres, et
u: EK — F K
une application K-linéaire. La hauteur de u est définie comme le réel

1

h(u) = ®-q (%: log [uly + z{;log ||U||a> . (2.7)

Dans le cas particulier ou F et F' sont de méme rang et ol u est bijective, appliquant cette
construction a la puissance extérieure maximale A\™** u, on vérifie aisément la relation

degE=degF + (" w). (2.8)

2.2 Hauteurs de sous-schémas et hauteurs de points de Hilbert

On commence par faire quelques rappels sur la théorie des schémas de Hilbert, suivant
Grothendieck.

Soient 7 : X — S un morphisme projectif de schémas noethériens, £ un Ox-module
inversible ample relativement & 7, et P un polynome & coefficients rationnels prenant des
valeurs entiéres positives sur les entiers suffisamment grands. On note H ilb;} g le foncteur
qui, & tout S-schéma T, associe I’ensemble des sous-schémas fermés de Xp = X xg T plats
sur T dont le polyndéme de Hilbert relativement & L est égal a P.

Soit maintenant n un entier possédant la propriété que pour tout S-schéma T et pour
tout sous-schéma fermé Y de Xp plat sur 7" de polynéme de Hilbert P, le morphisme naturel
de restriction

restry, : (WXT/T)*L‘?}Z - (WY/T)*(£§2|Y)

soit surjectif et fasse de (ﬁy/T)*(E?}ﬂy) un quotient localement libre de rang P(n) de

(Txp /T)*L',}e}’; ; on remarquera que, par la théorie de la régularité de Castelnuovo-Mumford,

telle qu’exposée par exemple dans [10] ch. 14, c’est le cas pour tout entier n suffisamment
grand. Alors :

Théoréme 2.1 (cf. [4] ou [7]) Sous ces hypothéses, le foncteur Hilb§/s est représentable

par un sous-schéma fermé H de Uespace projectif Py, = Proj Sym(/\P(") T LO), immersion
Nt H— Py

envoyant pour tout S-schéma T le point de H(T) représentant un sous-schéma Y de X
sur le point de P, (T) représentant le Op-module inversible AT (WY/T)*(E?}’;\;/) considéré

grace & Uapplication ANF™ restr,, comme un quotient de AT (WXT/T)*(L?};L).



Supposons maintenant comme dans l’'introduction que S = Spec Ok est le spectre de
I’anneau des entiers d’un corps de nombres, que X = X est un schéma projectif sur S de
fibre générique lisse dont l’ensemble des points complexes est muni d’une mesure stricte-
ment positive p invariante sous I’action de la conjugaison complexe, et que £ est muni d’une
métrique hermitienne lisse & courbure positive. On munit alors le Og-module 7, £%" des mé-
triques L? déterminées par ces données, et /\P(n) L8 des métriques puissance extérieure.
Par passage au quotient on obtient ainsi des métriques sur le fibré universel Op, (1) sur P,
et, apres restriction & H, on a ainsi construit un fibré en droites hermitien ample positif

sur H.

Proposition 2.2 Sous ces hypothéses, si % est un sous-schéma fermé de X plat sur S
de polynéme de Hilbert P, la hauteur d’ordre n du sous-schéma X (comme définie dans
Uintroduction) est égale o la hauteur du point de H(Og) représentant ¥, relativement au
fibré hermitien M,,.

DEMONSTRATION : Par construction, ces deux quantités sont égales au degré d’Arakelov
du Ok-module hermitien T'(X, £L®7|y) muni des métriques quotient des métriques L? sur X.
O

Remarquons qu’un sous-schéma fermé de X plat sur S est égal a 'adhérence dans X de
sa fibre générique et que plus généralement, I’adhérence dans X d’un sous-schéma de la fibre
générique X est plate sur S'; on obtient ainsi une bijection naturelle entre les sous-schémas
fermés de Xk et les sous-schémas fermés de X plats sur S.

Remarquons aussi que, le degré d’Arakelov étant supposé normalisé, la notion de hauteur
de sous-schéma est invariante par extension du corps de base, en ce sens que si X est un
sous-schéma fermé de X et si L est une extension finie de K, la hauteur h(Xp,;n) de Xp,
considéré comme sous-Or-schéma de Xp, est égale & h(Z;n).

Corollaire 2.3 Sous les hypothéses précédentes :

i. Il eriste un réel C = C(X, L, n, P) tel que, pour toute extension finie L de K et pour
tout sous-schéma fermé 3 de la fibre générique Xy de polynéme de Hilbert P, on ait
h(X;n) > C, ou X est l’adhérence de ¥ dans Xp, , considérée comme sous-Or,-schéma
de Xo, .

ii. Pour tous réels C' et C" il n’existe qu’un nombre fini de couples (L,X) ou L est une
extension de K de degré inférieur a C' et ¥ un sous-schéma fermé de X, de polynome
de Hilbert P de hauteur h(X;n) majorée par C".

DEMONSTRATION : Compte tenu de la proposition, c’est une conséquence immédiate
des théorémes de positivité et de finitude de Northcott sur les hauteurs des points d'une
variété projective. O



Exemple 2.4 Comme cela apparaitra plus loin dans le texte (par exemple comme consé-
quence de la proposition 4.1), si PgK est ’espace projectif standard muni du fibré universel

O(1), on a

(2.9)

h(P;n) = h(P) + %log (n - N)

N

pour tout P € PV (Ok), ot h(P) est la hauteur usuelle de P.

2.3 Une inégalité remarquable
Conservons encore les notations utilisées au tout début de l'introduction.

Lemme 2.5 Soient ¥ C X deuzr sous-schémas fermés de X égaux sur la fibre générique :
e = k. Alors pour tout entier n on a h(X';n) < h(Z;n).

DEMONSTRATION : Notons restr,, : T'(X, L&) — (%, LZ"|x) et restr!, : T'(X, L") —
(X', £L%"|sr) les applications naturelles de restriction, de sorte que restr!, se factorise par
restry,. Ceci implique que imrestr], est un quotient de imrestry, ; d’autre part les hypothéses
impliquent que les deux O g-modules sous-jacents coincident sur la fibre générique. Le lemme
en découle aussitot. [l

Lemme 2.6 Soit 32 un sous-schéma fermé de X défini par le faisceau d’idéaux J. Pour tout
entier n, munissons le Ox-module T(X,JL®™) des métriques obtenues par restriction des
métriques L? sur T(X,L£L%"). Alors on a

h(S;n) = deg T'(X, L57) — deg (X, JL")
= h(X;n) — deg T(X, 3L
ot h(X;n) est la hauteur de X considéré comme sous-schéma de lui-méme.

DEMONSTRATION : Cela résulte de la suite exacte de Og-modules hermitiens

0 — I'(X,3£%") — T'(X, L") — im(restr,) — 0.
O

Si ¥ et Xg sont deux sous-schémas fermés de X définis par des faisceaux d’idéaux Jy et
Jo, on note X1 U Yo (resp. 31 N 3g) le sous-schéma réunion (resp intersection) de X et o,
i.e. le sous-schéma fermé de X défini par le faisceau d’idéaux J; N Ty (resp. J; +J3). Comme
dans le lemme, munissons les I'(¥, 3;£%") des métriques L2. Alors pour tout plongement o
de K dans C, notons

i = dr(x 3,287, T(%,3:£97), €]0,1]
la «mesure d’orthogonalité» associée au triplet (I'(X, £L%"),, (X, 31 L"), T(X, 32 LE™),) au
paragraphe A.3.2. Remarquons qu’au moyen des structures hermitiennes on peut identifier
naturellement le quotient im(restr,;), (ol restr,; est 'application de restriction associée
a Y;) a un sous-espace de I'(X, L®™),, plus précisément a I'orthogonal de T'(X,3;L%"),, de
sorte que par le corollaire A.21 on trouve aussi dg-") = dim(restry 1)o im(restry,2)o -



Proposition 2.7 Awvec les notations précédentes, pour tout entier n assez grand, les hau-
teurs schématiques h(X1;n), h(Z2;n), h(X1 UXg;n) et h(X; N oy n) vérifient

Z logd n).

0:K—C

h(El U 22;”) + h(El N 22;’";) = h(El,n) + h(zz;

K Q
DEMONSTRATION : Considérons la suite exacte de Og-modules cohérents
0 —31NJe —T1®To — TJ1 +T2 — 0,
naturelle & un choix de signe prés. Alors pour n assez grand la suite
0 — I'(X, (31 N T)LP") — T(X, 31 LZ) @ T(X, T2 LP") — T(X, (31 + F2)LZ") — 0

est exacte et induit pour tout plongement ¢ : K — C un isomorphisme de C-espaces
vectoriels de dimension un

N7 TE I, 0 N (% :12/;®")
AN /\Hla jl + 32)£®n [ /\ (jl n jg)ﬁ(gm)g

(n

dont la norme est par définition la quantité dy ). On a alors

deg T(X, 31 £%7) + deg T (X, 3o L&)

= degT(X, (31 + 32)L®") + deg I'(X, (31 N J2) LE"

Z log d™)

o:K—C

et on conclut en appliquant le lemme 2.6. O

Corollaire 2.8 Soient X1 et Yo deux sous-schémas fermés de X. Alors, pour tout entier n
assez grand, on a

h(X1 UX9;n) + h(21 NXgsn) < h(Z1;n) + h(X9;n).
DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate de la proposition. O

Corollaire 2.9 Soient 31 et Yo deux sous-schémas fermés de la fibre générique X g . Alors,
pour tout entier n assez grand, on a

h(21 USg;n) + h(E1 N3g;n) < h(E15n) + h(32;n)
ot Uon a noté . Uadhérence dans X d’un sous-schéma Y de Xx.

DEMONSTRATION : On vérifie aisément qu'on a 3, U 3y = £ UX,. Par ailleurs, &1 N Xy
est un sous-schéma fermé de ¥; N X9 et ces deux objets coincident sur la fibre générique. Par
le lemme 2.5 on a donc k(31 N 3g;n) < h(X1 N Bg;n), et le résultat découle du corollaire
précédent appliqué & T; et Xo. O



3 Le théoréme principal

3.1 Rappels sur les espaces projectifs
3.1.1 Préliminaires

Si S est un schéma noethérien et £ un Og-module localement libre de rang N +1, on
note P€ = Proj Sym &€ 'espace projectif sur S dont les points paramétrisent les quotients de
& localement libres de rang un, 7 : PE — S le morphisme structural, et O(1) le fibré en
droites universel sur PE.

Soit maintenant P un sous-schéma fermé de P€ image d’une section ip : § — PE. On
note F = i} ker(7*€ — O(1)) I’«hyperplany de £ défini par P, de sorte que la surjection
naturelle 7*& — O(1) envoie 7*F C 7*E dans IpO(1) C O(1), ou Ip est le faisceau d’idéaux
définissant le sous-schéma P.

Munissons la Og-algebre @, -, 7O(n) de la filtration définie par I'ordre d’annulation
en P, et Sym& de la filtration définie par l'idéal engendré par F : pour 0 <t < n,

Fil' 7,0(n) = 7,(3%0(n)) et  Fil'! S"€ = im(F®' @ 2"t — S"E).

On vérifie aisément (par exemple en se ramenant au cas oi S est affine, ou PE est ’espace
projectif standard et o P est lorigine) que 'isomorphisme naturel de Og-algébres entre
Symé& et @,,~, 7+O(n) est un isomorphisme de Og-algebres filtrées ; par passage aux gradués
associés, on en déduit pour 0 < ¢ < n un isomorphisme naturel

SIF® (E)F)®" t ~ grt 1,0(n). (3.1)

Par ailleurs, pour tout Opg-module quasi-cohérent M on dispose d’un morphisme naturel
d’adjonction (ou de restriction) m,.M = i%bm*T, M — M ; dans le cas ot M = 3L0(n),
on vérifie (& nouveau par exemple par un calcul local) que celui-ci induit, pour 0 < ¢t < n,
un isomorphisme de Og-modules

gt! m.0(n) = m(IpO(n)) /7. (35 O(n))
— ip(Ip0(n)) = m(Ip0(n) /I O(n)) = m.(Ip/IF) ®os ipO(n)
(3.2)
(on aurait aussi pu remarquer que cela revenait a dire que R!7,(3%O(n)) est nul pour
0<t<n+1).
Enfin, on rappelle que la deuxiéme suite exacte fondamentale du calcul différentiel fournit

un isomorphisme naturel de Og-modules : W*(JP/J%) ~ i}‘JQﬁ)g /s et plus généralement,
I'immersion ip étant réguliére,

T (Ip /I = Z'fvstﬂ]%»g/s (33)

pour tout ¢ > 0.
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3.1.2 Structures hermitiennes

On suppose maintenant que S = SpecC et que F est un espace vectoriel de dimension
N 41 muni d’'un produit scalaire hermitien. On munit alors le fibré universel O(1) sur
PE de la métrique standard, définie par passage au quotient par la surjection naturelle
™ E — O(1), ou m : PE — SpecC est le morphisme structural. On note wrg la forme de
Fubini-Study sur la variété analytique complexe PE(C), c’est-a-dire la forme de Chern du
fibré hermitien O(1), et on munit PE(C) de la forme volume p = (wpg)?, qui en fait un
espace de probabilité!. Enfin, le fibré cotangent holomorphe de PE(C) est muni de I'unique
métrique hermitienne qui soit invariante sous l'action du groupe unitaire de F et normalisée
par la condition suivante :

Définition 3.1 Pour tout point fermé P de PE, image d’une section ip : SpecC — PFE
définissant un hyperplan F de FE, la métrique sur T};O]P’E((C)* est celle qui rend isométrigque
lisomorphisme naturel T};O]P’E((C)* ~ F®ip0(-1).

Un calcul explicite dans des coordonnées locales montre qu’avec ce choix de normalisation,

si les ¢; forment une base unitaire de T};OIPE((C)*, on a wrs(P) = 5= Z;VZI 0; NP

Si maintenant K est un corps de nombres d’anneau d’entiers Og et E un Og-module
hermitien localement libre de rang N+1, on munit la variété analytique complexe PE(C) =
H,.x,c PEG(C) et le fibré universel O(1) de structures hermitiennes en appliquant les
constructions précédentes aux espaces hermitiens F,,.

3.1.3 Un calcul de décomposition polaire

Soit F un espace hermitien de dimension N + 1. Considérons sur PFE les structures
hermitiennes définies précédemment. Pour tout entier n, les C-espaces vectoriels S™E et
I'(PE,O(n)) sont naturellement isomorphes. Le résultat suivant permet de comparer les
normes puissance symétrique sur S"E, et L%(u) sur T'(PE, O(n)), relativement & cette iden-
tification.

Lemme 3.2 (cf. [1] lemme 4.3.6) L’isomorphisme canonique S"E — T'(PE,O(n)) est

une similitude de rapport (”}N)_lﬂ.

Soit maintenant P un point de PE(C). Pour tout entier n munissons 1’espace
A(n) =T(PE,O(n))

de la filtration définie par ’ordre d’annulation en P :

Fil* A(n) = D(PE, 350(n)). (3.4)

'on prendra garde que certains textes utilisent parfois aussi la forme volume % o plutdt que p.
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Identifions les gradués associés grt A(n) = Fil’ A(n)/ Fil't! A(n) a des sous-espaces de A(n)
au moyen de la structure hermitienne, de sorte que

L

Fil* A(n) = @ grl A(n). (3.5)

s<tn

Notons aussi F' ’hyperplan de E défini par P, A 'orthogonal de F dans E, § un élément
de A de norme 1, et [ ’élément de TI'(PE,O(1)) déduit naturellement de §. Ainsi on a
1[|(P) = 1, |II(Q) < 1 pour @ € PE(C) différent de P, et par le lemme 3.2 la norme
L? de I vaut (N + 1)~Y/2. Si maintenant d est un entier, la proposition suivante donne la
décomposition polaire de I’application mes de multiplication par ®? de T'(PE, O(n)) dans
['(PE,O(n + d)) relativement aux normes L.

Proposition 3.3 Avec ces notations, Uapplication miga : A(n) — A(n + d) admet pour
valeurs caractéristiques les

(n+N)!(n+d—t)!)1/2 (36)

Mi(n, d) = ((n —t)!i(n+d+ N)!

avec pour espaces caractéristiques associés respectifs les grt A(n) pour 0 <t < n.

DEMONSTRATION : Remarquons que la décomposition £ = F €J+§ A induit pour tout
k une décomposition en somme directe orthogonale S*E = @y, S'F ® A%~ et que
I'isomorphisme naturel entre S¥E et A(k) envoie S'F ® A®F~t sur gr* A(k). Ainsi on déduit
du diagramme commutatif naturel

StF ® A®n—t L) S"E _’) A(n)

= J«mé@d J/ mel®d

StF®A®”+d*t J_'> sntdp Z_'> A(n-l—d)

que Mg envoie bien grt A(n) bijectivement sur grl A(n + d).
Soit maintenant z € S'F ® A®* . Par le lemme 3.2, i est une similitude de rapport

—1/2 . - . -
("}N ) / , et par le lemme A.1, j est une similitude sur son image, de rapport (}) Y2 On

a donc
Nl(n — 7:)!)1/2

lioital = (M) el (3.7)

et de la méme facon

. Nt(n+d— )1\ "/ Nt(n +d — )1 /2
I 1 Qdy|| _ Rd)| _
I odwa* = (St ) lea®dl= (Sl

Ainsi si y € grt A(n), on peut écrire y = 7o j(z) avec z € S'F ® A®"~! de sorte que
y.1%% = i’ o j'(2.6%9%) et on trouve bien ||y.I®%|| = A||y|| pour la valeur de A annoncée en
(3.6). 0
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3.2 Etude métrique d’applications de restriction de jets
3.2.1 Meétrisation de cOnes tangents

Soient E un espace hermitien de dimension N+1, P un point fermé de 1’espace pro-
jectif PE définissant un hyperplan F' de F, et A I'orthogonal de F dans F, qui s’identifie
isométriquement au quotient E/F, c’est-a-dire 4 la fibre de O(1) en P.

Soit maintenant P®’ un sous-schéma fermé de PE de support égal & P (donc fini sur
SpecC). Notons Jp per et Jppr les faisceaux d'idéaux définissant P comme sous-schéma
fermé de PP et de PE, respectivement. Pour tout entier n on munit espace des sections
globales T'(P?, O(n)|pe) de la filtration définie par 1’ordre d’annulation en P. Le schéma
P°P ¢tant affine, on a pour tout ¢ un isomorphisme naturel de C-espaces vectoriels

jen : ' T(P?,0(n)] pes) = D(P?, 3 1y O()] pes) [T(PP, 354, 0 (1) )
3 TP, T iy O(n) /95 5y O(n) [ pen) = T(P, T iy /35 ) © AT

(3.8)
du gradué associé a cette filtration sur un espace de jets en P. Notons
ry = dimL(P, Tp per /T pey) (3.9)

la dimension commune de ces espaces.

Si m est assez grand, 'application restr, : T'(PE,O(n)) — T'(P®,0(n)|pe) est sur-
jective. Sous cette hypothése, 'espace T'(PE,O(n)) étant muni de la métrique L2, on peut
alors munir T'(P%, O(n)|pe») de la métrique quotient, et :

Définition 3.4 La métrique sur gr' T' (PP, O(n)|pey) est la métrique sous-quotient de cette
métrique quotient sur T'(P?,0(n)|pey).

Par ailleurs, on dispose d’une application naturelle surjective de Op-modules
¢ 41 t t+1
jP,IP’E‘/jF_"—PE - jp’pe’p/jlj—Pep (3.10)

Par (3.3), T'(P, PP =/ 33;"% ) s'identifie 3 1a t-iéme puissance symétrique de I’espace cotangent
holomorphe & PE en P, de sorte que :

Définition 3.5 On munit T'(P, TIZPEP /J;j’lljép) de la métrique quotient par (3.10) de la puis-

sance symétrique de la métrigue sur l’espace cotangent donnée par la définition 3.1.

On se propose de calculer la norme du déterminant de I’application j;, relativement aux
métriques ainsi définies.

Remarquons que les applications (3.2), (3.8) et (3.10) s’insérent dans un diagramme
commutatif

bt,n

gr' T(PE, O(n)) —  gr' (P, 0(n)|pe)
kt,nl: jt,nl: (3.11)

Ct,n
I(P, PPE/j?Lﬁl»E) ® A®" s T(P, ngPep/j;t—;ép) ® A%
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ou 'application by, , déduite de I'application naturelle de restriction restr,, est surjective (n
étant toujours supposé assez grand). Alors, notant K;(n) le noyau de by, on obtient par
passage au quotient un isomorphisme de C-espaces vectoriels

Bin : gr' T(PE,O(n))/Ky(n) — gr T(PP,0(n)|pe)- (3.12)

Proposition 3.6 Sous ces hypotheses, la norme du déterminant de l’application de jet j;

vaut H/\ma"jt,n ) ( LN)')' )m/2 H A™ 5

Nlt!(n —t
ou, conformément a (3.9), ry =18 jrn = r8Pry est la longueur du t-iéme jet de peép.

-1

DEMONSTRATION : Cela découle du fait que, dans le diagramme commutatif (3.11),

d’une part, l'application ¢;, est par construction une isométrie partielle, et d’autre part,

puisque par (3.3) et par la définition 3.1 on peut identifier T'( P, Jfg,P E/ZT;EE) isométrique-

ment & S'F ® A®~! il résulte de (3.7) que 'application k¢ n est une similitude de rapport

Ceci étant fait, pour que la proposition présente un quelconque intérét, il faut encore
savoir estimer la norme || A™* B, |, ce qui fait I'objet du prochain paragraphe.

3.2.2 Un théoréme de presque-isométrie

L’estimation recherchée fera appel au résultat technique suivant :

1
Proposition 3.7 Soient Hy = Yy @ Zy un espace hermitien somme directe orthogonale de
deux sous-espaces et Ty un sous-espace de Hy tel que Ty N Yy = {0}.

Alors il existe une constante kg > 0 telle que, pour toute donnée d’un espace hermitien
L
Hy =Y1® Z1 somme directe orthogonale de deux sous-espaces et pour tout sous-espace Ty de
H; tel que Ty NY1 = {0}, pour toute application linéaire ¢ : Hy — Hy vérifiant les conditions
suivantes :

i. @ est bijective
i. @(Yo) =Y1, 0(Zo) = Z1, ¢(To)
ii. il existe n, > 0 tel que ||¢(yo)|

Ty
< Npllyoll pour tout yo € Yy
>

)
iv. il existe (, > 0 tel que ||@(z0)|| = Cpll20|| pour tout zy € Zy,

2 ~1/2
||pY1|T1 H < (1 + ’i%n_g) .
)

on ait :

DEMONSTRATION : On a kerpz,|r, = To Nkerpz, = To N Yy = {0} de sorte que pz, |7,
est injective ; choisissons pour kg la plus petite valeur caractéristique de pz,|r,. On a alors
bien kg > 0 et, pour tout tg € Ty, on aura l'inégalité

lpzo (to) || = wolltol|-
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Les hypothéses de la proposition impliquent que py; o ¢ = @ o py, et que pz, o p = Y opyz,.
Soit maintenant ¢; € T1, t; # 0. Puisque 71 = ¢(Tp), on peut écrire t1 = ¢(tg), to € Tp.
Alors

[§ [§

lpya (B _ Py (1)
[£1] lpys (117 + [lpz, ()12
_ o (o (o) 12
ey, (E))I* + llp(pz, (t0))II?
~(1+ ||so<pzo<to))||2>1

le(pys (f0))I?

( % llpvo (t0) 12
Cw [lp2o (o) I
Thp |t0||2

(1 Kv%c‘;)

ce qu’il fallait démontrer. O

cgo p2, t0)||2>

Corollaire 3.8 Sous les hypothéses précédentes, la norme du déterminant de l’isomorphisme
naturel B : Yy — (Y1 + T1)/T1 vérifie 'encadrement

> A" 8] = (- (1 n Hgf)—z”) h

Y

min(dim Y7,dim71)/2

DEMONSTRATION : Cela résulte du corollaire A.17.i4¢. et de la proposition A.18. [

On est maintenant en mesure de prouver 1’énoncé suivant :

Théoréme 3.9 Soient E un espace hermitien, P un point fermé de PE et PP un sous-
schéma fermé de PE supporté par P. Alors, pour tout entier t, la norme du déterminant
de lisomorphisme By, défini en (3.12) admet pour n tendant vers Uinfini un développement

asymptotique de la forme
max
IA™ ]| = 1 - 0.

DEMONSTRATION : Pour alléger 1'écriture notons A(n) = T'(PE,O(n)), et I(n) =
T(PE,Jpe ppO(n)) C A(n) la partie de degré n de I'idéal homogéne saturé définissant, P,
Pour n assez grand, I'image inverse par restr, de Fil' T'(P%, O(n)|pe) est alors

restr,, L Fil' (PP, O(n)|per) = I(n) + Fil' A(n), (3.13)

de sorte que, posant
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Hy = A(n) | (Fil'A(n) N I(n)) + Fil'T1 A(n))

Yy = Fil!A(n) / ((Fil'A(n) N I(n)) + Fil'™t A(n))

Zy = A(n) | Fil'!A(n) = (Fil'A(n))*

To = (I(n) + Fil'** A(n)) / ((Fil!A(n) N I(n)) + Fil***A(n)),
on a des isomorphismes isométriques naturels

gr'T (P, O(n))/K¢(n) = Yo
et

gr'T(P?,0(n)|per) = (I(n) + Fil' A(n))/(I(n) + Fil'"* A(n)) = (Yo + To) /To,

avec par construction Hy =Y) EE Zy et ToN'Yy = {0}. Soit maintenant d un entier, et de la
méme fagon que précédemment, posons

Hy=A(n+d) |/ (Fil'A(n +d) N I(n+d)) + Fil'** A(n + d))

Y1 = Fil!A(n +d) / (Fil!A(n +d) N I(n + d)) + Fil*** A(n + d))

Zy = A(n+d) | Fil!A(n + d)

Ty = (I(n+d) + Fil't'A(n + d)) | (Fil!A(n +d) N I(n + d)) + Fil'T' A(n + d))
et considérons 1’application

@ : H() — H1

induite par ’application m;g« étudiée dans la proposition 3.3.

L’application m;gs envoie A(n) dans A(n + d), préserve les filtrations de ces espaces
et envoie I(n) dans I(n + d). En outre, elle envoie bijectivement A(n)/Fil'™! A(n) sur
A(n+d)/Fil'*! A(n+d)). Ceci implique que ¢ est bijective, et vérifie : ¢(Yy) = Y1, p(Zp) =
Z7 et (p(T()) =1T.

Par ailleurs, ’espace Zy est somme directe orthogonale

L
Zy = @ gr® A(n)

0<s<t—1

de sous-espaces caractéristiques de m;eq, de valeurs caractéristiques associées

_( (n+N)n+N-1)...(n—s+1) )1/2
T\ Mt d N -] nrd—a+1))

On remarque que la suite des \s; est décroissante, de sorte qu’en posant

C(p = )‘tfla

on a
le(z0)ll = Coll2oll
pour tout zy € Zp.

Enfin, Y est un quotient de gr! A(n), sur lequel m;ga est une similitude de rapport ;.
Ainsi, en posant

Ny = Ata
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on a
(o) Il = nellyoll
pour tout yo € Yp.

Les hypotheéses de la proposition 3.7 étant toutes vérifiées on peut appliquer le corollaire
3.8 a lisomorphisme S 44 : Y1 — (Y1 + T1)/Ti, ce qui donne

min(dim Y7,dim 71 )/2
max ’)’I, +d—t+1 -1

et on trouve l'estimation souhaitée en faisant tendre d vers 'infini. O

Remarquons que, par la proposition A.18, le théoréme implique que pour ¢ fixé, les
valeurs caractéristiques de 3, restent dans un intervalle de la forme [1 — O(n™!), 1] lorsque
n tend vers I'infini. Ainsi on peut considérer d’une certaine facon que f;,, «tend» a devenir
une isométrie.

3.3 Le développement asymptotique général
3.3.1 Enoncé du théoréme et squelette de la démonstration

Soient E un Og-module hermitien localement libre de rang N+1, et PE = Proj Sym E
I’espace projectif associé muni des structures hermitiennes construites au paragraphe 3.1.2.

Si PP est un sous-schéma fermé de PE, plat de dimension relative zéro sur Spec Ok,
de support I'image P d’une section de Spec Ok dans PE, notant Jp pe» le faisceau d’idéaux
(nilpotent) définissant P comme sous-schéma fermé de P?, on peut munir le Ox-module
T(P,3% ., /351, ) des métriques provenant de la structure kihlérienne de PE, suivant la

'~ p pén/ ¥ p pév
définition 3.5. Alors :

Définition 3.10 Avec ce choiz de métriques, on définit la hauteur du cone tangent ¢ PP
en P comme

h(CpP%) = Z deg D(P, 3%, 1oy /T pes)-
t>0

Soit maintenant ¥ un sous-schéma fermé de PE, plat de dimension relative zéro sur
Spec Ok (on ne fait plus d’hypothése sur le support de ¥). Fixons un plongement K < K
de K dans sa cloture algébrique, et notons p1,...,p. € PE(K) les points géométriques de
la fibre générique de 3. Posons

rei = dime D(pi, 3,0 5 /3,05 ) (3.15)
et
Zr“—dlmK (X% Oz ) (3.16)
>0 "
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On définit la hauteur du cycle associé a 3 comme le réel

h([Z]) = Z mih(p:) (3.17)

ou h(p;) est la hauteur (normalisée) du point p;, relativement au fibrée O(1).

Choisissons une extension finie L de K telle que les p; soient définis sur L. Ce choix
étant fait, pour tout 4 on notera Xp, p. la fermeture dans PEp, du localisé¢ X, 5, et B
la fermeture de p;. Ainsi P; est I'image d’une section de Spec Oy, dans PEp, , Yo, p, st un
sous-schéma fermé de PEo, dont le support est égal a P;, et ¥, est réunion schématique

des Yo, p,- Notons Z,]E)/L le schéma somme disjointe des X, 5., et
v:Yo, — So, (3.18)
le morphisme naturel. Par construction, la restriction de v & la fibre générique est un iso-

morphisme, de sorte que le OEoL -module V*OE?;L / OEoL est de torsion. Remarquons aussi

qu’on est dans les conditions d’application de la définition 3.10 avec K = L, P = P; et
P? =%, 5, On peut alors poser les

Définition 3.11 La hauteur du céne tangent de 3 est le réel

h(CE) = Y h(CpZo,p)- (3.19)

1<i<e

et

Définition 3.12 La ramification normalisée de X est le réel
1
ramif () = (# [(So,, 1 Os; /OEOL)) e (3.20)

On vérifie aisément que ces deux quantités ne dépendent pas du choix de L.

Si maintenant o est un plongement de K dans C, on notera piq,...,pes les points
de £4,(C) (par exemple on pourra choisir une extension de o au corps L utilisé ci-dessus,
et choisir pour p;, le point déduit de p; par o). Pour n assez grand on munit chacun
des C-espaces vectoriels I'((3¢)p, ,, O(n)|(z,),, ) de la norme quotient de la norme L? sur
I'(PE,,O(n)), et on note ’

1
Vo : T(Se, O(n)lz,) = €D T((Zo)pi0» On)l(s,)

1<i<e

)

Pi,o

I'isomorphisme (en général non isométrique) dont les composantes sont les morphismes de
restriction.
Enfin on note Fil; les filtrations sur I'(PE,, O(n)) et T'((30)p, ., O(n)|(z,),, ) définies

par l'ordre d’annulation en p; ,, gr; les gradués associés, Ky ; s(n) le noyau du morphisme
naturel gr! I'(PE,, O(n)) — gri T((Xo)p;., » O(n)|s,),, ) et pour n assez grand

Bimio : 8Ti T(PE;, O(n))/Kyio(n) — gri T((Ze)p;. , O(n)(s,),. )

Pio
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I’isomorphisme qui s’en déduit comme en (3.12).

Muni de ces notations, le résultat principal de ce texte peut s’énoncer ainsi :

Théoréme 3.13 Sous les hypothéses qui précédent, les hauteurs du sous-schéma ¥ ad-
mettent le développement asymptotique suivant :

Tt,i (n+ N)!
h(%; = n.h([X = log —————
(Ein) = nh(E) + 3 S lorgar—yy o
>0 (3.21)
+ h(CX) —logramif(X) + e(n)
avec pour tout n assez grand
1 max max -1
0= S (Nl 5 A ] ) 5,000,
0:K—C 1<i<e
(3.22)

DEMONSTRATION : Pour montrer le théoréme 3.13, on ne perd pas de généralité en
supposant que les p; sont définis sur K, et que chaque p; » est bien le point de ¥,(C) déduit
de p; par 0. Notons

vy : T(Z,0(n)[s) — T(E,v*(O(n)ls)) = @ L(Zp, O(n)ls;,) (3.23)

I’application dont les composantes sont les applications de restriction et qui, par construc-
tion, est génériquement bijective. Pour n assez grand on peut munir les I‘(Epi,(’)(n)b—p_)

des normes quotient des normes L? sur PE, et ['(S, v*(O(n)|s)) des normes somme directe
orthogonale. Compte tenu de (1.3) et (2.8) on trouve donc

WEin) =N\ v+ Y h(Epin), (3.24)

1<i<e

avec h(A" 1)) = KQ O log IA™ villy + 32, log | A™* v |l5). Aux paragraphes 3.3.2

et 3.3.3 on montrera les estimations suivantes sur ces normes locales :

i. aux places finies, on a

IA™ vl = #T(Z,1.05/0x),) ! (3.25)

indépendamment de n ;

a

ii. aux places infinies, le terme log || A tend vers 0 avec une vitesse exponentielle

en n.

On peut aussi estimer les hauteurs des E—pi, et plus généralement de tout sous-schéma fermé
P°P fini et plat sur Spec Ok supporté par I'image P d’une section ip : Spec O — PE,
comme suit.
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Notons F' I'hyperplan de E défini par P, de sorte que
h(P) = deg E/F. (3.26)

Munissant le Ox-module hermitien I'(P¢P, O(n)|pep) de la filtration définie par ’ordre d’an-
nulation en P, et munissant les gradués associés des métriques de sous-quotients, on obtient
par (2.5) 'égalité

h(PP;n) =3 deggrt T(P%, O(n)[ pes)- (3.27)
>0

Par ailleurs, le schéma P¢P étant affine, on dispose comme en (3.8) d’un isomorphisme naturel
de Og-modules

n 2 gU' T(P?,0(n)|per) = T(P, 35 pen /I i) ® (B/F)®" (3.28)

duquel on déduit (notamment par (2.6) et (2.8))

deg gr' T (P, O(n)|per) = n.r.h(P) + deg T'(P, 3¢, .. /31, )

! PPEP P,pep
max _ (3.29)
0:K—C

ot 7y = 1y(P%) = dimg gr! T'(P%,O(n)|per) - Notant comme en (3.12) K;(n) le noyau de
I’application naturelle gr' ['(PE, O(n)) — gr' (P, O(n)|per), qui est surjective pour n
assez grand, et

Bin : gr' T(PE, O(n))/Ky(n) — gr' T(P,0(n)| pe) (3.30)

I’isomorphisme de Og-modules qui s’en déduit, on trouve par la proposition 3.6

max | Tt n+ N max
logH/\ Jtal, = 5 108 N(!t!(n ~log H/\ Praf,

(3.31)

Appliquant tout ceci en notant S, ; ’application 3, pour pér = 3, puis sommant sur
i et sur o, on obtient bien les formules voulues. On conclut alors en appliquant le théoréme
3.9 et l'estimation annoncée sur les normes archimédiennes de v}, ce qui donne bien un
contrdle en O(n~!) sur e(n). O

On remarquera que la formule (3.22) ainsi obtenue pour le terme d’erreur e(n) implique
que celui-ci est négatif lorsque X est réduit et, inversement, est positif lorsque > est géomé-
triquement irréductible.

3.3.2 Un calcul de norme aux places non-archimédiennes
On se propose ici de démontrer la formule (3.25).

Définition 3.14 On appelle anneau semi-local un anneau n’ayant qu’un nombre fini d’idé-
auxr mazimauz. Un schéma X sera dit semi-local si X est le spectre d’un anneau semi-local.
1l revient au méme de dire que X est affine et n’a qu’un nombre fini de points fermés.
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Ainsi, tout schéma fini sur le spectre d’'un anneau local est semi-local. En particulier,
avec les notations de la formule (3.25), Xy, est semi-local. On rappelle par ailleurs que tout
fibré en droites sur un schéma semi-local est trivial.

Terminons maintenant la preuve de la formule. Avec les notations correspondantes,
puisque ¥ est affine sur Spec Ok, pour tout fibré en droites £ sur %, on a une identifi-
cation naturelle I'(%, £), = I'(3y, L]x, ), et il en est de méme pour X. Soit maintenant [ une

section de I'(E,, O(n)|x, ) qui trivialise O(n) sur Xp. Alors v*[ trivialise v*O(n) sur 5, et le
diagramme suivant est commutatif :

*

[(Z,05,) —  T(E,05)

llﬁ u*llﬁ
T(Sp, O(n)5,) —225 T(Sy, v*(O(n)]5,)).

Ainsi 15, et v, , sont toutes deux injectives et ont des conoyaux isomorphes, de sorte que,
grace a 'identification l"(f]p, in) =T(3,, V*in)v on trouve bien :

Proposition 3.15 Avec ces notations, on a
H/\max 1/;;

3.3.3 Un calcul de norme aux places archimédiennes

, = #(coker zx;z’p)’1 = #(coker U(’)“’p)’l = (# F(Zp,l/*(’)ip/(’)gp))fl.

On se propose ici de démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.16 Soient E un espace hermitien de dimension N+1 et X un sous-schéma
fermé de PE qui est réunion (disjointe) d’un nombre fini de sous-schémas ¥1,...,%, dont
les supports respectifs sont des points p1,...,pe. Pour tout entier n assez grand, munissons
['(%,0(n)) ainsi que les T'(Z;,0(n)) des normes quotient de la norme L? sur T'(PE, O(n)).
Alors il existe un réel € € [0,1] tel que, pour tout n assez grand, la norme du déterminant
de Uapplication naturelle

1
vy :T(,0(n)) — [] T(5:,0(n))

1<i<e
soit dans l'intervalle [1 — €™, 1].

Pour démontrer cette proposition, il nous faut établir quelques lemmes et résultats pré-
liminaires. Pour tout ¢, notons F; ’hyperplan de FE représenté par p; et A; 'orthogonal de
F;. Choisissons un élément s; de norme 1 dans A;. Alors, grace a 'isomorphisme naturel
E ~ T'(PE,0(1)), on peut considérer s; comme une section globale de O(1), de norme
(N 4 1)"/2 (cf. lemme 3.2). On a alors ||s4]|(p;) = 1 et ||s;]|(p) < 1 si p # p;. En outre, les
p; étant deux a deux distincts, on peut trouver des voisinages U; de p; (pour la topologie
complexe) deux a deux disjoints. Il existe alors un réel 7 < 1 tel que, pour tout ¢, on ait
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|Is;|l(p) < n pour tout p ¢ U;. Ceci implique que pour tout couple d’indices (4, j) avec i # j,
et pour tout p € PE, on a

| < si,s5>(p)] <. (3.32)

Soit ! la longueur de ¥. Notons J,, le faisceau d’idéaux définissant p; comme sous-
schéma fermé de PE et pfl> le sous-schéma obtenu en épaississant p; a l'ordre [, c’est-a-dire

le sous-schéma fermé de PE défini par le faisceau d’idéaux fiéi. Alors pour tout 7, ¥; est un

<i>
NS

Soit m un entier assez grand. La présence du produit scalaire L? sur I'(PE, O(n)) permet
d’identifier T'(Z, O(n)) ainsi que les T'(X;, O(n)) et les T'(pS>, O(n)) a des sous-espaces de
['(PE,O(n)), plus précisément aux orthogonaux des noyaux des surjections correspondantes.
En outre, par transitivité des normes quotient, cette identification fait de I'(%;, O(n)) un
sous-espace de I'(X,0(n)) et de T(p ">, O(n)).

Notons A(n) = T'(PE, O(n)) et considérons pour tout ¢ la filtration

sous-schéma, fermé de p

Fil;A(n) = T (PE, 3, O(n))

sur A(n) définie par I'ordre d’annulation en p;. Alors T'(p'>, O(n)) = FillA(n)* s’identifie &
limage de I’application composée naturelle S E @ AP~ <3 S"E =5 A(n); ou encore,
si on note

M-ttt Al —1) — A(n)
I’application de multiplication par s?fH'l € Aln—1+4+1),ona

F(pi<l>’ O(n)) = ms?_z+1 (F(pi<l>’ O(l — 1))) = msin_l+1 (A(l — 1))

Lemme 3.17 Sii # j, il existe un réel € < 1 tel que, si n est assez grand, en considérant
T(p>,0(n)) et I‘(pj<l>, O(n)) comme des sous-espaces de A(n), la norme de la projection
orthogonale de I‘(pj<l>,(9(n)) sur T'(pt>, O(n)) vérifie la majoration suivante :

IPr s> 06y s> ompll < €™

DEMONSTRATION : Par la proposition 3.3 la plus petite valeur caractéristique de 1’ap-
plication
myp i1 D(pE, 01 = 1)) — D(pi™, O ()

est

~ (N+1- 1)!1/2'n—%(N+l—1).

n—oo

n+N \ /2
W)

)\l_l(l—l,n—l-l—l):(

Ainsi il existe ¢ > 0 tel que pour n assez grand, tout élément t; € T'(p'>, O(n)) s’écrive de

fagon unique t; = s?_l"'lui avec u; € I‘(pfb, O(l — 1)), et que l'on ait

4]l = en 2D |y . (3.33)
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Si I'on considére maintenant aussi t; = S;L_H'luj- € I‘(pj<l>,(9(n)), appliquant (3.32) et

I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

|<ti,tj >r2 | =

/ <tit; > (p) dpu(p)
PE

/ <uiyuy > (0)(< 56,55 > ()" ()
PE

N

/P <y > @)l du)

< il gzl l 2™

Alors, pour tout choix de ¢ dans l'intervalle |5, 1], on a, grace aux inégalités précédentes et
si n est assez grand :

Ip | || L e
<I> <I> == ETIETETV T
Pl 0m)TTr7 =0T crpst> omy)~ oy I1Eill-lIt;]]
5 e @S 0(n)~ {0}
g ||| || =+

N

wel(p<™> ,0)~{0} Juilll|luj.c n=(N+=1)

ui €T(p5">,0()~{0}

e,

N

ce qu’il fallait démontrer. O

Lemme 3.18 Si i # j, il existe un réel € < 1 tel que, si n est assez grand, en considérant
I'(2;,0(n)) et T'(X;,0(n)) comme des sous-espaces de A(n), la norme de la projection
orthogonale de T'(£;,0(n)) sur I'(3;,O(n)) vérifie la majoration suivante :

[Pr(s;,0m) IrE; 0@yl < "

DEMONSTRATION : Puisque les T'(Sg, O(n)) sont des sous-espaces des I'(p!>, O(n)),

on a ||pr(zi,(')(n))|r(zj,(9(n))|| < ”pl‘(pfb,(’)(n))|F(pj<l>,(’)(n))H' On conclut alors en appliquant le
lemme précédent. O

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition. En posant H = I'(2, O(n))
et H; = T'(3;,0(n)), Papplication v est égale a l’application

YH;,...,He * H — H, X---XHe
z — (pu,(2),--.,pn. (7))
dont les composantes sont les projections orthogonales sur Hy,...,H,. Compte tenu de la

formule (A.25), on conclut en utilisant la majoration du lemme précédent dans le corollaire
A27.
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4 Etude fine des hauteurs de matrices d’interpolation : inter-
prétation géométrique du terme constant

4.1 Matrices d’interpolation et sous-schémas réduits

Soient K un corps de nombres d’anneau d’entiers O, [ et N deux entiers naturels stric-
tement positifs, £ un Og-module hermitien localement libre de rang N +1, et (p1,...,p;) €
(EV)! = Homp, (E,Ok)! une famille de [ formes linéaires sur F deux & deux non pro-
portionnelles (sur K). Pour tous i € {1,...,l} et n > 0, le tenseur totalement symétrique
pP™ € (EV)®" = (E®™)V définit par passage au quotient une forme linéaire «d’évaluation»
sur la n-iéme puissance symétrique de F :

evp,n : Sym" E — Ok. (4.1)
On note
Ay = (eVpyny- -y e0pn) : Sym™ E — O (4.2)

I’application dont les composantes sont les ev,, n, appelée application d’interpolation, qui
est génériquement surjective pour n assez grand. Sous cette hypothése, munissant Sym” F
de la structure hermitienne puissance symétrique de celle de F, et (’)lK de la structure
hermitienne standard, on se propose d’étudier la hauteur h(/\l Ap), qui coincide avec la
«hauteur de matrice d’interpolation» définie dans [8] dans le cas particulier ot F = O—KN+1
est le Og-module hermitien standard de rang N + 1 (ou plutét son dual).

Le noyau H; de chacune des formes p; est un hyperplan de E donc définit un élément de
PE(Ok), qu’on notera P;. On notera ¥ le sous-schéma fermé de PE réunion des P; (X est
donc un sous-schéma réduit fini et plat de longueur [ sur Spec Ok) et [X] le cycle associé,
c’est-a-dire la somme formelle des P;.

Le résultat principal de [8] est 'obtention pour cette hauteur de matrice d’interpolation
d’un développement asymptotique lorsque n tend vers l'infini de la forme

h(/\l Ap) = antc+t o(1), (4.3)

ot a = h([X]) est la hauteur du cycle introduit précédemment et ¢ est une constante non
déterminée, notée x(Oyx) par analogie avec le théoréme de Hilbert-Samuel «classique» pour
les courbes algébriques. Une question posée dans [8] est celle de l'interprétation de cette
constante en fonction de la ramification de ¥ sur Spec Ok, notamment en fonction du
faisceau des différentielles relatives {25/ gpec 0, - Dans ce paragraphe, on se propose, pour
commencer, de relier ces hauteurs d’applications d’interpolation & la fonction de Hilbert-
Samuel arithmétique du sous-schéma ¥ ; 'interprétation souhaitée de ce terme constant
Xx(Ox) sera donnée dans la suite du texte.

Proposition 4.1 Sous les hypothéses précédentes, on a, pour tout n assez grand :

W' An) = h(S3n) - élog (" ;“VN>
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DEMONSTRATION : Notons E,, le Og-module hermitien I'(PE, O(n)) muni des normes
L? et G le Og-module hermitien (O)! muni des normes standard. Notons J, le noyau
de l'application de restriction restr,, : I'(PE,O(n)) — ['(X,O(n)|x), de sorte qu’on ait
Jn = ¢~ 1(I,) ol @ est I'isomorphisme naturel de Og-modules

¢:E, — Sym"E

et I, le noyau de A,. Supposant n assez grand, on obtient aprés passage au quotient un
isomorphisme de K-espaces vectoriels

AVn,K : (Sym™ E/IL,)xk — Gk
d’ou par (2.8) on déduit I'égalité

(TeESym" E/IL, = h(/\maX A,) + (Te%é

max ~ l (4'4)
=h(/\ " 4n) =h(/\ 4n).
Par ailleurs, on a par définition de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique
deg E,/J, = h(Z;n). (4.5)

De (4.4) et (4.5) on déduit (& nouveau par (2.8)) 'égalité
max ~ max __
A 4A) =h(Sn) (" @)

ott §: Ey/J, — Sym" E/I,, est I'isomorphisme entre Ox-modules hermitiens localement
libres de rang [ déduit de ¢ par passage au quotient. Or, pour tout plongement ¢ : K — C,
le lemme 3.2 indique que ¢, est une similitude de rapport ("}N ) 1/2. Il en est donc de méme
pour ., et ceci termine la démonstration de la proposition. O

Corollaire 4.2 Notons B
v:y — X

le morphisme de normalisation de . Alors le terme constant du développement asymptotique
des hauteurs de ¥ vaut

1
X(Ox) = —log ramif(X) = TKLQ log # I'(Z, .05/ Ox). (4.6)
DEMONSTRATION : On applique le théoréme 3.13 & 3. Avec les notations du théoréme,

les P; étant définis sur Ok, on a bien log ranif(Z) = ﬁ log # I'(%, .05/ Os). D’autre
part, pour tout ¢ € {1,...,l}, la composante ¥, se réduit au point P; de sorte que le cone
tangent C'p, 3y, s’identifie & Spec Ok et est muni des métriques triviales; en particulier, on

ah(C¥)=0,r9;=1etr,; =0sit> 1 On trouve donc

n+ N
N

h(3;n) = nh([XZ]) + %log (

n—oo

) _ [Klz g OE#T(5.05/05) + (1)

et on conclut en appliquant la proposition 4.1. O
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4.2 Discriminants

Pour la suite, on rappelle quelques notions sur les réseaux et les discriminants, d’apreés
[12], chapitres I et III.

Soit R un anneau de Dedekind de corps de fractions K. On note xgr l'isomorphisme du
groupe de Grothendieck des R-modules de longueur finie sur le groupe des idéaux fraction-
naires de R vérifiant xg(R/p) = p pour tout idéal maximal p.

Si V est un K-espace vectoriel de dimension n et si X et X’ sont deux réseaux? de V,
on note (X : X') I’élément du groupe de Grothendieck des R-modules de longueur finie
différence des classes de (X + X')/X" et (X + X')/X. En particulier, si X’ est inclus dans
X, (X : X') est la classe de X/X'. Au moyen de la théorie des diviseurs élémentaires, on
montre que si v est un K-automorphisme de V', on a

Xr(X :uX) = (detu). (4.7

Supposons maintenant que V est muni d’une forme K-bilinéaire non dégénérée T. La
forme T définit un isomorphisme K-linéaire de V sur son dual, d’ou 'on déduit par (A.5)
un isomorphisme de A" V' sur son dual, ou, ce qui revient au méme, un isomorphisme entre
K -espaces vectoriels de dimension un A"V ®x A"V — K. Si X est un réseau de V, le
discriminant

aR(‘Xva T)

de X par rapport & T est par définition 'idéal fractionnaire de K image de A" X @ g A" X
par cet isomorphisme. Rappelons quelques propriétés élémentaires :

Lemme 4.3 Avec les notations qui précédent :
i. Si X est libre de base (e1,-..,en), on a Or(X,T) = (detig; j<n T'(€ir€5))-
ii. Si XV est l'ensemble des y € V tels que pour tout x € X on ait T(z,y) € R, alors
Wr(X,T) = xr(XY : X).
iii. Si X et X' sont deuz réseauz de V, on a dgp(X',T) = xr(X : X')?0r(X,T).
w. Si Ty et Ty sont deuzr formes K-bilinéaires non dégénérées sur V, il existe un unique

automorphisme K -linéaire t de V tel que pour tous x et y dans V on ait To(z,y) =
Ti(tz,y), et alors pour tout réseau X de V on a Op(X,Ts) = (det t)og(X,Ty).

DEMONSTRATION : Les points 4, 44 et 444 ne sont autres que les propositions 3, 4 et 5
de [12] ch. III, tandis que iv est une conséquence directe de %i et de (4.7). O

Soit A une K-algébre (commutative) de dimension finie. On appelle ordre (ou R-ordre)
de A un sous-R-anneau de A qui est un réseau de A. On dira que A est séparable si la forme
K-bilinéaire «trace»

AxA — K

(y) = traxlay) (4.8)

2un réseau de V est un sous-R-module localement libre de type fini de V qui I’engendre en tant que
K-espace vextoriel.
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est non-dégénérée. Si K est de caractéristique nulle, cela équivaut & dire que A est réduite.
Sous cette hypothése, si O est un ordre de A, on appelle discriminant de O, noté

DO/Ra

I'idéal de R discriminant du réseau O de A relativement a la forme trace (4.8). On vérifie
aisément que cette construction est compatible au changement de base : si K’ est une
extension séparable finie de K et R’ la fermeture intégrale de R dans K’, ou bien si R’ est
un localisé de R, alors

Yosxr /R = Y0/rR. (4.9)

Notons désormais S = Spec R, et soit ¥ un schéma fini et plat de longueur [ sur S.
On suppose que X est réunion schématique de sous-schémas fermés P; (1 <4 <) qui sont
des sections de S deux & deux distinctes. Notons % le schéma réunion disjointe des P; et
v : 3 —> 3 le morphisme naturel. Notons A la K-algébre séparable

A=T(2,05)k =I(Z,05)k-
On dispose de deux ordres de A :

O =T(%,05)

0 =T(%,05) =T'(3,10%).
Proposition 4.4 Sous ces hypothéses, on a
do/r = xr(O : O)%

DEMONSTRATION : Puisque ¥ est réunion disjointe de copies de Spec R, O s’identifie

a la R-algébre R', de R-base canonique (1,...,¢;) formée d’idempotents de rang 1. Ceci
implique

% /r = (lg,ejtgltr(eﬁj)) = (1332;6”) = (1)
et la proposition découle du lemme 4.3.744. O

Corollaire 4.5 Sous les mémes hypothéses, ce discriminant peut se calculer localement sur
3 : pour tout p € Spm R,

do/rBy= [ v0.r,
qeSpm O

alp
DEMONSTRATION : Cela vient du fait que I'affirmation analogue est trivialement vraie
pour xg(O : 0)? (on remarquera que, avec les notations du corollaire, le normalisé de X
est le sous-schéma (ouvert et fermé) de (X), formé des seules composantes passant par ¢).
O

Dans le cas particulier ou K est un corps de nombres et ot R = Ok est I’anneau des
entiers de K, on dispose naturellement d’une application norme, notée N, définie sur le
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groupe des idéaux fractionnaires de K et a valeurs dans (. Si M est un R-module de
longueur finie, alors M est de cardinal fini, et on a

#M = N(xr(M)). (4.10)

Définition 4.6 Sous ces hypothéses, soit A une K-algébre finie séparable et O un ordre de
A. On définit le discriminant normalisé de O comme le réel

1

discr(0) = N (0o, g) Q.

Le discriminant normalisé reste invariant lors du changement de base de R & sa fermeture
intégrale dans une extension finie de K.

Théoréme 4.7 Soient E un Og-fibré vectoriel hermitien de rang N+1 et ¥ un sous-schéma
réduit de PE plat de dimension relative zéro sur Spec Og. Alors on a

1
x(Ox) = ~3 log discr I' (2, Oy),

de sorte que

h(X;n) = n.h([X])+

n—»00 2

g ¥ n+ N
1
Og(

1
) b log discr I'(%, Ox) + o(1).

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate du corollaire 4.2, de la proposition
4.4 et de la formule (4.10). O

4.3 Le cas localement intersection compléte

Sous les hypothéses du théoréme 4.7, si 'on suppose en outre que X est localement
intersection complete. il est possible, au moyen de la théorie des résidus et de la dualité
de Grothendieck (cf. [6] et [2]), d’exprimer la valeur de la constante x(Oyx) en fonction du
module des différentielles relatives de 3 sur S. Pour ce faire, on commence par démontrer
un résultat local.

Soit R un anneau de valuation discréte d’idéal maximal m, de corps des fractions K et
de corps résiduel k. Notons v la valuation normalisée de R et w une uniformisante.

Posons S = Spec R, et soit ¥ un schéma fini et plat de longueur [ sur S. On suppose que
Y est local, est intersection compléte, et est réunion schématique de sous-schémas fermés P;
(1 <4 < 1) qui sont des sections de S deux & deux distinctes (ceci implique notamment que
les anneaux locaux R et O = I'(X, Ox) ont méme corps résiduel). Alors :

Proposition 4.8 Sous ces hypothéses, on a

XR(Q%')/R) =00/R-
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DEMONSTRATION : Puisque X est local et intersection compléte, en relevant un systéme
minimal de générateurs de I'idéal maximal de O on peut supposer que Y. est le sous-schéma
de l'espace affine A% = Spec R[z1,...,%,] défini par un idéal I C (w,z1,...,7,)? engendré
par une suite réguliere (fi,...,fn). On dispose de la suite exacte conormale associée a
I'immersion ¥ < A% :

I/1? =5 (Qhyy p)o — Qbyp — 0,

oit 'on a noté R[z] = R[z1,...,z,] et, pour tout R[z]-module M, Mo = M Qg O =
M/IM.

Par hypothése, I/I? est un O-module libre de rang n, de base formée des classes rési-
duelles fi,..., fn de fi1,..., fo. En outre, (Q}i[w]/R)o est aussi un @-module libre de rang n,
de base dz1, ..., dz,. Dans ces bases, § est Papplication linéaire de matrice (0f;/0%:)1<i,j<n-
Remarquons en particulier que ¢ est une application O-linéaire entre O-modules libres de
méme rang, donc, puisque par hypothése O est un R-module libre de rang [/, § est aussi une
application R-linéaire entre R-modules libres de méme rang; puisque son conoyau est de
torsion, § est injective.

Par un résultat bien connu (cf. [3], lemme A.2.6, appliqué pour l’anneau O), on a

lgo(coker §) = g (coker /\7:9 d). (4.11)

Puisque R est de valuation discréte et que R et O ont méme corps résiduel, un O-module
M est de longueur finie si et seulement si il est de longueur finie en tant que R-module, et
alors sa longueur sur R est égale & sa longueur sur O ; on a alors xg(M) = m'8M_ Ainsi, en

posant Q’}z@] /R = /\?2[&] Q}i[z]/ R ©

w = Home( /\O I/, (U R)0)s
légalité (4.11) devient :
Xr(Qo/r) = Xr(W/OP) (4.12)

o f=NAp0 €w.
Par [6] chapitre III §9 et proposition 8.2, w est un module dualisant pour O sur R, et on
a un isomorphisme de dualité

¢ :w=Homp(0,w) ~ Homg(O, R).

Le R-module Hompg(O, R) est naturellement muni d’une structure de O-module de la
fagon suivante : si f € Hompg(O,R) et z € O, on définit zf € Hompg(O, R) par la for-
mule (zf)(y) = f(zy) pour tout y € O. La fonctorialité de la dualité de Grothendieck
implique que I'isomorphisme ¢ est compatible a cette structure de O-module, i.e. que ¢ est
un isomorphisme de O-modules. Remarquons que w est un J-module libre de rang un; un

générateur de w est donné par I'élément a de w = Homo(Ap /12, (Q?g[ 2/ r)0) qui envoie
le générateur fi A--- A fn de A I/I? sur le générateur dzy A--- Adz, de (QT;Z[Q]/R)O' Alors

Hompg(O, R) = ¢(w) est aussi un O-module libre de rang un, engendré par ¢(«).
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Par définition, 8 = Ay, 6 est 'élément de w = Homo (Ag, I/17, (1,1 1) 0) qui envoie le
générateur fi A--- A f, de Ap I/I? sur I'élément dfy A --- Adf, de (Q%[z}/R)@). On a donc
B =ta (4.13)

avec t = detig; j<n 0fj/0z; € O, de sorte que

xr(w/OP) = xr(Oa/OB) = xr(O/t0), (4.14)

Pour conclure, on aura besoin de la propriété (R6) des résidus, énoncée dans [6] chapitre
ITT §9 (et dont on pourra trouver une preuve dans [2] appendice A, reposant sur des calculs
das a Tate et publiés dans [9], appendice), qui caractérise I'image de 8 par l'isomorphisme
de dualité :

Théoréme 4.9 (propriété (R6) des résidus) Awvec ces notations, l'image de [’élément
B = Nod de w par lisomorphisme de dualité ¢ est lapplication trace de O sur R.

Ainsi, par O-linéarité de ¢ et par (4.13), on déduit du théoréme que trp,/r = ¢(8) = tp(a),
i.e. pour tout z € O

tro/r(z) = (p(@))(tz). (4.15)
On définit une forme K-bilinéaire 71 sur O ® p K par la formule

T1(z,y) = (p(a))  (zy)

pour z,y € O Qg K. Dire que ¢(a) est un générateur du O-module Hompg(O, R) signifie
que le morphisme de O-modules

0 — Hompg(O, R)
z = xp(a) = (p(a))(z.)

est un isomorphisme, ou encore, que O, considéré comme un R-réseau de O ®gr K, est
auto-dual pour 77, de sorte que par le lemme 4.3.74

or(0,T1) = (1)

Par abus de notation, notons encore ¢ I’endomorphisme K-linéaire de multiplication par ¢
dans le K-espace vectoriel O Qg K, et soit To la forme bilinéaire trace sur O @ g K. Alors,
par (4.15), on a Ty(z,y) = (p(@)) (tzy) = Ti(tz,y) pour tous z et y dans O Qg K, et du
lemme 4.3.7v et de (4.7) on déduit

DO/R = DR(O,TQ) = (deth) = XR(O/tO)

La proposition découle alors de cette derniére égalité et de (4.12) et (4.14). O

Corollaire 4.10 Soient R un anneau de Dedekind et O un anneau séparable, fini et plat
sur R. On suppose que O est localement intersection compléte. Alors on a

Xr(Qo/r) = Y0/r-
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DEMONSTRATION : Quitte & faire une extension séparable finie de la base, on peut
supposer que Y. = Spec O est est réunion de sections Py,..., P, de S = SpecR. Puisque
Q%,) /R peut se calculer localement sur X et puisque, par le corollaire 4.5, il en est de méme de
d0/R, on peut supposer R et O locaux. On s’est ainsi ramené a la proposition précédente.

O

Corollaire 4.11 Soient K un corps de nombres, E un Qg-fibré vectoriel hermitien de rang
N +1 et X un sous-schéma de PE plat de dimension relative zéro sur Spec Ok . Supposons
¥ réduit et localement intersection compléte. Alors on a

. B IgX n+ N 1 1
h(Zin) = nh([E]) + =-log ( N ) 2K Q) log # Q5,04 /0, T 0(1)-
DEMONSTRATION : Cela résulte du corollaire précédent et du théoréme 4.7. 0

5 Etude fine des hauteurs de matrices d’interpolation : controle
du terme d’erreur

5.1 Expression du terme d’erreur en somme de termes locaux

Soient E un Ox-module hermitien localement libre de rang N + 1 et ¥ un sous-schéma
réduit de PE fini et plat de longueur ! sur Spec Og. On se propose & partir d’ici d’étudier
le terme d’erreur e(n) du développement asymptotique de la fonction de Hilbert-Samuel
arithmétique

h(Zin) = nh(S]) + %log (” ]+VN> +x(Os) + e(n). (5.1)

Commencgons par indiquer quelques réductions et notations. Par invariance de la fonction
de Hilbert-Samuel arithmétique par extension de la base, on peut supposer que les points
génériques de X sont tous définis sur K, de sorte que X est réunion schématique de points
Py, ...,P, de PE(Ok). On note J; le faisceau d’idéaux de PE définissant le sous-schéma 3.

Comme précédemment on note
V% — % (5.2)

le morphisme de normalisation. Ainsi le schéma ¥ est réunion disjointe de [ copies de
Spec O, chacune s’envoyant isomorphiquement par v sur l'un des P;. Par abus de lan-
gage, on dira que ¥ est la réunion disjointe (abstraite) des P;; on prendra garde qu’en
général cet objet n’est pas un sous-schéma de PE.

Le faisceau en droites universel O(1) sur PE étant ample, pour tout entier n assez grand
on aura

HY(PE,Js(n)) =0, (5.3)
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Notons Nj le plus petit entier tel que (5.3) soit vérifiée pour tout n > Ni. De la méme fagon,
par compatibilité de la cohomologie au changement de base plat, on peut définir un entier
Ny comme le plus petit entier tel qu’on ait

HY(PE,J¥5(n))k = H (Pg.k, Iz, (n)) =0 (5.4)
pour tout n > Ny. Ainsi on a clairement Ny < Nj.
Pour tous 4,5 € {1,...,l} et pour tout plongement o : K < C on note
cosq (P;, Py) € [0,1] (5.5)

le cosinus de ’angle formé par les hyperplans de E, définis par P; et P;. Explicitement, si
p; et pj sont des formes linéaires sur F, définissant ces hyperplans, on a

cosy (P, Pj) = | <pispj > | (5.6)

[1pi -l
Par construction on a cos,(p;,p;) = 1 si et seulement si ¢ = j.

Enfin on aura & considérer la situation oil la base est un schéma noethérien affine S
quelconque. Dans cette situation, on supposera & nouveau que F est un fibré vectoriel de
rang N + 1 sur S et que X est un sous-schéma fermé de PE réunion de [ points de PE(S).
Pour tout n > 0 on déduit de la suite exacte longue de cohomologie une suite exacte courte

0 — T(PE, O(n))/T(PE, 5 (n)) 2 T(S, 0(n)|s) —s HL(PE,Ix(n)) — 0. (5.7)

D’autre part, en relevant par le morphisme de normalisation les sections de O(n) de X a f),
on dispose d’un morphisme injectif

v : T(Z,0(n)[s) — L(E, 1" (OM)]s))- (5.8)

De l'injectivité des applications i, et v, et de la suite exacte & six termes décrivant les noyau
et conoyau d’une application composée (cf. la preuve de [3], lemme A.2.5), on déduit la suite
exacte courte

0 — HY(PE,Js(n)) — coker(v;: 0i,) — coker v/, — 0. (5.9)

Proposition 5.1 Awvec les notations introduites au début du paragraphe, pour n > Ny, le
terme d’erreur e(n) défini en (5.1) admet une décomposition en somme de termes locauz
négatifs presque tous nuls

1
e(n):[K:Q] Yoo+ Y () (5.10)

peSpm Ok o:K—C
avec
ep(n) = —log #H'(PE, Jx(n))y (5.11)
et
1 n
gg(n) = 3 10g1<diejt<l(cosg(B,Pj)) . (5.12)
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DEMONSTRATION : Pour n > Ny Uapplication i, définie en (5.7) est génériquement
bijective, de sorte qu’on peut munir I'(3,O(n)|s) des métriques quotient des métriques
L? sur T(PE, O(n)), et T'(Z,v*(O(n)]s)) = @, (P, O(n)|p,) des métriques produit des
métriques quotient sur chaque composante. On a alors par construction

h(S;n) = deg T(PE, O(n))/T(PE, 35 (n))

—— (5.13)
— 3oz T (5, v (O(m)]s) + h(det(v; o i)
avec
T T(E v W) = S =nv(is]) + gog (1) Gaa)
7 - 2] 2 N -
(3
et
1
h(det(v,, o in) = m(— log # coker (v, o i,) + Z log || det(v,, 0 in)l|s)- (5.15)
: o
Par (5.9) et par le corollaire 4.2 on a
—log # coker(v} 0 i,) = —log #H' (P, Jx(n)) — log # coker v/’ (5.16)

= —log#H'(P,Js(n)) + [K : Qlx(Ox),

ce qui rend compte de (5.11).

Enfin, pour tout plongement ¢ : K < C, puisque par construction les normes sur
I'(3,O(n)|x) sont celles induites par iy, on a

| det(v;; 0 in)llo = || det vl = || det ‘oo, (5.17)
ou

v T(E, v (0(n)]x)) (n)lp,)" — T(Z,0(n)|z)" (5.18)

I
2D
3
w
S

est I'application transposée de v;;.

Chacun des espaces hermitiens I'(P;, O(n)|p,)y et T'(X,0(n)), s'identifie 4 un sous-
espace de I'(PE, O(n))Y, qui est homothétique a (Sym™ E)Y, ce dernier étant lui-méme un
sous-espace de (E®™)Y. Ainsi, ayant choisi pour tout ¢ une forme linéaire p; € EV repré-
sentant P;, on peut munir I'(Z,v*(O(n)|x))Y d’une base unitaire en prenant dans chaque
composante ['(P;, O(n)|p,)), le générateur de norme un pP"/||p¥"||s. Au moyen de cette base

on trouve

et vyl =1, det (< B8 05" >0 /12" " o)
=1 det_(<pis >0 /Ipillplle)"
ce qui donne bien (5.12). O
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5.2 Monotonie des termes d’erreur locaux

On se propose ici d’établir la proposition suivante, qui établit la décroissance en valeur
absolue des termes d’erreur locaux (négatifs) introduits dans la proposition 5.1 :

Proposition 5.2 Soient n > Ny un entier et v un élément de Spm O ou un plongement
de K dans C. Alors on a

ev(n+1) = ey(n), (5.19)
et méme

gv(n+1) > gy(n) (5.20)
sous ’hypothése supplémentaire que ,(n) soit non nul.

La démonstration de la proposition sera donnée dans les deux paragraphes suivants, selon
que l'on considére la situation aux places finies ou infinies. Toutefois, signalons d’abord un
corollaire immédiat :

Corollaire 5.3 Sous les hypothéses de la proposition 5.1, pour n > Ny, le terme d’erreur
e(n) de la formule de Hilbert-Samuel arithmétique

l + N

h(2;n) = nh([X]) + 3 log (n N ) + x(Ox) + e(n)

est négatif et tend vers 0 de maniére croissante avec n. Plus précisément, pour n' > n > Ny,
on a e(n) < e(n') <0, et méme e(n) < e(n’) si e(n) n'est pas nul.

5.2.1 Un résultat de décroissance de la cohomologie

Supposons ici que v = p est un élément de Spm Ok et notons R I'anneau local Ok .
Tout R-module localement libre de type fini étant libre, on ne perdra pas de généralité dans
la preuve de la proposition 5.2 en supposant que PE est I’espace projectif standard PV sur
R. Fixons aussi pour chaque composante P; de ¥ des coordonnées homogenes z; = (zip :

. z;n) engendrant l'idéal unité de R ou, ce qui revient au méme, des trivialisations des
R-modules libres de rang un I'(P;, O(n)|p,). Notons

An: R[Xo,..., XNl =T(PY,0(n)) — T(Z,v%(0(n)[s)) = @,T (P, O(n)|p) = R
P(K) — (P(Ql a"'ap(gl))
(5.21)

I’application d’interpolation correspondante.

Compte tenu de (5.11), il s’agit de montrer que si n est un entier tel que le R-module
H'(PN,35(n)) soit de longueur finie, alors H' (PN, Jx(n + 1)) est nul ou de longueur stric-
tement inférieure :

g HY(PN, 35 (n + 1)) < lg HY (PN, 35 (n)). (5.22)
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Par (5.9) (et avec les notations correspondantes) on a
lg H'(PN,35(n)) = lg coker(v} o i,) — lg coker(v) (5.23)
avec par construction
coker (v o1,) = coker(4,). (5.24)

Puisque par (3.25) la longueur du conoyau de v;; ne dépend pas de n, il ne reste plus qu’a
montrer le résultat qui suit :

Proposition 5.4 Soient R un anneau local, z;; (1 <i<1,0< j < N) des éléments de R
tels que pour tout i la famille x; = (x:5)ocj<n engendre I'idéal unité, et n un entier tel que
le conoyau de Uapplication d’interpolation A, définie par (5.21) soit de longueur finie. On
a alors

lg coker A, 11 < lg coker A,,. (5.25)

Si en outre on a égalité au cran précédent :

lg coker A,, = lg coker A,_1, (5.26)
on aura alors aussi
lg coker A, 11 = lg coker A,,. (5.27)
DEMONSTRATION : Notons K; , le sous-R-module de R[Xy, ..., Xn], formé des poly-
némes s’annulant en z,...,z, ;, de sorte qu’on ait
R Xo,..., XNln=Kin D KopD---D K1, =ker A,. (5.28)

Autrement dit, les K;, forment la filtration image inverse par A, de la filtration naturelle
sur R'. Exprimant la longueur du conoyau de A,, comme somme des longueurs de ses gradués
relativement 3 la filtration trace de cette derniére, on trouve

lgcoker A, =1gR/Jip+---+1gR/J1p (5.29)

ou J; , est I'idéal de R formé des valeurs en z; des éléments de K ,,.

Par construction, pour tout 7 et pour tout polynéme 1 € R[Xj,...,Xy]1 homogene de
degré 1, on a

NKin C Kiny1. (5.30)

Les hypotheéses faites sur les z; impliquent notamment ’existence de n; € R[Xo,...,Xn]1
vérifiant 7;(z;) = 1. Evaluant en z; l'inclusion (5.30) avec 7 = n; on trouve

Ji,n C Ji,n—H (5.31)

ce qui, compte tenu de (5.29), prouve (5.25).
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Plagons-nous maintenant sous ’hypothése (5.26). Compte tenu de (5.29) et (5.31), ceci
signifie qu’on a pour tout 7 1’égalité

Ji,n = Jin—1- (532)
Il s’agit alors de montrer que pour tout 7 on a
Jin+1 = Jip- (5.33)

On va décomposer la preuve en plusieurs étapes.

Fait 1 : sous les hypothéses qui préceédent, pour tout ¢, tout élément P de Kj;, s’écrit
P =niki + niy16ip1 + -+ ms+p (5.34)

avec kj € K1 pour tout j et p € Kj41,. La preuve procede par récurrence descendante
sur i, le cas ¢ = [ + 1 étant trivial. Si donc le résultat est vrai pour 7 + 1 et si on se donne
P e K;p,onaP(z;) € J;, = J;n1 par hypothése, de sorte qu'il existe x; € K; 5,1 vérifiant
ki(z;) = P(z;). Ainsi on a P — n;k; € K;11, et on conclut en appliquant I’hypothése de
récurrence a ce dernier polynome.

Fait 2 : sous les mémes hypothéses, tout élément @ de R[Xy,..., XN]nt1 s'écrit

Q=mp1 +nepe+--+mu+T (5.35)

avec uj € K;p pour tout j et 7 € Kji1,41. Par linéarité, il suffit de prouver ce résultat
lorsque @ est un monéme. Supposons donc Q = X(’)COX fl ...X]I%N avec par exemple kg > 0.
On peut alors écrire Q = XoP avec P = X(’fo_lel ...X]lf,N. Appliquant & P le fait 1 (avec
i = 1) on obtient la décomposition P = n1k1 + n2k2 + - - - + Mk + p et on conclut en posant
u; = Xokj et 7= Xop.
Fait 3 : sous les mémes hypotheses, pour tout 7, tout élément  de K; ;11 s’écrit
Q = mipsi + Miprfhipr + -+ mp + T (5.36)

avec u; € Kj, pour tout j et 7 € Kj11,41. La preuve proceéde par récurrence sur i, le
cas ¢ = 1 constituant le fait 2. Supposons donc maintenant le résultat prouvé pour ¢ — 1
et considérons @ € K;ny1. On a alors a fortiori (Q € K;_1 41, d’'ou par I'hypothése de
récurrence

Q = Ni—1ui—1 + M + - +mug 1 (5.37)
avec u; € K, pour tout j et t € Kj11 p41- Evaluant ceci en Z;_1 on trouve
0=Q(z;_1) = ui-1(z;_1), (5.38)

de sorte que pour 7 =% — 1 on a méme

Uj—1 € Ki,n- (539)

36



On peut alors appliquer le fait 1 & u; 1 ce qui donne
Ui—1 = NiKi + Mit1Ki+1 + -+ KL+ p (5.40)

avec kj € Kj,_1 pour tout j et p € Kj11,. On conclut alors en posant u; = u; + 7;_1k;
pour 7 =2 i, et T =1+ n;—1p.

Conclusion. Soit maintenant a € J; p41. Par définition il existe @) € K; 441 vérifiant
Q(z;) = a. Appliquant le fait 3 on trouve u; € K;, vérifiant p;(z;) = Q(z;) = a, ce qui
signifie précisément a € J; . Ceci termine la démonstration. O

Le résultat obtenu ici permet de majorer les entiers Ny et N; définis au paragraphe
précédent. Rappelons que si ¥ est un sous-schéma réduit de PE fini et plat de longueur [
sur Spec Ok, Ny (resp. Np) est le plus petit entier tel que pour tout n > Ny (resp. n > Ny)
on ait H(PE,Jxs(n))k = 0 (resp. H'(PE,Jx(n)) = 0). De facon équivalente, supposant ¥
réunion de / sections de la base et choisissant des formes linéaires sur E représentant celles-
ci, Ny (resp. Np) est le plus petit entier n tel que le conoyau de 'application d’interpolation
associée A, soit de longueur finie (resp. minimale). On trouve alors :

Corollaire 5.5 Sous ces hypothéses, l'entier Ny vérifie

Ny<Il-1 (5.41)
et pour tout entier n > Ny on a
N <n+ max lgH'(PE,Jxs(n)),. (5.42)
pESpmM Ok

DEMONSTRATION : On commence par appliquer la proposition 5.4 avec R = K. On en
déduit que la dimension du conoyau coker A, x sur la fibre générique décroit strictement
avant d’étre identiquement nulle. L’application Ao x étant I’application diagonale K — K !
on a dimcoker Ag g =1 — 1, d’ou dimcoker A, x = 0 pour n > [ — 1. Appliquant (5.23),
(5.24) et le fait que ¥ et 3 coicident sur la fibre générique, on obtient dim H(PE, Jx (n))x =
dim coker A, i, ce qui prouve (5.41). Quant & (5.42), elle découle immédiatement de la
proposition 5.2 et du fait que H'(PE,Jx(n)) est nul si et seulement si tous ses localisés le
sont. 0

5.2.2 Un résultat d’orthogonalité asymptotique

On se propose ici de prouver la proposition 5.2 dans le cas ot v = o est un plongement
de K dans C. Compte tenu de (5.12), cela revient & montrer la

Proposition 5.6 Sip1,...,p; sont des vecteurs de norme 1 deuz & deuz non proportionnels
dans un espace hermitien E, et si le déterminant de Gram

Gn = det <pf"p®" >pen= det (<pi,pj>n)" 5.43
n 1<z%<l<pz D >E® 1<Z_(,3J<l(<pz,p] >5) (5.43)

vérifie l'encadrement

0<Gyr<1 (5.44)
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(autrement dit, les pZ@" forment une famille libre mais ne sont pas deuz a deux orthogonauz)
alors on a

Gpy1 > Gy (5.45)

Remarquons qu'il découle immeédiatement de la forme de (5.43) que G, tend vers 1 quand n
tend vers l'infini, c’est-a-dire en un certain sens que les pz‘g’" deviennent asymptotiquement
orthogonaux. L’inégalité (5.45) que 1'on souhaite prouver signifie que cette convergence vers
1 se fait de fagon strictement croissante.

Le déterminant de Gram étant inchangé quand on applique aux pg@” le procédé d’ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt, on trouve

1
3 log G,, = log dist(pgsm, Vect (p‘lgm)) + log dist(p?”, Vect (pi@”,péen)) + ...

(5.46)
+ log dist(pl@m, Vect (p‘lgm, ... ,pl®_"1)).
Ainsi, pour établir (5.45), il suffit de prouver le lemme suivant :
Lemme 5.7 Soient p1,...,px et q des vecteurs d’un espace hermitien E, avec ||q|| = 1, et

tels que q me soit pas orthogonal au sous-espace engendré par les p;. Soit n un entier tel que
le vecteur ¢®™ de E®™ ne soit pas dans le sous-espace engendré par les pZ@”. Alors on a

dist(¢®", Vect (pP" T, ..., pP"™ 1)) > dist(¢®", Vect (p", . .., pE™)). (5.47)
DEMONSTRATION : Par le théoréeme de Hahn-Banach on a

dist(q®”,Vect(p?", ... ,p,?")) = sup |L(q®”)\. (5.48)
Le(E®)V, ||L||=1
L(pP")=-=Lp")=0

Par compacité il existe un élément Lo de la sphére unité de (E®")V = (EV)®" atteignant
cette borne supérieure. Notons aussi A un élément de la sphére unité de EV vérifiant

Ag) =1 (5.49)

et notons L' € ((E®"+1)V)Sn+1 1a projection de I'élément A ® Lo de (E®"*1)Y sur le sous-
espace des tenseurs totalement symétriques. Par hypothése, g n’est pas orthogonal au sous-
espace engendré par les p;, de sorte que A ne peut annuler tous les p; ; ainsi Ly ne peut étre
égal & \®™ de sorte que A ® Lg n’est pas totalement symétrique et

IL']| < |A® Lo|| = 1. (5.50)
Par ailleurs on a
L'(¢®™*h) = AMa)Lo(¢®") = dist(¢®", Vect(pP", ..., p"™)) (5.51)
et pour tout 2
L'®P™) = Mpi) Lo (p¥™) = 0 (5.52)
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de sorte que par (5.48) appliquée en remplacant n par n + 1 on trouve

: 1
dist(g®"*, Vect (pf" ... p" ) > m\fz'(q@"*l)l, (5.53)

ce qui, combiné avec (5.50) et (5.51), termine la démonstration du lemme, et donc de la
proposition. O

5.3 Une minoration

Toujours sous les hypothéses du début de ce paragraphe on va donner une minoration
de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique du sous-schéma 3 ne dépendant que des
distances en toutes les places de ses points pris deux & deux.

Sans perte de généralité on peut supposer que ¥ est réunion de points Pi,..., P €
PE(Ok). Soit o un plongement de K dans C. Pour tout 4 choisissons p; € EY de norme 1
représentant F; ;. On définit alors

in,(B;, Pj) = - e [0,1]. 5.54
sing (P, Py) = max o lpite)l € [0.1] (5.54)

On vérifie sans peine que cette quantité ne dépend pas des choix faits et est symétrique en
IDZ' et Pj.

Lemme 5.8 On a

es(l—1)> Y logsing(P;,P)). (5.55)
1<l

DEMONSTRATION : Par (5.12), (5.46) et (5.48) il suffit de montrer que si E est un espace

hermitien, § </ un entier, p1,...,p;j—1 des éléments de E et ¢ € F un vecteur de norme 1,
il existe L € (EV)®'~! de norme 1 s’annulant en p'~', ... ,p;@lfl et vérifiant
L@@ > ] sin(e,p)- (5.56)
1<i<g

Pour ce faire, on peut pour tout 4 choisir A\; € EY de norme 1 s’annulant en p; et vérifiant
Ai(q) = sin(q, p;), choisir n € EV de norme 1 vérifiant n(q) = 1, et poser

L=MX...\j1n'. (5.57)

O

De la méme facon, pour p € SpmOg, s’étant donné pour tout ¢ une forme linéaire
pi € E;/ ~ pE;/ représentant F;,, on pose

sing (P, P) = max  [py(e)ly € [0.1] (5.58)
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Lemme 5.9 On a

—log #T(5,1:05/0xs)y +ep(1—1) > Y logsiny(P;, P)). (5.59)
1<i<<l

DEMONSTRATION : Posons R = Ok, identifions PE a l'espace projectif standard
]P’% , pour tout % choisissons pour le point P;, des coordonnées homogenes z; dans R qui

engendrent 'idéal unité de R, et notons encore A, l'application d’interpolation considérée
en (5.21). Par (5.11), (5.23) et (5.24) on a

—log #I'(2, 1,05 /Ox)p + €p(l — 1) = —log # coker A;_;. (5.60)
Compte tenu de (5.29), et en conservant les notations qui y sont utilisées, il suffit de montrer
que pour tout j € {1,...,1} il existe a € J;;_1 vérifiant
(#R/Jji—1) " > (#R/aR) " = aly > [] siny(B;, Py, (5.61)
1<i<j

autrement dit, qu'’il existe un polynéme L € R[Xy,...,Xn]; 1 s’annulant en z,... Y Zj_q
et vérifiant |L(z;)lp > [I;¢<;sinp(F5, Pj). Pour ce faire on peut choisir pour 1 < i < j
des polynomes de degré un \;; € R[Xp,..., Xn]1 vérifiant X j(z;) = 0 et | j(z;)]p =
sing (P;, Pj), et m; € R[Xo,...,Xn]1 vérifiant n;(z;) = 1, de sorte qu’on puisse conclure en
posant L= )\Lj ‘e Aj—l,jné'_j- O

Notons S/pzl(’) i ’ensemble réunion formelle de Spm Ok et de 'ensemble des plongements
de K dans C.

Proposition 5.10 Sous ces hypothéses, pour toutn >1—1, on a
l{n+N 1 .
h(Z;n) > nh([Z]) + 5( N ) R Z Z log sin, (P, P;). (5.62)
vESpmOg 1K<yl

DEMONSTRATION : Par le corollaire 5.3 il suffit de traiter le cas n = [ — 1. La proposition
est alors conséquence immédiate des deux lemmes précédents. O

Corollaire 5.11 Awec les notations introduites précédemment, on a

N <l-1
! T petom o log #hky
1

max
pESpm Ok log #]{Ip 1

(—log #T(2, 1,05 /Ox), — Z log sin, (P;, Pj))
1<i<j<l

<l-1+ Y —logsing(P;, P;).

Si<g<d

DEMONSTRATION : (C’est une conséquence immédiate des résultats qui précédent et du
corollaire 5.5. 0

Appendice : Quelques résultats de géométrie hermitienne

Par commodité pour le lecteur, on rassemble ici un certain nombre de résultats élémentaires
dont une grande partie se trouvent de facon éparse dans la littérature.
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A.1 Conventions

Les espaces hermitiens sont par définition toujours des C-espaces vectoriels de dimension finie.
Les produits scalaires hermitiens sont antilinéaires par rapport a la premiére variable et linéaires par
rapport & la deuxiéme.

On dira qu’une application linéaire u : E — F' entre deux espaces hermitiens est une similitude
de rapport A > 0 si E et F' sont non nuls de méme dimension et que pour tout élément xz de F on a

llu(z)|lr = Alzle-

On dira que u est une similitude partielle de rapport A si application de E/ ker(u) sur im(u) induite
par u est une similitude de rapport A. On appellera isométrie (resp. isométrie partielle) une similitude
(resp. une similitude partielle) de rapport 1.

Si E est un espace hermitien, la n-iéme puissance tensorielle de E, notée E®", est munie du
produit hermitien défini sur les tenseurs élémentaires par la formule

n
<e1®...0enfi®...0 fn>pon= || <eifi>p . (A1)
i=1

et prolongé par sesquilinéarité.
La n-iéme puissance symétrique de E, notée S™E ou Sym" E, sera toujours considérée comme
un quotient de E®", et munie du produit hermitien quotient, de sorte que

1 n
<ep.---.en, fl.or fn>snE= E Z H < ei,fa(i) >E . (AQ)
c€EG, i=1
On en déduit en particulier que si eg,...,eq est une base orthonormale de E, les monomes el =
ei'.--- et € S"E, lorsque I = (i1,...,1q) € N¢ parcourt ’ensemble des multi-indices de poids
n=|I| =4y +--- + i4, forment une base orthogonale de S™E, chacun étant de norme
s 1/2
I _ 21:...%4-
leflon = (M552) (A.3)

Plus généralement :

Lemme A.1 Soit E un espace hermitien muni d’une décomposition E = E; GLB ... eLa Ey en somme
directe orthogonale de certains de ses sous-espaces. Soient ny,...,nyg des entiers etn =ny+---+ng.
Alors application naturelle

S"EI®.. S"™E, - S"E

1/2
est injective et définit une similitude sur son image, de rapport (%) / .

DEMONSTRATION : C’est un calcul évident. O
La n-iéme puissance extérieure de E, notée \" E, sera munie du produit scalaire suivant :

<€1/\"'/\enaf1/\"'/\fn>/\"E:de_t<ei7fj>E‘- (A4)
K2V

On prendra garde que ce produit scalaire n’est pas le produit scalaire obtenu en considérant \" E
comme un quotient de E®" (il en différe par un facteur n!). Il posséde toutefois la propriété re-
marquable d’étre compatible & la dualité des puissances extérieures, qui en toute généralité peut se
définir comme suit.
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Pour tout schéma X et tout Ox-module localement libre £, la n-iéme puissance extérieure du
dual de £ s’identifie au dual de la n-iéme puissance extérieure de £ grace a ’accouplement

<> /\né’ X /\n(é‘*) — Ox
donné localement par la formule

<erAN---Aeg,li NN, >=d,e,tli(€j) (A5)
z’]
ol les e; et I; sont des sections locales de £ et £*, respectivement.

A.2 Décomposition polaire

Proposition A.2 (Décomposition polaire) Soit u : E — F une application linéaire entre deuz
espaces hermitiens. Alors il existe un unique entier e, une unique suite finie strictement croissante
de réels strictements positifs Ay < --- < A et une unique décomposition de E et de F' en somme
directe orthogonale

1 x -
E=E®& D E, F=Fe P F (A.6)
1<i<e 1<ige
tels que
i. Eg =keru

1. la projection orthogonale F' — Fy identifie Fy au conoyau coker u

iii. pour tout i € {1,...,e}, u induit une similitude de rapport \; de E; sur F;.

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate du théoréme de décomposition spectrale
appliqué a 'opérateur auto-adjoint u*u. Plus précisément, les \; sont les racines carrées des valeurs
propres non nulles de u*u, les E; les espaces propres associés, les F; leurs images par u, et enfin
FEy = keru*u = keru et Fy = (QBZF,)L O

Définition A.3 Avec les notations de la proposition, on dira que les réels \;, auxquels on adjoindra
Ao = 0 lorsque u n’est pas injective, sont les valeurs caractéristiques de u.

Le sous-espace E; est appelé espace caractéristique associé a la valeur caractéristique N\;, et
lentier m; = dim E; est appelé multiplicité de \;.

On appelle suite des valeurs caractéristiques de u avec multiplicités la suite (11;)1<j<aim £ définie
par fr; = Ay pour mo + -+ +mi_1 < j<mg+ -+ m;.

La proposition peut se reformuler ainsi :

Corollaire A.4 Soit u : E — F une application linéaire entre deur espaces hermitiens. Alors
1
il existe une unique décomposition en somme directe orthogonale de E et de F : E = Ey & FE',
1L ~
F = Fy @ F', une unique isométrie ¢ : E' — F', et un unique endomorphisme auto-adjoint défini
positif h (resp. k) de E' (resp. F') tels que
u=topohop (resp. u=iokopop), (A.7)

ot i est linclusion de F' dans F et p la projection orthogonale de E sur E'. Les endomorphismes
h et k ont mémes valeurs propres (avec multiplicités), égales aux valeurs caractéristiques non nulles
de u.
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Toujours avec les mémes notations, on a la

Proposition A.5 L’application u et son adjoint u* : F' — E ont mémes valeurs caractéristiques
non nulles avec mémes multiplicités.

En outre, 0 est valeur caractéristique de u si et seulement si u n’est pas injective, et est valeur
caractéristique de u* si et seulement si u n’est pas surjective.

L’espace caractéristique de u* associé a la valeur caractéristique \; est F; (ceci est valable aussi
pour i = 0) et s’envoie par u* dans E;.

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement des propriétés de la décomposition polaire (on
peut aussi I’obtenir en passant & ’adjoint dans la formule (A.7)). O

Le résultat suivant est une autre conséquence immédiate de la caractérisation de la décomposition
polaire :

Proposition A.6 Soient a et b deux réels. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i. pour tout © dans E, on a Uencadrement : a||z|| < |Ju(z)|] < b||z||

it. les valeurs caractéristiques de u sont toutes comprises dans Uintervalle [a, b].
En particulier, la norme de u est égale a sa plus grande valeur caractéristique :
llull = paim B- (A.8)

Plus généralement, la norme de I’application k-iéme puissance extérieure /\k U /\k E— /\k F vaut

"

ot les p; sont les valeurs caractéristiques de u comptées avec multiplicités. Remarquons que 1’on
aurait aussi pu se servir de cette formule pour définir les valeurs caractéristiques.

dim E

j=dim E—k+1

Corollaire A.7 Soient u : E — F une application linéaire entre deux espaces hermitiens et a et b
deuz réels. Supposons que toutes les valeurs caractéristiques de u appartiennent & lintervalle [a,b].
Soient F' un sous-espace de F', E' 'image réciproque de F' par u,

W :E — F'

la restriction de u o E' et
u:E/E — F|F'

Dapplication obtenue par passage au quotient. Alors les valeurs caractéristiques de u' et, si u est
surjective, celles de @, appartiennent aussi 4 Uintervalle [a,b].

DEMONSTRATION : L’assertion sur ' est une conséquence immeédiate de la proposition A.6.
L’assertion sur @ en résulte par passage & ’adjoint, au moyen de la proposition A.5. O

Corollaire A.8 Soient E, F' et G trois espaces hermitiens, u: E — F etv: F — G deux appli-
cations linéaires, et 0 < a < b et 0 < ¢ < d des réels. Supposons toutes les valeurs caractéristiques de
u (resp. de v) dans Vintervalle [a,b] (resp. [c,d]). Alors les valeurs caractéristiques de Uapplication
composée v o u sont toutes dans l'intervalle [ac, bd].

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate de la proposition A.6. O
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A.3 Position relative de deux sous-espaces

A.3.1 Invariants du probléme et lien avec les représentations unitaires du
groupe diédral

Dans cette partie on se donne E un espace hermitien de produit scalaire < .,. >, et A et B
deux sous-espaces vectoriels de E. On note respectivement ps et pp les projections orthogonales
sur A et B, et pa|p et pp|a les restrictions de ps & B et de pp & A. Le résultat principal de cette
section (théoréme A.12 et ses corollaires) énonce que la donnée d’un tel triplet (E, A, B) équivaut &
la donnée d’une représentation unitaire du groupe diédral (définition A.10), et que ces objets sont
classifiés essentiellement par les valeurs caractéristiques de la projection pa|s (ou pB|a)-

On retrouve ainsi les résultats de [11], partie II. En particulier, on notera que les invariants v
introduits dans cette référence sont les valeurs caractéristiques du projecteur pp|a.

Lemme A.9 Les applications pa|p et pp|la ont mémes valeurs caractéristiques non nulles avec
multiplicités, et elles échangent leurs sous-espaces caractéristiques associés.
En particulier, on a : ||lpals|| = ||ps|all-

DEMONSTRATION : Par définition des projections on a, pour tous a € A et b € B,
<pg(a),b>=<a,b>=<a,pa(b) >. (A.10)

Ainsi pa|p et pp|a sont adjointes ’'une de 'autre. Le lemme est alors une conséquence immédiate
de la proposition A.5. O

On remarquera que, par la proposition A.6, ces valeurs caractéristiques sont toutes inférieures
ou égales a 1.

Définition A.10 On appelle groupe diédral, noté D, le groupe défini par générateurs e,,ep et rela-
tions €2 =ef = 1p.

Si E est un espace hermitien et A et B deux sous-espaces de E, on note pg,p : D = U(E) la
représentation de D dans le groupe unitaire de E envoyant e, (resp. ep) sur la symétrie orthogonale
par rapport & A (resp. B).

Proposition A.11 Toute représentation p de D dans U(E) est de la forme pa g pour des sous-
espaces A et B uniquement déterminés.

DEMONSTRATION : Notons s, = p(e,). Puisque €2 = 1p, on a s2 = idg, et comme p est
unitaire, ceci implique que s, est une symétrie orthogonale. On doit alors nécessairement avoir
A = ker(id — s,), et avec les notations analogues B = ker(id — s;). Inversement, avec ce choix de A
et B on vérifie facilement qu’on a bien p = pa 5. O

Si n est un entier naturel, on notera U(n) le groupe unitaire de ’espace C* muni du produit
scalaire hermitien standard.

Pour tout v dans l'intervalle ouvert ]0,1[ notons E(v) la représentation de D dans U(2) de la
forme pa(),Bw), ot A(v) = C.(1,0) C C? et B(v) = C.(v, V1 -12) C C*.

On note R, (resp. Rp) la représentation de D dans U(1) qui envoie e, sur idc et ep sur —ide
(resp. e, sur —idc et ep sur idc).

On note S la représentation de D dans U(1) qui envoie e, et e sur —idc.

On note enfin T la représentation triviale, i.e. la représentation de D dans U(1) qui envoie e,
et ep sur idc.
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Théoréme A.12 Soient E un espace hermitien et A et B deux sous-espaces de E. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

i. Ona
dimAN(BY) =r,, dim(A*)NB=r,, dim(A+B)t=s, dimANB=t
et les valeurs caractéristiques de palp (et de pp|a) différentes de O et 1 sont
A << A

avec multiplicités respectives my,. .., me.

1. Le sous-espace A + B est de codimension s dans E, et il existe des vecteurs

ao,j (1 <j<ry) dans AN (BL),

aij (1<i<e 1<j<m;) dans A,

boy (1< j<ry) dans (A1) N B,

bij (1<i<e, 1<j<my) dans B et

¢; 1<j<t)dans ANB
tels que la famille formée des (ao,j)1<igres d€s (@i j)1<ice,1<i<m: €t des (¢j)igige (resp. la
famille formée des (bo,j)i<jcrs, des (bij)igige,1<icm: €t des (¢j)igjct) forme une base or-
thonormale de A (resp. de B) et que pour tout couple (i,i') d’éléments de {1,...,e} et pour
tous 1 <j<m; et 1 <j <my on ait

< @i birjr >= Xidgig) (i 51)- (A.11)
it6. La représentation ps p de D dans U(E) est isomorphe & la représentation somme directe
orthogonale
1 L L L =
R &R &S¥ & T & @ EN)™. (A.12)
1<ige

DEMONSTRATION : i. = 4. Pour 1 < i < e, notons A; (resp. B;) le sous-espace caractéris-
tique de pp|a (resp. pa|p) pour la valeur caractéristique \;, supposée par hypothése différente de 0
ou 1. Lorsqu'il n’est pas réduit au sous-espace nul, on vérifie aisément que AN (B1) (resp. (A1)NB)
est le sous-espace caractéristique de pp|a (resp. pa|p) pour la valeur caractéristique 0 et que AN B
est le sous-espace caractéristique de pp|a et de pa|p pour la valeur caractéristique 1. Choisissons
(ao,j)lgjgra (resp. (bO,j)ISjgrba resp. (Cj)lgjgt) une base orthonormale de AN (BL) (resp. (AL)OB,
resp. AN B) et pour tout ¢ € {1,...,e}, (ai;)igjgm; une base orthonormale de A;. Alors si ’on
pose

bij = A; 'pB(ai;),
on vérifie facilement que pour tout ¢ € {1,...,e}, (b;;)i1gj<m; est une base orthonormale de B; et
que les relations (A.11) sont satisfaites.

it. = 145. Sous les hypothéses de ii., on obtient un isomorphisme de E sur la représentation
donnée par (A.12) en identifiant chaque droite C.ag,; (resp. C.by,;, resp. C.c;) & une copie de R,
(resp. Ry, resp. T), en identifiant (A + B)* & la représentation S®* et, pour tous 1 < i < e et
1 < j < my, en envoyant a; j (resp. b; ;) sur le vecteur (1,0) (resp. (Ai,/1— A?)) d’une copie de
E(\).

iti. = 4. On ne perd pas de généralité en supposant que la représentation (E, p) est égale a
la somme directe (A.12). Alors, puisque p(e,) (resp. p(ep)) laisse stable la décomposition (A.12), le
sous-espace A = ker(id — p(e,)) (resp. B = ker(id — p(ep))) est égal & la somme directe orthogonale
de ses intersections avec chacun des sommants de cette décomposition. On vérifie alors par un calcul
immédiat que ’on obtient ainsi la décomposition de A (resp. B) selon les sous-espaces caractéristiques
de pp|a (resp. pa|p) et que les valeurs caractéristiques associées sont bien celles données dans le
point 4. O
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Définition A.13 Awvec les notations du théoréme, si E est un espace hermitien et A et B deux
sous-espaces de E, on appelle invariants du triplet (E, A, B) la donnée des entiers vo, 1y, s et t et
des réels A\; < -+ < A (dans ]0,1]) avec multiplicités mq, ..., m..

On notera que ces données permettent facilement de retrouver les dimensions de E, A et B grace
aux relations

e
rgppla =r8palp =t+ Zmi

= (A.13)
=dimA—-r,=dimB -1
et
dmFE =dimA+dimB+s—t
(A.14)

e
=rgtryts+t+2) my
=1

Corollaire A.14 Soient E (resp. E') un espace hermitien et A et B (resp. A' et B') des sous-
espaces de E (resp. E'). Alors il existe une isométrie de E sur E' envoyant A sur A' et B sur B’
si et seulement si les triplets (E, A, B) et (E', A', B") ont mémes invariants.

DEMONSTRATION : Ceci résulte de I’équivalence entre i. et iii. dans le théoréme A.12. O

Corollaire A.15 A isomorphisme prés, les représentations unitaires irréductibles de D sont R,,
Ry, S, T et les E(v) pour v €]0,1].

Toute représentation unitaire de D se décompose de facon essentiellement unique en somme
directe orthogonale de représentations irréductibles.

DEMONSTRATION : Ceci est une conséquence de la proposition A.11 et de ’équivalence entre 1.
et iii. dans le théoréme A.12. O

A.3.2 Mesure d’orthogonalité

Comme précédemment, soit (E, A, B) un triplet hermitien d’invariants r,, 74, s, tet Ay < -+ < Ae
avec multiplités respectives my,...,me. On posera aussi Amax = Ae si € > 1, et par convention
Amax = 0 sinon.

On note A = A/(AN B) et B = B/(AN B) les sous-espaces traces de A et de B dans 'espace
hermitien quotient E/(A N B),

a=a;5:AxB-5 A+B (A.15)
I’isomorphisme de C-espaces vectoriels déduit naturellement de I’addition et

max
das=II/\"" ol (A.16)

la norme de son déterminant (lorsque A x B est muni de la métrique hermitienne produit direct).
De facon équivalente, d4 g est la norme de I'isomorphisme (naturel au choix d’un signe prés)

ANTae N BN T AnB o\ (4+B). (A.17)

Proposition A.16 Avec les notations précédentes, les valeurs caractéristiques de o sont 1 avec
multiplicité T4 + ry, ainsi que les (1 4+ X;)'/? et les (1 — X\;)'/? chacune avec multiplicité m;.
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DEMONSTRATION : Par le théoréme A.12 (et par multiplicativité du déterminant dans les
sommes directes orthogonales), il suffit de traiter le cas ou E est une des représentations élémentaires
du groupe diédral. Le cas des représentations R,, Ry, S et T étant évident, on peut supposer
E de la forme E(v) pour v €]0,1[; notons alors a = (1,0) et b = (v,v/1—1v2) € E = C? les
vecteurs directeurs canoniques des droites A et B. Les vecteurs (a,b) et (a, —b) de A x B sont alors
orthogonaux, tous deux de norme /2, et envoyés par a sur les vecteurs a4+ b et a — b de E, qui sont
orthogonaux, de normes respectives (2 +2v)'/2 et (2—2v)'/2. Ceci détermine bien la décomposition
polaire de a, et démontre la proposition. O

Corollaire A.17 Awvec les notations précédentes :
i. on a

dap®=dzgz’ = [ @—A)m™ (A.18)
i, A<l

1. les valeurs caractéristiques de o sont toutes comprises dans l'intervalle

[(1 —/1- di’B)l/z 1+ /1= ij)l/z] (A.19)

1 > dA,B > (1 _ ”pE‘A_”2)min(dimA,dimB)/2’ (A.20)

7i1. on a encadrement

et da.p = 1 si et seulement si A et B sont orthogonauz (on dira alors que A et B sont
orthogonauz au sens large).

DEMONSTRATION : L’assertion . résulte de la proposition et du fait que la, norme du déterminant
d’une application linéaire est égale au produit de ses valeurs caractéristiques. Du fait que les A; sont

toutes dans Uintervalle [0, 1], I'égalité . implique que pour tout i € {1,...,e},ona X} <1—d% p;
compte tenu de la proposition, ’assertion ii. en découle aussitot. L’assertion iii. se démontre de
facon analogue, en utilisant le fait que ||pg| 7|l = Amax- O

Il est possible aussi de faire jouer & A et B des roles non symétriques. Notons 3 = B4,p 'iso-
morphisme naturel de C-espaces vectoriels

B:AJ(ANB) = (A + B)/B.

Alors

Proposition A.18 Les valeurs caractéristiques de 3 sont les (1 — A\2)'/2 avec multiplicité m;. En
particulier, on a || det B|| = da B, et les valeurs caractéristiques de 8 sont toutes dans lintervalle
[dA,Ba 1] .

DEMONSTRATION : Comme précédemment, par compatibilité de ’application 8 aux sommes
directes orthogonales de représentations du groupe diédral, on peut supposer que E est une des
représentations élémentaires ; le calcul des valeurs caractéristiques est alors immédiat. Compte tenu
du corollaire A.17.i., le reste de la proposition en découle de facon évidente. a

Remarquons pour conclure que, par le corollaire A.17.ii4., on peut considérer d4, p comme une
mesure de Porthogonalité de A et B. En particulier, si A et B s’obtiennent par complexification
de deux droites (distinctes) d’un espace vectoriel réel (comme c’est le cas par exemple pour la
représentation élémentaire E(v)), le réel d4,p est le sinus de I’angle de ces deux droites. Notons enfin
que les corollaire A.17.ii. et proposition A.18 signifient que, pour d4,p proche de 1, les applications
a et [ sont presque isométriques.
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A.3.3 Comportement par dualité

Conservons les notations du paragraphe précédent.

Proposition A.19 Si les invariants du triplet (E, A, B) sont rq,rp,8,t et Ay < -+ < A, avec
multiplicités my, ..., me, alors Uapplication composée

SA0S8B

des symétries orthogonales par rapport & A et o B est une transformation unitaire dont les valeurs
propres sont :
1 avec multiplicité s + t,

—1 avec multiplicité ro + 1y,

et les
(Aj £iy/1— )\?)2, chacune avec multiplicité m; (pour 1< j <e)

DEMONSTRATION : Par le théoréme A.12 il suffit de traiter le cas ou la représentation du
groupe diédral associée & (E, A, B) est de la forme R,, Ry, S, T ou E(v). Le seul cas non trivial est
celui de E(v), pour lequel on peut remarquer que s4 o sp est la complexification de application
composée de deux symétries orthogonales suivant des droites (réelles) d’angle arccos(v), donc est la
complexification d’une rotation (réelle) d’angle 2 arccos(v). O

Notons dorénavant AL (resp. B+) ’orthogonal de A (resp. B) dans E.

Corollaire A.20 Si les invariants du triplet (E, A, B) sont

Ta,Th,S,1T

et Ay < -+ < Ao avec multiplicités my, ..., me, alors les invariants du triplet (E, A, B*) sont
ThyTast, 8

et A\ < .-+ < Ae avec multiplicités my, ..., me.

Notamment les valeurs caractéristiques différentes de 0 et de 1 de pa,B, pPB,a, PaL BL €t PpL 4L
sont les mémes avec mémes multiplicités.

DEMONSTRATION : Cela résulte de la définition des invariants, de la proposition précédente, et

du fait que s41 0 sp1 = (—s4) o (—8sB) = s4 0 8p. O

Corollaire A.21 Awvec les notations précédentes, on a
dAJ_’BJ_ = dA,B-

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement des corollaires A.20 et A.17. O

A.4 Passage a un nombre quelconque de sous-espaces

Les résultats du paragraphe précédent permettent d’obtenir certaines estimations sur la position
d’un nombre quelconque de sous-espaces, a partir seulement des normes des projections de I'un sur
lautre deux & deux. Plus précisément, on montre que si des sous-espaces d’un espace hermitien sont
«deux & deux presque orthogonauxy, dans le sens ol les projections de 1'un sur l’autre sont de norme
petite, alors ils sont «globalement presque orthogonauxy, dans le sens ot ’application naturelle du
produit direct de ces sous-espaces sur leur somme est presque une isométrie, i.e. a toutes ses valeurs
caractéristiques proches de 1.
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Lemme A.22 Soit H un espace hermitien qui est somme directe de certains de ses sous-espaces
H,,...,Hy,, . Munissons le produit direct Hy X - - - X Hy, du produit scalaire somme directe orthogonale

des produits scalaires restreints. On o deuz applications linéaires inversibles naturelles
a = QaH,,... H, - H1 X+ X Hm N H
(:cl,...,:cm) — 1+t T,
et
Y =VHi,.Hn : H — Hy x - x Hy
x (le(x)a'--;pHm(fL'))-

Alors a et vy sont adjointes l'une de l'autre.
DEMONSTRATION : Soient z € H et y = (y1,---,Ym) € Hy X -+- x Hy,. Alors on a

<z,ay) >=<z,y1 >+ -+ <T,ym >
=< pu, (@), 91 > + -+ < p,, (%), Ym > (A.21)
=<7(z),y >,

ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition A.23 Soient A et B deux sous-espaces d’un espace hermitien E avec ANB =0, et
A; les valeurs caractéristiques de pa|p avec multiplicité m;. Considérons Uapplication

v: A+B — Ax B
z > (palz),ps(z))
dont les composantes sont les projections orthogonales sur A et B. Alors les valeurs caractéristiques

de v différentes de 1 sont les (14+X;)'/? et les (1—\;)'/?, chacune avec multiplicité m;. En particulier,
on a

Iy = @ = llpalsl) "

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immeédiate du lemme précédent (dans le cas m = 2)
et des propositions A.5 et A.16. La derniére assertion résulte du fait que la norme d’une application
linéaire est égale & sa plus grande valeur caractéristique. O

Corollaire A.24 Soient A, B et C trois sous-espaces d’un espace hermitien tels que la somme
A+ B+ C soit directe. Alors on a l'inégalité

lpalcll® + llpslcll?
1 —[|pa|sl|

2 _ |
lpcarmlcll” <
DEMONSTRATION : Par transitivité des projections orthogonales sur des sous-espaces emboités,
on a palc = pal(a+B) °Pa+B)lc et pelc = PBl(a+B) © P(a+B)lc, ol

pa+s)lc =77 o (palo, pBlo),
avec v = (pal(a+B),PBl(a+B)) : A+ B — A x B. Le corollaire résulte alors de la proposition
précédente. O

Corollaire A.25 Soit n un entier. Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, si Ag,..., A, sontn+1
sous-espaces en somme directe dans un espace hermitien, et si

M = max [lpa; |4, |I* <,

alors
IP(A s+t A 40 |I° < (n+ ) M.
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DEMONSTRATION : On procéde par récurrence sur n, le cas n = 1 étant évident. Supposons le
résultat vrai jusqu’au rang n — 1. Le corollaire précédent donne :

[i§

P < IP(As 4t A0 1) 40 7 + [IPA, |40
N

A.22
T R PN (4.22)

P(As+--t4,)] A0

Par définition on a ||pa,|a,]|> < M, et en appliquant I’hypothése de récurrence d’une part &
Ag,..., A, 1, dautre part & A,..., A,, on trouve, si M est assez petit :

P14t A1) 0|17 < (=1 +€/2) M, (A.23)

donc

1-vV(n—-1+¢/2) M <1— ||p(A1+~~~+A"_1)|An|| <1 (A.24)

En insérant (A.23) et (A.24) dans (A.22), quitte & prendre M encore plus petit, on trouve le résultat
souhaité. O

Soient E un espace hermitien et Ay, ..., A, m sous-espaces de E en somme directe. L’application
linéaire naturelle
QA LA, A X x Ay —m A+ 4+ Ay

est bijective, mais n’est en général pas une isométrie. On note dy, ... 4,, la norme de son déterminant,
c’est-a-dire le rapport de la similitude naturelle entre espaces hermitiens de dimension 1

ANTae o\ An N (At + An).

On remarquera que ces notations sont compatibles avec celles introduites précédemment pour m = 2
et que, par le lemme A.22 (et avec les notations correspondantes), on a aussi

da,,..A,, = ||detaa,,. 4, =||detvya,,.. 4, (A.25)

Proposition A.26 Sous ces hypothéses :

i. Ona
Ay, Am = QAy A5 QA+ 45), 45" QA+t A1) A, S 1

1. Les valeurs caractéristiques de aa,,....A,, sont toutes comprises dans l’intervalle

m

[(1 ~J1- cﬁ‘h___’Am)(m_l)/2 (1+4/1- dzh_“,Am)(m_l)/z] .

DEMONSTRATION : On procéde par récurrence sur m, en remarquant que a4, ,...,4,, se factorise
en

Al X - X A1 X A . (A1+'-'+Am_1) X Am — Ai+---+An
avec u = Ay, . A, _, X Ida,, et v =, 4...44,,_,) 4, On trouve ainsi
day,...,A,, = || detull.[|detv|| = day,....Ap_1 QA+t A1) A (A.26)

et en appliquant ’hypothése de récurrence & dga,,...,A,._,, on prouve la premiére assertion. L’appli-
cation v admet pour valeurs caractéristiques celles de aq, ..., 4,,_,, auxquelles on a adjoint la valeur
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caractéristique 1 avec multiplicité dim A,,. Par hypothése de récurrence, les valeurs caractéristiques
de aq,,...,4 sont toutes dans ’'intervalle

(V=) )

et il en est donc de méme des valeurs caractéristiques de u. Par ailleurs, le corollaire A.17.43. implique
que les valeurs caractéristiques de v sont toutes dans ’intervalle

l:(l — \/1 — d%AlJr...JrAm_l),Am)lﬂ , (1 + \/1 - d%A1+---+Am_1),Am)1/2:| .

Le point ii. se déduit alors de ces deux encadrements au moyen du corollaire A.8 et de I'inégalité

m—1

dAla"'aAm < min{dAl:"-,Am—l’d(A1+"'+Am—1)aAm} (A27)
qui est une conséquence triviale de (A.26). O
Corollaire A.27 Soit d un entier. Il eriste deuz constantes ¢ et 1 > 0 (dépendant de d) telles

que, pour tout espace hermitien E de dimension au plus d et pour tous sous-espaces Ay, ..., A, en
somme directe dans E tels que

M = 14112y <
Kfz.fg?ém{ﬂmz 4,117} <,
on ait
1>da,,. 4, 21—cM.

DEMONSTRATION : On ne perd pas de généralité en supposant que les A; sont tous non nuls.
Alors, puisque ces sous-espaces sont en somme directe, on a nécessairement m < d. Par la proposition
précédente on a

day,.Am = day, A5 A(A 1 42), A5+ DA+t A1), A
Pour démontrer le corollaire, il suffit donc de minorer chacun des termes de ce produit. Si M est
assez petit, la minoration voulue est fournie par les corollaires A.17.iii. et A.25. O
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