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Chapitre 1

Groupes

1.1 Relations d’équivalence, structures quotient

Définition 1.1.1. — Une relation R sur un ensemble E est la donnée d’une partie
RCFEXE.

Pour une meilleure lisibilité on écrira souvent

TRy
pour signifier que
(r,y) €R

et on dira alors que x est en relation avec y selon R.

Définition 1.1.2. — Une relation R sur un ensemble F est dite :
— réflexive, si: Ve e E xRx
— symétrique, si: Vr,y € E xRy = yRx
— transitive, si: Vz,y,z € E (2Ry et yRz) = 2Rz
et on dit que c’est une relation d’équivalence si ces trois conditions sont vérifiées.

Si ‘R est une relation d’équivalence, plutot que xRy on écrira aussi parfois x ~x y
ou encore x =y mod R.

Exemple 1.1.3. — Soit f : E — F une application entre deux ensembles. On
définit une relation ~ sur E par la condition : z ~ y si et seulement si f(z) = f(y).
Alors ~ est une relation d’équivalence.

On verra plus loin que cet exemple est fondamental : toute relation d’équivalence
peut s’obtenir par ce procédé.

Définition 1.1.4. — Soient ~ une relation d’équivalence sur un ensemble F, et
A une partie de E. On dira que A est une classe d’équivalence pour la relation ~
si:

(i) A est non vide
(ii) pour tous z,y € Aonax~y

(iii) pour tous x € Aet y &€ Aon az £ y.
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6 CHAPITRE 1. GROUPES

On notera E/~ 'ensemble des classes d’équivalence pour ~, appelé ensemble quo-
tient de E par la relation ~.

Ainsi on prendra garde qu’avec cette définition les éléments de E/ ~ sont des
parties de E.1

Proposition 1.1.5. — Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble E. Alors
tout élément de E appartient a une et une seule classe d’équivalence. De facon plus
précise, st x € E, alors l’ensemble

Ay ={yeE|x~y}

est une classe d’équivalence, et c’est ['unique classe d’équivalence qui contienne .
Ainsi les classes d’équivalence forment une partition de E, c’est-a-dire qu’elles
sont deux a deuz disjointes et que leur réunion est E tout entier.

Démonstration. Pour commencer, montrons que A, vérifie les trois conditions de la
définition 1.1.4. Tout d’abord, par réflexivité, on a x € A,, donc A, est non vide.
Ensuite, si x1,29 € A, on a & ~ 1 et & ~ x9, donc par transitivité (et symétrie),
x1 ~ To. Enfin, supposons x; € A, et x5 € A,, et par 'absurde supposons x; ~ x5 ;
alors on a x ~ x1 et 7 ~ 9, donc par transitivité x ~ x,, c’est-a-dire xo € A,,
contradiction. Ainsi A, est bien une classe d’équivalence, et comme on 'a vu, elle
contient x.

Inversement, si A est une classe d’équivalence contenant x, la condition (ii) de
la définition 1.1.4 donne limplication y € A = y € A,, clest-a-dire A C A,,
tandis que la condition (iii) donne y ¢ A — y & A,, c’est-a-dire A, C A. Ainsi,

nécessairement A = A,, ce qui prouve I'unicité et termine la démonstration. O
Corollaire 1.1.6. — Si ~ est une relation d’équivalence sur un ensemble E, on a
Bl = > 1A

A€eE/~

(ces valeurs étant prises dans N U {oco} ).
Démonstration. Comme vu, les A € E/~ forment une partition de E. n

Si A est une classe d’équivalence et si x € A, on dira indifféremment que A est
la classe de = (pour la relation ~) ou que x est un représentant de A.

Quelques notations courantes pour la classe d'un élément x sont : [z mod ~],
parfois Cl.(z), ou plus simplement [z| ou encore T s’il n’y a pas d’ambiguité. On a
donc formellement

T={yckElz~y}

On dispose par ailleurs naturellement d’une application

T E — E/~
r = T

1. Ceci étant dit, on verra plus bas (remarque 1.1.9) que la nature précise des éléments de E/ ~
n’est pas une information essentielle.
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surjective, qui a tout élément de E associe sa classe d’équivalence. On dira que 7
est la projection canonique de E sur E/~. On a ainsi

T~y = T=7 <= n(x)=mny).

On rapprochera cela de I'exemple 1.1.3.

On dira qu’une partie S de E est un systeme de représentants si tout élément de
E est équivalent a un élément de S, et a un seul. Cela revient a demander que pour
toute classe d’équivalence A il existe un et un seul x € S qui en soit un représentant,
ou encore, que 7 induise une bijection S ~ E/ ~.

Théoreme 1.1.7. — Soient E et F' deux ensembles, ~ une relation d’équivalence
sur E, et f : E — F wune application. On a alors équivalence entre les deux
assertions suivantes :

1. L’application f est compatible a ~, c’est-a-dire
Ve,y e E, x~y = f(z)=f(y).
2. 1l existe une application g : E/~ — F telle que f se factorise en

f=gom,
oum: E — E/~ est la projection canonique.

St ces conditions sont vérifiées, cette application g est alors unique.

Définition 1.1.8. — Sous les hypotheses du théoreme, on dit que g est 'appli-

cation déduite de f par passage au quotient par la relation ~. La construction de

cette application g est détaillée ci-dessous dans la preuve du théoreme.
Remarque 1.1.9. — La propriété de Iensemble quotient (et de la projection canonique)
mise en évidence dans ce théoreme est importante conceptuellement en ce qu’elle constitue
une < propriété universelle > qui caractérise completement ’ensemble quotient : si on dispose
d’un autre ensemble vérifiant cette méme propriété, on disposera aussi automatiquement d’une
bijection naturelle permettant d’identifier cet ensemble a I’ensemble quotient. Autrement dit,
on aurait pu choisir une définition différente de I’ensemble quotient, la seule chose importante
étant qu’il vérifie la propriété du théoreme. D’ailleurs, la plupart du temps, dans la suite du
texte, on n’utilisera pas la définition précise de I’ensemble quotient donnée au début de la
section, mais uniquement le fait qu’il vérifie cette propriété.

Démonstration du théoréme.

1 = 2. Pour tout A € E/~ choisissons un représentant x4 € A. Si 'on veut
avoir f = g o, il faut nécessairement qu’on ait

9(A) = g(m(wa)) = f(za),

ce qui montre que si g existe, elle est unique. Définissons donc ¢ au moyen de cette
formule, et vérifions qu'on a bien f = gow. En effet, considérons y € E arbitraire, et
notons A = 7(y) sa classe d’équivalence. Puisque les éléments y et x4 appartiennent
a la méme classe, on a y ~ x4, de sorte que la compatibilité de f a ~ implique
f(y) = f(za). On a alors bien f(y) = f(za) = g(A) = g(n(y)), ce qu’il fallait
montrer.

2 = 1. Supposons qu’on puisse écrire f = g o 7w, et considérons x,y € E tels
que x ~ y, c’est-a~dire 7(z) = 7(y). Alors on a bien f(z) = g(n(z)) = g(n(y)) =
fy). O
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Remarque 1.1.10. — On peut interpréter la partie 1 = 2 de la preuve comme
suit : on a construit g en faisant certains choix de représentants, et on a montré que
g était < bien définie » en vérifiant que le résultat ne dépendait pas des choix faits.
Cette technique sera utilisée a plusieurs reprises dans la suite du texte.

1.2 (Généralités sur les groupes

Groupes et sous-groupes

Définition 1.2.1. — Un groupe (G, *, ) (souvent abrégé en G tout court) est la
donnée d'un ensemble non vide G, d'une loi de composition interne

*x: GxGE@ — @
(z,y) = xx*y

et d’un élément e € (G, vérifiant les trois propriétés suivantes :
— laloi % est associative :  Vz,y,z€ G (xxy)xz=x%(y*2)
— eest neutre pour x: Ve €@ exrx=x*xe=ux
— tout élément est inversible: Ve G Jye G zxy=y*xx=e (eton
montre alors facilement que cet inverse est unique).
On dit que ce groupe est abélien (ou commutatif) si en outre :
— la loi x est commutative : Vr,y e G zxy=y=x*ux.

On note z7! l'inverse de z, et 2" = x * - - - * x le composé de z avec lui-méme n
fois (pour n € N, puis pour n € Z par passage a I'inverse). Parfois on écrira aussi zy
pour x x y, et 1 pour e. Dans tous ces cas, on parle de < notation multiplicative >.

Une autre notation courante, pour les groupes abéliens, est la notation < addi-
tive > : (G, +,0). L’inverse de = est alors noté —z, et de méme l’exponentiation
devient nx =z +---+ 2 (n fois).

Exemple 1.2.2. — 1. L’ensemble des permutations d'un ensemble E forme
un groupe, noté S(FE), avec pour loi la composition usuelle et pour neutre la
permutation identité; ce groupe n’est pas abélien des que E a au moins trois
éléments.

Le triplet (Z,+,0) est un groupe abélien.
Le triplet (R, +,0) est un groupe abélien.
Le triplet (R*, x, 1) est un groupe abélien.

ARl

Si (G1,*1,e1) et (Gg,*q,e5) sont deux groupes, le produit direct G; x Gy est
un groupe pour la loi de composition interne x définie par

(951,952) * (yb yz) = (951 *1 Y1, T2 *2 y2)7
de neutre (e, €2) ; ce groupe est abélien si et seulement si G et G le sont.

Définition 1.2.3. — Soit (G, *, €) un groupe. Un sous-ensemble H de G est appelé
sous-groupe si :
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— il contient 'élément neutre : e € H
— il est stable par inverse : Vr € H xz '€ H
— il est stable par composition : Ve,y e H xxye H.

On vérifie facilement alors que la restriction a H de la loi * de G munit H d’une
structure de groupe, qui en outre est abélien des lors que G l'est.

Lemme 1.2.4. — Si G est un groupe et si (H;);cr est une famille quelconque de
sous-groupes de G, leur intersection H = (\,c; H; est encore un sous-groupe de G.

Démonstration. On vérifie facilement que H contient 1’élément neutre et est stable
par inverse et par composition des lors que c’est le cas pour chacun des H;. O

Proposition 1.2.5. — Soient G un groupe et S une partie quelconque de G. No-
tons (S) la partie de G définie comme l'intersection de tous les sous-groupes de G
qui contiennent S. Alors (S) est un sous-groupe de G contenant S, et c’est le plus
petit d’entre euz : tout sous-groupe de G contenant S contient aussi (S).

Définition 1.2.6. — Avec ces notations, on dira que (S) est le sous-groupe en-
gendré par S dans G.

Démonstration de la proposition. Par le lemme, (S) est bien un sous-groupe de G.
Tout le reste découle immédiatement de la construction. O

Proposition 1.2.7. — Avec les notations qui précedent, on a aussi
(S) ={s{"*---xs"|reN, s, €8 m e}
(pour r =0, on posera le produit vide égal a e par convention).

Démonstration. Puisque (S) est un sous-groupe contenant S, on vérifie aisément
(par récurrence sur r) qu’il contient nécessairement toutes les expressions du type
51k - ks comme ci-dessus, ce qui donne une inclusion dans un sens. Réciproquement,
I’ensemble de ces expressions vérifie bien les conditions de la définition 1.2.3, et
contient S, d’ou l'inclusion inverse. O

Remarque 1.2.8. — On peut interpréter la proposition 1.2.5 comme définissant (S) abstrai-
tement et < par 'extérieur >, c¢’est-a-dire comme intersection d’ensembles plus gros, tandis que
la proposition 1.2.7 en donne une construction < par l'intérieur >, en construisant ses éléments
de fagon explicite.

Ensemble quotient d’un groupe par un sous-groupe

Proposition 1.2.9. — Soient G un groupe (dont la loi sera notée multiplicative-
ment) et H un sous-groupe. On définit une relation ~ sur G en posant x ~ y si et
seulement si x =y € H. Alors ~ est une relation d’équivalence.

Démonstration. On vérifie aisément que :
— ~ est réflexive car H contient I’élément neutre
— ~ est symétrique car H est stable par inverse
— ~ est transitive car H est stable par composition.
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]

L’ensemble quotient G/ ~ est traditionnellement noté G/ H, et la classe d’équivalence
d'un élément z est
(x mod H) = zH = {zh | h € H}.

On écrira aussi
r=y mod H

(ou méme parfois : * =y mod H) pour signifier (x mod H) = (y mod H), c’est-a-
dire y € zH.

Bien sir si on a affaire a un groupe abélien (G, +,0) dont la loi est notée addi-
tivement, les classes d’équivalence s’écrivent alors

(xmod H) = x+H = {z+h|he H}
et on ax =y mod H siet seulement si x —y € H.

Définition 1.2.10. — Si H est un sous-groupe d’un groupe G, on définit 1’indice
de H dans G, noté [G : H]|, comme le cardinal (éventuellement infini) de I’ensemble
quotient G/H :

G : H)=|G/H|.

Exemple 1.2.11. — 1. Si N est un entier strictement positif,
NZ ={Nk |k € Z}

est un sous-groupe d’indice N dans (Z, +,0). Les éléments 1’ensemble quotient
Z/NZ sont les classes 0 = NZ, 1=1+ NZ,..., N—1=N -1+ NZ.?
2. De méme R7 est un sous-groupe d’indice 2 dans (R*, x, 1).
Proposition 1.2.12. — Soit G un groupe fini. Alors tout sous-groupe H de G est

fini et d’indice fini, et on a

|G| = |H| x [G : H]
ou, ce qui revient au méme : |G/H| = |G|/|H|.

On en retiendra en particulier que [‘ordre d’un sous-groupe divise 'ordre du
groupe. On va donner deux preuves.

Premiere démonstration. Pour chaque classe A € G/H choisissons un représentant
x 4. Définissons alors une application

¢0: (G/IH)xH — G
(Ah) = aah

et montrons que cette application ¢ est bijective, ce qui acheévera la preuve. Or en
effet :

2. Dans certains problemes, il pourra parfois étre utile de choisir un autre systeme
de représentants. Par exemple, on peut aussi décrire les éléments de Z/NZ comme
les classes —(m—1),—(m—2),...,m—1,m pour N = 2m pair, ou comme les classes
—m,—(m —1),...,m —1,m pour N = 2m + 1 impair.
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—  est injective, car si on a (A, h) = (A, 1), c’est-a-dire zah = x4 h', on
en déduit 4 'z = hh' € H donc, 24 ~ x4, A=A, doll x4 = x4 et
aussi finalement h = h';

—  est surjective, car si x € G est arbitraire, en notant A la classe de z modulo
H,on ax~ xy et donc x peut s’écrire x = x4h pour un certain h € H.

]

Deuzxieme démonstration. Si x € G, I'application h — xh met H en bijection avec
xH (la bijection inverse étant y — z~'y). Puisque toute classe A € G/H est de la
forme A = xH pour un certain x, on voit que toutes les classes ont méme cardinal

Al = [zH] = [H].

Appliquant le corollaire 1.1.6, on en déduit alors

Gl= ) |Al=|G/H|-|H].

AcG/H

m

Action d’un groupe sur un ensemble

Définition 1.2.13. — Une action d’'un groupe (G, *, e) sur un ensemble X est la

donnée d’une application

GxX — X
(9,%) — g-=
telle que :
— VreX e x==x
— Vg.g€G VaeX g-(¢-x)=(g9%g) .
Exemple 1.2.14. — Pour tout ensemble F, le groupe de permutations &(F) agit
sur E par
S(E)xE — E
(0,2) = o-x=o0(x).
Définition 1.2.15. — Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Pour tout
élément x € X, on définit son stabilisateur G, C G comme ’ensemble
G.={9€G|g -x=uz},
et son orbite O, ou G - x C X comme
0,=G-x={g-x]|geqG}.
Proposition 1.2.16. — Awec les notations qui précedent, le stabilisateur G, est

un sous-groupe de G.

Démonstration. C’est une conséquence directe des définitions : en effet on a bien
crx=x,etsig-r=¢g -x=xalorsgl-z=xet(9¢) - z2=9-(¢ v)=2. [
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Proposition 1.2.17. — Awec les notations qui précedent, la relation ~ sur X
définie par x ~ x' s’il existe g € G tel que ' = g - x est une relation d’équivalence.
Les orbites de [’action sont alors précisément les classes d’équivalence pour ~.

Démonstration. Conséquence directe des définitions. O

Compte tenu de cette derniere proposition, on notera X /G I'ensemble des orbites
de I'action :
X/G = X/ ~= {0, |z € X}.

Exemple 1.2.18. — Soit H un sous-groupe d'un groupe . On peut alors définir
I'action de H sur G par translation a droite comme

HxG — G
(h,x) +— h-z=xhL

On vérifie que c’est bien une action, et que la relation d’équivalence associée (pro-
position 1.2.17) est I’équivalence modulo H (proposition 1.2.9). Ainsi 'orbite O, de
x € G pour cette action est la classe xH, et la notation G/H pour I'ensemble des
orbites coincide avec celle introduite a la sous-section précédente pour l’ensemble
quotient.

D’autres actions de H sur GG qu’il peut parfois étre aussi utile de considérer sont
I’action par translation a gauche

HxG — d
(h,z) +— h-x=hx

et enfin I'action par conjugaison

HxG — G
(h,x) +~ h-z=hzh'.

Proposition 1.2.19. — Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Alors,
pour tout x € X, Uapplication G — X, g — g - x induit par passage au quotient une
bijection

G/G, — O,

et en particulier l'orbite de x est de cardinal |O,| =[G : G,].

Démonstration. En effet, pour g,¢' € Gona ¢ -2 = g-x si et seulement si g~ ¢’ -z =
x, c’est-a-dire ¢’ € gG,. Cela montre qu’on peut bien passer au quotient, et que
I’application ainsi obtenue est injective. Enfin, tout y € O, est de la forme y = g -z«
pour un certain g € GG, d’ou la surjectivité. O

Théoréme 1.2.20 (formule de Burnside). — Soit G un groupe fini agissant sur
un ensemble fini X. Alors

e X [gx =gl

geG

[ X/Gl =

Autrement dit : le nombre d’orbites de ’action est égal a ’espérance du nombre de
points fizes d’un élément aléatoire de G.
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Démonstration. On note
C={(g2) eGxX|[g-z=u}

et on va calculer le cardinal de C' de deux fagons : puisque C est formé de couples
(g, ), on peut compter d’abord selon g ou d’abord selon z. La premiere fagon donne :

Cl=) HzeX|g-z=xz}

geG

et la seconde :

ICl1=> HgeGlg x=a}

rzeX
= |Gal =D |GI/|0z|  (par la proposition 1.2.19)
zeX zeX
= |G| Z Z 1/|0] (en regroupant les z par orbites)
0eX/G z€0
=G| Y 1 =G|-1x/Gl.
0eX/G

En rapprochant ces deux expressions pour |C| et en divisant le tout par |G|, on

trouve bien la formule énoncée. m
Morphismes
Définition 1.2.21. — Un (homo)morphisme d’un groupe (G, *, ) dans un groupe

(G',+',€’) est une application f : G — G’ qui < respecte les structures >, en ce sens
que :
— fle)=¢

— pour tout x € G, f(xz™1) = f(x)!

— pour tous x,y € G, f(x*xy) = f(z)* f(y).
Un morphisme d'un groupe dans lui-méme est appelé endomorphisme; un mor-
phisme bijectif est appelé isomorphisme (alors son inverse est aussi un morphisme) ;
un morphisme qui est a la fois un endomorphisme et un isomorphisme est appelé
automorphisme.

Les trois conditions données ci-dessus dans la définition d'un morphisme sont
redondantes : en fait la troisieme implique les deux premieres (exercice 1.5.2).

Exemple 1.2.22. — L’exponentielle (réelle, en n’'importe quelle base) est un iso-
morphisme de (R, +,0) sur (R}, x, 1).

Exemple 1.2.23. — Si G est un groupe agissant sur un ensemble X, on peut
construire une application

G — 6(X)

g = o
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oll 0, est la permutation de X définie par

og(x) =g - .

On vérifie aisément a partir des axiomes de définition d’une action de groupe que
cette application g — o, est en fait un morphisme de G dans &(X). Et méme mieux,
réciproquement, la donnée d’un tel morphisme équivaut a la donnée d’une action de

G sur X.
Proposition 1.2.24. — Soit f : (G, *,e) — (G',*,€') un morphisme entre deuz
groupes. Alors :

1. St H' est un sous-groupe de G', I’ensemble

fHH)={9€ G| f(g) € H'}

est un sous-groupe de G.

2. 8i H est un sous-groupe de G, l’ensemble

f(H)={¢' €eG"|3geH, ¢=[f9}
est un sous-groupe de G'.

Démonstration. 1. 11 sagit de vérifier que f~(H’) contient e et est stable par inverse
et par composition. La preuve est immédiate :
— ona f(e)=¢ € H',donc e € f~1(H)
—siz € f7YH'), on a f(z) € H, dou f(z7') = f(z)™' € H', et donc
ate fH(H)
— siz,y€ fTYH),ona f(x) € H et f(y) € H,dou f(xxy) = f(x)+ f(y) €
H' et donc zxy € f~Y(H),
ce qu’il fallait démontrer.
2. 11 s’agit de vérifier que f(H) contient €’ et est stable par inverse et par com-
position, ce qui est tout aussi immédiat que précédemment. O]

Deux cas particuliers importants ou la proposition s’applique sont ceux ou H' =
{},et H=G:

Définition 1.2.25. — Soit f : (G,*,e) — (G’,*',€’) un morphisme entre deux
groupes. Alors :
1. L’ensemble
ker f=f7'(e)={g€ G| flg)=¢}
est un sous-groupe de G, appelé noyau de f.

2. De méme, 'image de f
imf=f(G)={g€G |G ¢ =[(9)}
est un sous-groupe de G'.

Exemple 1.2.26. — L’exponentielle (complexe) est un morphisme surjectif de
(C,+,0) sur (C*, x,1), de noyau 2inZ.
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Proposition 1.2.27. — Un morphisme [ : (G,*,e) — (G',*',€') entre deux
groupes est injectif si et seulement si ker f = {e}.

Démonstration. Supposons f injectif. Alors ker f = f~1(¢’) est soit vide soit réduit
a un singleton. Mais on a e € ker f, donc ker f = {e}. Réciproquement supposons
ker f = {e} et considérons un élément arbitraire ¢’ de G’. Alors si g1,90 € f1(¢')

on a f(g1) = f(g2) donc f(g1 * (go)™') = €, autrement dit g; * (go) ™' € ker f = {e}.
Ainsi g1 * (g2) " = ¢, et g1 = go. L

Groupe quotient d’un groupe abélien par un sous-groupe

Lemme 1.2.28. — Soient (G, +,0) un groupe abélien et H un sous-groupe. Alors
si A et B sont deux classes modulo H, les éléments du type a + b pour a € A et
b € B sont tous dans la méme classe modulo H.

Démonstration. En effet, si a,a’ € Aet b)) € B,onad —ae€ Hetb —be H et
donc, G étant abélien,

(a+b)—(a+b)=(d—a)+ (V' —b) € H.
0

Ceci permet de construire une loi de composition interne sur G/H, loi que 'on
notera aussi < + >, en définissant A+ B comme la classe commune de ces éléments.
Ainsi sion écrit A=a+ Het B=b+ H on a

(a+H) + (b+H) = (a+bd) +H

ou, de fagon plus concise,
at+b=a+b.?

On montre facilement que la loi ainsi construite munit G/H d’une structure de
groupe abélien :
— lassociativité et la commutativité découlent directement de celles de la loi

de G
— le neutre est la classe de 0
— pour l'inverse, on a —a = —a.
Définition 1.2.29. — L’ensemble quotient G/H muni de cette loi est appelé

groupe quotient de G par H.

Remarque 1.2.30. — La construction de la loi du groupe quotient repose sur le lemme
1.2.28, qui suppose G abélien. Si 'on supprime cette hypothese, la conclusion du lemme n’est
plus forcément vérifiée Ainsi en général G/H peut toujours étre défini en tant qu’ensemble
quotient, mais pas en tant que groupe (en tout cas, pas de fagon < naturelle »). Toutefois
les choses fonctionnent & nouveau si on fait une hypothese supplémentaire sur H, celle d’étre
un sous-groupe distingué (ou normal). Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont
distingués (la réciproque n’est pas vraie). Nous ne ferons pas appel & cette notion dans la suite
du cours.

3. Ezxercice de lecture : dans cette formule, pour chaque symbole <« 4+ >, identifier s’il s’agit de
l'addition de G ou de celle de G/H.
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Proposition 1.2.31. — §i G est un groupe abélien et H un sous-groupe, la pro-
jection canonique m : G — G/H est un morphisme de groupes, surjectif, et de
noyau H.

Démonstration. Cela résulte directement des constructions. OJ

Théoréme 1.2.32. — Soient (G,+,0) un groupe abélien et H un sous-groupe.
Alors les sous-groupes de G/H sont naturellement en bijection avec les sous-groupes
de G contenant H.

De fagon plus précise, notons A ’ensemble des sous-groupes de G/H et B l’en-
semble des sous-groupes de G contenant H. Pour A € A posons

PA) =1 A)={reG|z+HcA}
et pour B € B posons
V(B)=n(B)={y+H|ye B} =B/H

oum: G — G/H est la projection canonique. Alors ® envoie A dans B, ¥ envoie
B dans A, et ces deux applications sont des bijections inverses l'une de ’autre.

Démonstration. Toutes les vérifications sont immédiates, montrons par exemple que
®(V(B)) = B pour tout B € B. En effet on a © € ®(V(B))) si et seulement si
r+H € ¥(B), ce qui équivaut a demander qu’il existe y € B tel que z+H = y+ H ;
mais puisque B contient H, cela équivaut encore a demander x € B. O

Morphisme défini par passage au quotient

Théoréme 1.2.33 (de factorisation). — Soient f : G — G’ un morphisme de
groupes abéliens, H un sous-groupe de G, et w : G — G /H la projection canonique.
Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

— ker(f) contient H

— il existe un morphisme g : G/H — G’ tel que f se factorise en

f=gor

Lorsque c’est le cas, ce morphisme g est unique, et on dit qu’il se déduit de f par
passage au quotient par H. De plus, on a alors img = im f et ker g = ker f/H.

Démonstration. On vérifie facilement que la condition ker f D H équivaut a deman-
der que f(z) = f(y) si x =y mod H. L’existence et 'unicité d’une application g
donnant la factorisation est alors assurée par le théoreme 1.1.7, et on vérifie sans
peine qu’il s’agit bien d’un morphisme. La condition f = gon implique im f C im g,
et comme 7 est surjective on a méme im f = ¢mg. Enfin on a T € ker g si et seulement
si pour tout représentant = de T on a f(x) = g(T) = €/, autrement dit x € ker f, et
T €ker f/H. O
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Corollaire 1.2.34. — Si f : G — G’ est un morphisme de groupes abéliens, f
induit par passage au quotient un isomorphisme

G/ker f — im f.
En particulier si G est fini, on a

|G| = [ker f| x [im f].

Démonstration. On applique le théoreme avec H = ker f. O
Exemple 1.2.35. — L’exponentielle complexe induit par passage au quotient un
isomorphisme

C/2irZ — C*.

Sous-groupes monogenes, ordre d’un élément

Définition 1.2.36. — Si = est un élément d’un groupe G (dont la loi sera notée
multiplicativement), on définit I’ordre de x, noté wg(x) ou simplement w(x) s’il n’y
a pas d’ambiguité, comme le plus petit entier n > 0 tel que ™ = e si un tel entier
existe, et 400 sinon.

(Pour un groupe abélien en notation additive, cela devient : le plus petit entier
n > 0 tel que nx = 0.)

Lemme 1.2.37. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes injectif (par
exemple, un isomorphisme). Alors pour tout x € G, on a w(f(x)) = w(x).

Démonstration. Puisque f est injectif, pour tout entier n on a f(z)* = f(a™) = €
si et seulement si " = e. O

Lemme 1.2.38. — Soient G un groupe (de loi notée multiplicativement) et x € G
un élément d’ordre w(x) fini. Alors pour tout diviseur d de w(x) on a

w(z
wfat) = 40
(Pour G abélien en notation additive, cela devient : w(d.z) = %)
Démonstration. On a (xd)wsiz) = 2¥@) = ¢ et si n > 0 vérifie n < #, on a
dn < w(r) donc (z4)" = 2% # e. O
Lemme 1.2.39. — Soit G un groupe (dont la loi sera notée multiplicativement).

Alors, pour tout élément x de G, il existe un unique morphisme de groupes de 7,
dans G envoyant 1 sur x. Ce morphisme est ’application

fo: Z — G
ko — 2F

et son image est (x), le sous-groupe de G engendré par x.
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On dit parfois que f, est I’< exponentielle de base z >.
(Dans le cas ot G est abélien de loi notée additivement, tout cela reste valable
en prenant pour définition de f, : k — kx.)

Démonstration. Si f : Z — G est un morphisme de groupes envoyant 1 sur x, une
récurrence immédiate donne f(k) = z* pour tout k& € N, puis par compatibilité a
Uinverse, f(k) = ¥ pour tout k € Z, d’olt I'unicité.

On vérifie alors facilement que 'application f, ainsi définie est un morphisme.
On en déduit que im f, = {z*|k € Z} est un sous-groupe de G, qui par ailleurs
contient z, et donc contient (x) par minimalité de celui-ci.

Inversement, appliquant ce qu’on vient de démontrer en remplacant G par (z),
on trouve qu'’il existe un unique morphisme f! : Z — (x) envoyant 1 sur x. Alors
sit: (r) —> G est le morphisme naturel d’inclusion, la composée ¢ o f. est un
morphisme de Z dans G envoyant 1 sur z. Par unicité on en déduit f, = vo f., donc
im f, C im¢ = (x). O

On rappelle que (Z, +,0) est un groupe abélien et que si N est un entier stricte-
ment positif, NZ en est un sous-groupe, d’indice N. Réciproquement :

Lemme 1.2.40. — Tout sous-groupe non nul H de (Z,+,0) est de la forme
H=NZ

ou N est un entier strictement positif uniquement déterminé par H comme suit :
— N est le plus petit élément strictement positif de H
— N est égal a Uindice [Z : H] de H dans Z.

Démonstration. Puisque H est non nul, H contient un élément non nul n, et en tant
que sous-groupe contient donc aussi —n ; I'un parmi n et —n est strictement positif,
de sorte que H contient au moins un élément strictement positif. Notant /N le plus
petit d’entre eux, H contient alors aussi le sous-groupe (additif) qu’il engendre :
(N) = NZ C H.

Réciproquement, soit n un élément arbitraire de H, et par division euclidienne
écrivons n = qN + 1 avec 0 < r < N. Alors n € H et ¢N € H impliquent » € H, et
par minimalité de N on a r = 0. Ainsi H C NZ. O]

Proposition 1.2.41. — Soient G un groupe et x un élément de G. Alors :

1. Si x est d’ordre infini, le morphisme f, est injectif, donc définit un isomor-

phisme sur son image :
fo:Z — (z).

2. Six est d’ordre w(x) fini, le morphisme f, a pour noyau
ker f, = w(z)Z
et induit par passage au quotient un isomorphisme

o Z]w(x)Z — (z)

(k' mod w(x)) w .
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Démonstration. Par définition, I’ensemble des entiers relatis n € Z tels que 2" = e
est le noyau de f,, c’est donc un sous-groupe de Z. Par le lemme 1.2.40, ou bien
ce sous-groupe est nul, auquel cas f, est injectif (proposition 1.2.27), ou bien ce
sous-groupe est de la forme NZ ou N est son plus petit élément strictement positif,
ce qui permet de conclure. O

Corollaire 1.2.42. — Si x est un élément d’un groupe G, le cardinal du sous-
groupe () est égal a l'ordre de x, fini ou infini :

[(z)]| = w(z).
Si de plus x est d’ordre fini, la liste des éléments de (x) est donnée par
(z) ={e,x,a? ... a*@1}
deur o deux distincts.*

Démonstration. Cela se lit immédiatement sur les isomorphismes donnés par la pro-
position. n

Corollaire 1.2.43. — Soient G un groupe et x € G un élément d’ordre fini. Alors
sin € Z est un entier, on a x™ = e si et seulement si w(x)|n.®

Démonstration. C’est une reformulation de 'assertion ker f, = w(x)Z de la propo-

sition. 0
Théoréme 1.2.44 (Lagrange). — Soit G un groupe fini. Alors tout élément x € G
vérifie

2%l =e

et w(z) divise |G|.

Démonstration. Par le corollaire 1.2.42, le sous-groupe H = (x) est de cardinal
w(z), et |H| divise |G| par la proposition 1.2.12. On conclut au moyen du corollaire
1.2.43. O

Dans le cas ou G est abélien, une seconde preuve du théoreme est proposée dans
I’exercice 1.5.8.

1.3 Groupes cycliques et fonction indicatrice d’Eu-
ler

Groupes cycliques

Proposition 1.3.1. — Soit (G, *,e) un groupe fini. Notons N = |G| son ordre.
Alors si gy est un élément de G, les assertions suivantes sont équivalentes :

4. Pour G abélien en notation additive, cela devient : () ={0,z,2z,..., (w(z) — 1)z}.
5. Pour G abélien en notation additive, cela devient : nz = 0 si et seulement si w(x)|n.



20 CHAPITRE 1. GROUPES

1. L’élément go est d’ordre N.
2. On a G = (go).
3. Il existe un isomorphisme ¢ : Z/NZ — G qui envoie la classe de 1 sur gq.

4. Tout élément g € G peut s’écrire g = (go)™ pour un certain n € N.

Définition 1.3.2. — Un groupe fini G dans lequel il existe un élément gq vérifiant
ces assertions est appelé groupe cyclique (d’ordre N). On dit alors aussi que gq est
un générateur de G.

Remarque 1.3.3. — Il arrive parfois qu’un groupe isomorphe & (Z,+,0) soit aussi qualifié
de groupe cyclique (infini). Dans ce cours cependant, nous n’utiliserons cette terminologie que
pour des groupes finis.

Démonstration de la proposition.

1< 2. 0n a (go) C G, avec égalité (go) = G si et seulement si il y a égalité des
cardinaux |(go)| = |G|, et on conclut au moyen du corollaire 1.2.42.

(1 et 2) = 3. On prend pour ¢ l'isomorphisme f_g0 donné par le point 2. de la
proposition 1.2.41.

3 = 1. L’8lément 1 de Z/NZ est d’ordre N (pour 'addition), de sorte que par
le lemme 1.2.37 1'élément gy = p(1) € G est aussi d’ordre N (pour la loi ).

3 = 4. Soit ¢ : Z/NZ — G un isomorphisme tel que p(1) = go. Alors tout
g € G peut s’écrire ¢ = (7)) pour un certain n € Z/NZ, et si n € N est un
représentant de 77, on a bien g = p(n) = ¢(n.1) = p(1)" = (go)™.

4 = 2. L’assertion 4. implique G C (go), et I'inclusion inverse est triviale.

Proposition 1.3.4. — Soit N un entier strictement positif. Notons
Z/NZ={0,1,..., N—1}

Alors :

1. Sid est un diviseur de N, le sous-ensemble
dZ/NZ = {6,3,%, o (%—1)61}

est un sous-groupe de Z/NZ.

Inversement, tout sous-groupe de Z/NZ est de cette forme pour un entier d
divisant N uniquement déterminé. Cette construction met donc en bijection
les sous-groupes de Z/NZ et les diviseurs de N.

De plus, si dy et dy sont deux diviseurs de N, on a diZ/NZ D dyZ./NZ si et
seulement si dy|ds.

2. Le sous-groupe dZ/NZ est cyclique, d’ordre
N
|dZ/NZ| = i

et d'indice

[Z/NZ : dZ/NZ] = d.
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3. Les éléments de dZ/NZ sont les éléments de Z/NZ dont 'ordre (pour l’addi-

tion) divise I
4. Six € Z est un entier relatif et si T est la classe de x modulo N, le sous-groupe

(additif) de ZJNZ engendré par T est
(T) = dZ/NZ.

ot
d = pged(z, N).

Alors T est d’ordre (pour l'addition) exactement .

En particulier, T est un générateur de Z/N7Z si et seulement si N et x sont
premiers entre eur.

Démonstration. 1. Le théoreme 1.2.32 montre que tout sous-groupe de Z/NZ est de
la forme B/NZ, ou B est un sous-groupe de Z contenant N7 uniquement déterminé.
Par le lemme 1.2.40, B est de la forme dZ, et B contient NZ si et seulement si d
divise N. Enfin, on a d1Z/NZ D dsyZ/NZ si et seulement si diZ D doZ, ce qui
équivaut a dy|ds.

2. On vérifie facilement que 'application

z/82 —  dZ/NZ
(kmod &§) —  (kd mod N)

N

est un isomorphisme de groupes, de sorte que dZ/NZ est bien cyclique d’ordre 7

et donc d’indice d dans Z/NZ.

3. Par le point précédent et par le théréeme de Lagrange, tout élément de dZ/NZ
est d’ordre divisant %. Inversement, si T € Z/NZ est d’ordre divisant %, etsiz €7
est un représentant de T, on a %I =0 donc %x € NZ, dou z € dZ et T € dZ/NZ.

4. Notons d = pged(z, N). On sait qu'on a () = d'Z/NZ pour un certain entier
d' divisant N, il s’agit de montrer ' = d. On a par hypothese T € d'Z/NZ, donc
x € d'Z, donc d'|x, et par ailleurs d'|N ; ceci implique d’|d. Réciproquement d est
un diviseur de N vérifiant x € dZ, de sorte que T € dZ/NZ, donc d'Z/N7Z = (T) C
dZ/NZ, ce qui implique d|d’ par le point 1. ]

On déduit facilement du dernier point de la proposition le théoreme de Bézout
dans 7 :

Corollaire 1.3.5 (Bézout). — Soient a,b € Z non tous les deux nuls. Alors il
existe m,n € 7 tels que
ma + nb = pged(a, b).

Démonstration. Supposons par exemple b # 0, et appliquons le point 3. de la propo-
sition avec N = |b| et x = a. On a donc (T) = dZ/NZ = {6, d,2d, ..., (&-1) d}

avec d = pged(z, N) = pged(a, b). Par ailleurs on a aussi (T) = {6, T,2%, ..., (% —

(par le corollaire 1.2.42, en notation additive) de sorte qu’il existe un entier m € Z

(on peut méme imposer m € {0, 1,..., % — 1}) tel qu’on ait d = mT, autrement
dit, d € mxz + NZ, ce qui donne bien la relation souhaitée. O

1)

}
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Remarque 1.3.6. — Puisqu’un isomorphisme préserve sous-groupes, indice, ordre,
etc., et puisque par définition un groupe cyclique est isomorphe & un certain Z/NZ, la
proposition 1.3.4 s’étend facilement a n’importe quel groupe cyclique. Par exemple,
en notation multiplicative, si (G, *,e) est un groupe cyclique d’ordre |G| = N, on
trouve :

1. Si d est un diviseur de N, I'ensemble H; formé des éléments de G qui sont
des puissances d-iemes est un sous-groupe de G ; cette construction met en
bijection les diviseurs de N et les sous-groupes de G, et cette bijection est
décroissante (si on ordonne les diviseurs de N par la relation de divisibilité, et
les sous-groupes de G par la relation d’inclusion).

2. Le sous-groupe Hy est cyclique d’ordre %, et d’indice d dans G.

Ainsi la bijection inverse de la bijection construite au point précédent associe
a tout sous-groupe son indice.

3. Pour x € GG, on a x € H, si et seulement si zT = e.

4. Si gy est un générateur de G et si g € G s'écrit g = (go)* pour k € Z, alors
— _ _ N
(9) = Hq pour d = pged(N, k), et w(g) = 7.
En particulier, g est un générateur de G si et seulement si k est premier avec
N.

On en déduit notamment :

Corollaire 1.3.7. — Soit (G, *,e) groupe cyclique d’ordre |G| = N. Alors pour
tous y dans G et d diviseur de N on a ’équivalence :

N
d

JreG@ y=a? & yd =e.

Démonstration. En effet, avec les notations de la remarque, ces conditions sont

équivalentes a demander y € H,. O
Corollaire 1.3.8. — Awec les mémes notations, pour k € N+g, on a l’équivalence :
k N
dreG y==x & yrecdVE) = e,

En particulier, si k est premier avec N, tout élément de G est une puissance k-ieme.

(En notation additive, cette deniere assertion devient : si k est un entier premier
avec N, 'application de multiplication par k£ est un endomorphisme surjectif du
groupe (Z/NZ,+,0) sur lui-méme.)

Démonstration. Notons d = pged(N, k) et écrivons k = k'd, de sorte que k' est

premier avec N. Siy = z*, on a

par le théoreme de Lagrange.
. N . L -
Réciproquement, supposant y<« = e, on peut par le corollaire précédent écrire
y = g% pour un certain ¢ € G. Choisissons par ailleurs un générateur gy de G.
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Puisque k' est premier avec N, g, = (go)¥ est aussi un générateur de G, de sorte
qu’on peut écrire g = (g;)" pour un certain entier n. Posons alors z = (go)". On
trouve bien :

2" = ((90)")"" = (((90)"))" = ((9)") = ¢" = v.

Fonction indicatrice d’Euler

Définition 1.3.9. — Pour tout entier N > 1 on note
p(N) = |{k € Z/NZ | w(k) = N}

le nombre de générateurs du groupe additif Z/NZ. Ceci définit une fonction ¢ :
N.g — N, appelée fonction indicatrice d’Euler.

Puisque {0,1,..., N — 1} est un ensemble de représentants de Z/NZ, la derniere
assertion de la proposition 1.3.4 permet aussi de caractériser ¢(/N) comme le nombre
d’entiers k vérifiant 0 < k < N qui sont premiers avec N.

Par ailleurs, deux groupes cycliques de méme ordre étant isomorphes, le lemme
1.2.37 montre qu’ils ont chacun autant éléments d’'un méme ordre donné. On voit
donc en particulier que ¢(/N) est aussi le nombre de générateurs de n’importe quel
groupe cyclique d’ordre N.

Lemme 1.3.10. — Soient N et k deux entiers strictement positifs et G un groupe
cyclique d’ordre N (par exemple G = Z/NZ). Notons Gy l'ensemble des éléments
de G d’ordre k. Alors le cardinal de Gy est

o(k)  sik divise N
G| = {0 .
sinon.
Démonstration. Par le théoreme de Lagrange, on sait que G n’a aucun élément
d’ordre k si k ne divise pas N. Si maintenant k divise NN, et si on pose d = %,
avec les notations de la remarque 1.3.6, un élément de G est d’ordre divisant k si
et seulement si il appartient au sous-groupe Hy, qui est cyclique d’ordre k, de sorte
que ce méme élément est d’ordre exactement k si et seulement si ¢’est un générateur
de H,. Or en tant que groupe cyclique d’ordre k, Hy admet ¢(k) générateurs. [

Lemme 1.3.11. — Pour tout entier N strictement positif on a
N=> (k).
k|N

Démonstration. Avec les notations du lemme précédent, les Gy forment une par-
tition de G, de sorte que N = |G| = >, (|Gw)|, ce qui donne la formule re-
cherchée. ]
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Lemme 1.3.12. — Soient m,n € Ny deuz entiers premiers entre eux. Alors pour
tous klm et ln, le produit kl est un diviseur du produit mn, et inversement, tout
dlmn peut s’écrire de la sorte d’une unique fa¢on.

Ceci met donc en bijection l’ensemble des diviseurs de mn avec l’ensemble des
couples formés d’un diviseur de m et d’un diviseur de n.

mn = Hp;“

il

Démonstration. Notons

la décomposition en facteurs premiers du produit mn, ou les p; sont des nombres
premiers deux a deux distincts et les v; des entiers strictement positifs. Dire que
m et n sont premiers entre eux signifie que I se partitionne en I = [; U I, avec
m = [, LDetn = [Lc 1, P Tout diviseur d de mn s’écrit de fagon unique
d=Tl,c;pi" ot les p; décrivent I'ensemble défini par les inégalités 0 < p; < v; (pour
tout i), et on vérifie facilement que le couple (k,l) qui est associé a un tel d est

donné par k = [ .o, pi" et I = []icp, Pi"- O
Proposition 1.3.13. — On a :
— M) =1

— o(p¥) = (p—1)p”"~! pour p premier et v € Nsg, et
— @(mn) = p(m)e(n) si m,n € N5y sont premiers entre eut.

Les deux premieres identités peuvent se prouver directement (ou presque) & partir des
définitions; la preuve < classique > de la troisieme repose quant & elle sur le théoreme chi-
nois, et utilise de la sorte la structure d’anneau de Z/NZ, qui ne sera introduite que dans la
section suivante (voir remarque 2.1.23). Cela étant, par souci d’économie, et surtout peut-étre
par désir d’originalité, on va quand méme donner ici une preuve complete de la proposition,
reposant uniquement sur des notions vues jusqu’a présent, et notamment ne mettant en jeu
que la structure de groupe (additif) de Z/NZ; plus précisément, on va voir comment ces trois
identités peuvent se déduire essentiellement du lemme 1.3.11.

Démonstration. On trouve la premiere identité en posant N = 1 dans le lemme
1.3.11.

Pour prouver la deuxieme, on commence par remarquer que les diviseurs de p”
sont les p* pour 0 < pu < v, de sorte que le lemme 1.3.11 avec N = p” puis avec

N = p*~! donne
= o)

0<pu<v
et

0<u<r—1

Soustrayant ces deux relations on trouve

ce qu’il fallait démontrer.

Quant a la troisieme identité, il s’agit de montrer que pour tout entier N > 0, si
I'on peut écrire N = mn avec m et n premiers entre eux, alors p(NN) = ¢(m)p(n).
Pour cela on va procéder par récurrence sur N. Le résultat est vrai pour N = 1
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(car alors nécessairement m = n = 1 et on conclut a l'aide de la premiere identité).
Supposons donc que pour tout N’ < N, si I'on peut écrire N’ = m'n’ avec m’ et n’
premiers entre eux, alors ¢(N') = o(m/)p(n’), et montrons que le résultat analogue
vaut aussi pour N = mn. En effet, le lemme 1.3.11 donne alors

mn =3 ()
dlmn
=p(mn) + > ¢(d)

d|mn

d#mn

= p(mn) + > ¢(d),
d=kl
k|m, ln
(k,D)#(m,n)

la derniere égalité résultant du lemme 1.3.12.

Pour k|m et l|n on a pged(k, )| pged(m,n) = 1, et lorsque le couple (k,1) n’est
pas égal au couple (m,n), c’est-a-dire lorsque d = kl est un diviseur strict de mn,
onad < mn = N, ce qui permet d’appliquer I’hypothese de récurrence avec N' = d,

soit ¢(d) = p(k)¢(l). De la on trouve ainsi :
mn=@(mn) + > p(k)p(l).

klm, l|n

(k,D)#(m,n)

D’autre part, le lemme 1.3.11 appliqué a m et a n séparément donne

mn = o(k) x Y _ o)

k|m lln
= > wk)e)
klm, ln
=p(m)p(n) + D wk)e().
klm, ln
(k,)#(m,n)
Soustrayant les deux dernieres relations obtenues, on trouve bien p(mn) = p(m)p(n).
[l
Corollaire 1.3.14. — Pour tout entier n > 0 admettant la décomposition en

facteurs premiers
.
—_ V'
n = | | p;’
i=1

(ot les p; sont des nombres premiers deux a deux distincts, et o les v; sont stricte-

ment positifs), on a

p(n) = [ (i = D)™
i=1
d’ot aussi
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition. O]

1.4 Théoremes de structure des groupes abéliens
finis

Soit GG un groupe abélien fini, de loi notée par exemple additivement. On s’intéresse
ici au probleme suivant : trouver I’équivalent de ce que serait une < base > de G si G
était un espace vectoriel ; c’est-a~-dire trouver un entier r et des éléments P, ..., P,
tels que tout élément P € G s’écrive de fagon unique comme combinaison linéaire
des P,.

Dans ce qui précede, il convient d’interpréter correctement la condition d’unicité.
Si 'on note n; l'ordre de P;, remarquons qu'une expression du type

P:,I'lpl—{—"'—l—.iﬁrpr

reste inchangée si on remplace z; par x; + n;. Cela étant, dans la proposition 1.2.41
on a introduit I’application exponentielle réduite

~

fr: Z/nZ = (P)
(x; mod n;) +— x; P

qui est un isomorphisme de groupes. En mettant les fp, ensemble on obtient un
morphisme

(fer,-- .\ fp): L7 x -+ x L/n,7Z — G
(x1 mod nq, ..., z, mod n,) — xP+---+z,.P.
La condition qui va nous intéresser est alors que ce morphisme (fp,,..., fp,) soit un

isomorphisme, c’est-a~dire qu’il (ou son inverse) nous permette de faire l'identifica-
tion

G ~ Z/mZ X -+ X Z/n,7Z.

Autrement dit, on écrit G comme un produit de groupes cycliques.
Réciproquement, étant donné un tel isomorphisme f : G ~ Z/nZx - -+ X Z/n,Z,
en posant P, = f71((1,0,...,0)), ..., B, = f71((0,...,0,1)), on voit que tout P € G
s’écrit de fagon unique P = x1 P, + -+ + 2, P. ou x; est pris dans Z/n;Z (et que
par ailleurs, additionner P = 1P, + --- + x,.P. et Q = y1 P, + - - - + y, P revient a
calculer les z; + y; modulo n;). C’est bien ce qui nous intéressait initialement.

Remarque 1.4.1. — Dans la discussion qui précede, la loi de G était notée
additivement. Si maintenant la loi de G est notée multiplicativement, dire que
(fp.s-.., fp.) est un isomorphisme signifie que tout P € G peut s’écrire de facon
unique P = Py* - -+ P* ou x; est pris dans Z/n;Z.

On verra plus loin que tout groupe abélien fini G' peut se décomposer en produit
de groupes cycliques comme ci-dessus. Si on continue 'analogie avec les espaces
vectoriels, et qu’on considere P, ..., P, comme une < base > de GG, on vient donc
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de voir que dans l'expression P = 1P + --- + z,. P, les < coordonnées > x; sont
plus naturellement prises modulo n;. Par ailleurs, I’entier r joue donc le role de la
< dimension ». Cependant, le théoreme chinois

Z/mZ x Z/nZ ~ Z]mnZ (pged(m,n) = 1)

donne un exemple ou cet entier r ne semble pas défini de facon unique. On verra
qu’on peut y remédier en demandant aux n; de vérifier une certaine condition de
divisibilité : on obtiendra alors I'existence et I'unicité de r (qui sera de plus minimal)
ainsi que des n;.

Exposant d’un groupe abélien fini

Définition 1.4.2. — Soit G un groupe abélien fini. On appelle exposant de G,
noté w(G), le plus petit commun multiple des ordres des éléments de G :

w(G) = ppem {wg(x) | = € G}.

Proposition 1.4.3. — Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe un élément
x € G d’ordre exactement

wa(z) = w(G).
Démonstration. O]
Proposition 1.4.4. — Soient G un groupe abélien fini, et x € G un élément

d’ordre we(x) = w(G). Soient (x) le sous-groupe cyclique engendré, G/(z) le groupe
quotient correspondant, et

T:G — G/{(z)

la projection canonique. Alors pour touty € G/(z), il existe y € G tel que n(y) =7
et d’ordre

wa(y) = way () (Y)-

Démonstration. O

Théoreme des diviseurs élémentaires, facteurs invariants

1.5 Exercices

Ezercice 1.5.1

Considérons deux ensembles F et E’, chacun étant muni d’une relation d’équivalence,
~ et ~' respectivement. Notons 7 : £ — E/~et 7’ : E' — E’/~' les projections
canoniques correspondantes. On dira qu’une application f : E — E’ est compatible
a ces relations si pour tous z,y € E on a

z~y = fla)~ fy)
Si cette condition est vérifiée, montrer alors qu’il existe une et une seule application

f:E/~— E/~
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vérifiant
Tof=Tonr
(ou, de fagon équivalente et peut-étre plus parlante : telle que pour tout x € E on

ait f(z) = f(z) ).

Ezercice 1.5.2
Soient G et G’ deux groupes, et f : G —> G’ une application vérifiant f(zy) =
f(z)f(y) pour tous z,y € G. Montrer que f est un homomorphisme.

Exercice 1.5.3
Soient G un groupe et H un sous-ensemble de G.

1. Montrer que H est un sous-groupe si et seulement si 7'y € H pour tous
x,y € H.

2. Si H est fini, montrer que H est un sous-groupe si et seulement si xy € H
pour tous x,y € H.

Exercice 1.5.4
Montrer que les groupes quotients Z/2Z et R* /R sont isomorphes.

Ezercice 1.5.5
Quel est l'isomorphisme inverse de l'isomorphisme C/2irZ — C* décrit dans
I’exemple 1.2.357

Exercice 1.5.6
Soient f : G — G’ un morphisme de groupes abéliens, H un sous-groupe de G et
H' un sous-groupe de G’ et 7 et 7’ les projections canoniques associées. Montrer

que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— [(H)CH _
— il existe un morphisme f : G/H — G'/H’ tel que se factorise en

for=nof.

Lorsque c’est le cas, ce morphisme f est unique, et on dit qu’il se déduit de f par
passage au quotient par H et H'.

Ezercice 1.5.7
Soient (G, +,0) un groupe abélien et H un sous-groupe. Montrer que pour tout
sous-groupe B de G contenant H, on a un isomorphisme naturel

G/B — (G/H)/(B/H).

Indication : considérer la composée des projections canoniques G — G/H et
G/H — (G/H)/(B/H), montrer que le noyau est B, et passer au quotient.

Exercice 1.5.8
Soit G un groupe abélien. Montrer que tout élément x de G vérifie

zGl = e,
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en établissant d’abord la formule

ITv=1]Gv

yeG yeG

(la loi est ici notée multiplicativement).

Remarque : ceci fournit une seconde preuve du théoreme de Lagrange, mais qui
ne fonctionne que sous I’hypothese que le groupe est abélien, contrairement a celle
donnée page 19, qui reste valable en toute généralité.

Exercice 1.5.9
Le groupe produit

7)2Z x Z,)2Z = {(0,0), (0, 1), (I

ol
N—
—

—|

=
N~—
—

est-il cyclique ?
Le groupe produit

est-il cyclique ?
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Chapitre 2

Arithmétique modulaire

L’objectif principal de ce chapitre est I’étude de I'anneau 7Z des entiers relatifs
et de 'anneau K[X] des polynémes sur un corps, ainsi que de leurs quotients.

La propriété commune de Z et de K[X] sur laquelle cette étude reposera est que
ces anneaux sont euclidiens ; on travaillera donc autant que possible dans ce cadre
unifié et un peu plus général. Au passage, et notamment afin de voir quelles hy-
potheses précises sont utilisées pour chaque résultat, on introduira progressivement
différents types d’anneaux < classiques > :

— anneaux factoriels, ou les notions liées a la divisibilité (éléments irréductibles,

ppem et pged, ete.) disposent de propriétés agréables

— anneaux principaux, ou 1’on dispose du théoreme de Bézout, qui trouve des

applications a l'inversion dans les anneaux quotients et au théoreme chinois

— anneaux euclidiens, ou l'algorithme d’Euclide (étendu) permet en pratique

de trouver de telles relations de Bézout, et donc de résoudre effectivement les
problemes évoqués ci-dessus.
Avant d’en arriver la, on commence par rappeler quelques définitions de base qui
seront utilisées par la suite.

2.1 Anneaux et idéaux, corps, polynomes

Définition 2.1.1. — Un anneau (A, +, x,04, 14) (souvent abrégé en A tout court)
est la donnée d’un ensemble A, de deux lois de composition interne + (addition)
et x (multiplication) sur A, d’'un élément 04 € A (élément nul), et d'un élément
14 € A (élément unité), vérifiant les propriétés suivantes :

— (A, 4,04) est un groupe abélien

— 1l est neutre pour x : Va€ A axly=1xxa=a

— X est associative :  Va,b,c € A (ab)c = a(bc)

— X est distributive par rapport a +:  Va,b,c € A a(b+c) = ab+ac et (a+

b)c = ac + be.

On dit que cet anneau est commutatif si en outre :

— X est commutative :  Va,b€ A ab = ba.

Dans ce cours on n’étudiera que des anneaux commutatifs. L’algebre non com-
mutative est tres riche et intéressante, mais on aura déja suffisamment a faire avec
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la théorie commutative. Ainsi, dans la suite du texte, et sauf mention du contraire,
tous les anneaux considérés seront commutatifs.

Exemple 2.1.2. — 1. La donnée (Z,+, x,0,1) définit un anneau.
2. La donnée (R, +, x,0,1) définit un anneau.

3. Si (A, +4,%X4,04,14) et (B,+5,xp,0p,15) sont deux anneaux, le produit
direct A x B est muni naturellement d’une structure d’anneau ; I’addition et
la multiplication sont définies terme a terme :

(a,b) + (a',b') = (a+ad,b+p5) (a,b) x (a',b") = (a x4 d',bxpb),

I'élément nul est (04, 05), et 'élément unité (14, 1p5). L’anneau ainsi construit
est appelé anneau produit de A et B.

4. Le singleton A = {04} dispose naturellement d’une unique structure d’anneau,
qui en fait 'anneau nul; dans cet anneau, ’élément nul et I’élément unité
coincident : 14 = 04.

Définition 2.1.3. — Un élément = d’un anneau (commutatif) A est dit inversible
s’il existe y € A tel que zy = 14. On note A* le sous-ensemble de A formé des
éléments inversibles.

Lemme 2.1.4. — Awvec les notations de la définition, [’élément y € A est unique
(on le note y = 7). L’ensemble des éléments inversibles est stable par multiplica-
tion, et forme un groupe (A*, X, 14).

Démonstration. Siy; et yo sont deux inverses de x, on a y; = y1(zy2) = (y12)y2 = y2,
d’ott I'unicité. Si et z’ sont inversibles, xz’ I'est aussi : son inverse est (za’)™! =
271271 ainsi AX est stable par multiplication. De méme si x est inversible, 271
Iest aussi : son inverse est (x71)~! = z; ainsi A* est stable par inversion. Enfin A*

contient 14 (qui est son propre inverse), ce qui acheve de montrer que (A*, x,14)

est un groupe. O
Remarque 2.1.5. — Le lemme précédent reste valable pour un anneau non commutatif a
condition de définir un élément inversible comme admettant un inverse de chaque coté.

Exemple 2.1.6. — On a Z* = {1, —1}, isomorphe a Z/2Z.

Définition 2.1.7. — Un élément a d’un anneau A est dit diviseur de zéro (dans

A)sia+#04ets’ilexiste b€ A, b+# 04, tel que ab = 04.

Définition 2.1.8. — Un anneau A est dit intégre si A n’est pas 'anneau nul et
s’il n’admet pas de diviseur de zéro : Va,b€e A a,b#0 = ab # 0.

Définition 2.1.9. — corps

Définition 2.1.10. —  Soient (A, +4, X4,04,14) et (B,+p,%Xp5,05,1p)
deux anneaux. On dit qu’une application f : A — B est un morphisme (ou homo-
morphisme) d’anneaux si :

— f est un morphisme de groupes abéliens de (A, +4,04) dans (B, +p,0p)

— f(la) =15
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— flaxad) = f(a) xp f(a') pour tous a,a’ € A.
Un morphisme d'un anneau dans lui-méme est appelé endomorphisme; un mor-
phisme bijectif est appelé isomorphisme (alors son inverse est aussi un morphisme) ;
un morphisme qui est a la fois un endomorphisme et un isomorphisme est appelé
automorphisme.

Définition 2.1.11. — Soit (A, +, X,04,14) un anneau. On dit qu’une partie A’
de A est un sous-anneau si :

— A’ est un sous-groupe abélien de (A, +,04)

— A’ contient 14 et est stable par X 4.

On vérifie alors facilement que les lois restreintes font de (A’,+, x,04,14) un
anneatl.

Exemple 2.1.12. — 1. L’anneau Z est un sous-anneau de R.

2. Si f: A — B est un morphisme d’anneaux, son image im f est un sous-
anneau de B.

3. L’anneau Z n’admet d’autre sous-anneau que lui-méme. En effet :
— un sous-anneau de Z est un sous-groupe de Z, donc soit nul, soit de la
forme NZ pour N >0
— un sous-anneau de Z contient 1'élément unité 1 de Z, ce qui élimine le
sous-groupe nul, et force N = 1.

Remarque 2.1.13. — On retiendra en particulier de 'exemple précédent que
lanneau nul n’est pas un sous-anneau de Z (ni d’aucun autre anneau, pour la méme
raison).

De méme, on définira plus tard une structure d’anneau sur Z/NZ, et on prendra

garde que Z/MZ n’est pas un sous-anneau de Z/NZ (sauf évidemment pour M =
N).

Lemme 2.1.14. — Si B est un anneau et si (B;);c; est une famille quelconque de
sous-anneaus de B, leur intersection B' = (,.; B; est encore un sous-anneau de B.

Démonstration. On vérifie facilement que B’ est un sous-groupe additif de B conte-
nant I’élément unité et stable par multiplication, des lors que c’est le cas pour chacun
des B;. O

Proposition 2.1.15. — Soient B un anneau, A un sous-anneau de B, et S une
partie quelconque de B. Notons A[S] la partie de B définie comme l'intersection de
tous les sous-anneaux de B qui contiennent A et S. Alors A[S] est un sous-anneau
de B contenant A et S, et c’est le plus petit d’entre euz : tout sous-anneau de B
contenant A et S contient aussi A[S].

En outre, A est un sous-anneau de A[S].

Définition 2.1.16. — Avec ces notations, on dira que A[S] est le sous-anneau de
B engendré par S sur A.

Démonstration de la proposition. Par le lemme précédent, A[S] est bien un sous-
anneau de B. Tout le reste découle immédiatement de la construction. O
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Définition 2.1.17. — Une partie I d’'un anneau A est un idéal si :
— I est un sous-groupe additif de A
— I est stable par multiplication par les éléments de A :

Veel Vac A ar € 1.

Soit I un idéal d’un anneau A. Alors I est un sous-groupe du groupe additif
de A, et on rappelle que ceci permet de définir une relation d’équivalence sur A en
posant a = b mod I pour signifier a — b € I, et que ’ensemble quotient A/, dont
les éléments sont les parties de A de la forme @ = a+ I, dispose naturellement d’une
structure de groupe abélien.

Lemme 2.1.18. — Awvec les notations précédentes, pour tous a,b,b’ € A, on a
I"tmplication :
b=V mod I — ab=all mod I.

Démonstration. Sib—b =i € I, alors ab — abl = ai € I puisque I est stable par
multiplication par a. O

Proposition 2.1.19. — Awvec les notations précédentes, le groupe abélien A/I dis-
pose naturellement d’une loi de multiplication qui le munit d’une structure d’anneau,
et pour laquelle la projection canonique A — A/I est un morphisme d’anneauz.

Démonstration. Sia =a’ mod I et b=V mod I, en appliquant deux fois le lemme
précédent on trouve ab = ab’ = a’b’ mod I. On en déduit que 'application

Ax A — AJI
(a,b) +— ab

passe au quotient en
AT x AJT —s AJI
(a,b) —  ab,

et on vérifie sans peine que la loi de multiplication sur A/I ainsi définie satisfait

bien a toutes les conditions demandées. O]
Lemme 2.1.20. — Soient A et B deux anneaux et f : A — B un morphisme.
Alors :

1. Pour tout idéal J de B, f~(J) est un idéal de A.
En particulier le noyau ker f = f~1(0p) est un idéal de A.

2. Si de plus f est surjectif, alors pour tout idéal I de A, f(I) est un idéal de B.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des définitions. Par exemple, dans
le point 2., montrons que f(I) est stable par multiplication par les éléments de B :
en effet, si j € f(I), il existe i € I tel que j = f(i), et si b € B, il existe a € A
tel que b = f(a) puisque f est surjectif; alors ai € I car I est un idéal de A, et
bj = f(a)f(i) = f(ai) € F(I). 0

Lemme 2.1.21. — Si A est un anneau, il existe un unique morphisme d’anneau
f:Z — A. Ce morphisme vérifie f(n) =n.14 pour tout n € Z.
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Démonstration. Un morphisme d’anneau f : Z —> A est un morphisme de groupes
additifs et il vérifie f(1) = 14. Par le lemme 1.2.39, un tel morphisme de groupes
est unique et est donné par la formule indiquée. On vérifie alors facilement que ce
morphisme de groupes est en fait un morphisme d’anneaux. ]

Définition 2.1.22. — caractéristique d’un anneau integre

Remarque 2.1.23. —

2.2 Anneaux factoriels

On rappelle que si a et b sont deux éléments d’'un anneau integre A, on note b|a
pour signifier que b divise a (dans A), c’est-a-dire qu'il existe ¢ € A tel que a = bc.

Dire qu’un élément u de A est inversible équivaut & demander u|1. Les éléments
inversibles forment un groupe (pour la multiplication), noté A*.

On rappelle aussi qu'un idéal non nul I de A est dit principal s’il existe x € I
tel que I = Az = {az | a € A}. On dit alors que x est un générateur de I.

Proposition-définition 2.2.1. — Soient A un anneau intégre, et a et b deux
éléments non nuls de A. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. on a alb et bla
2. il existe u € A* tel que a = ub
3. les idéaux principauxr Aa et Ab sont égauz.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit que a et b sont deux éléments associés
dans A, ce que ’on note
a ~b.

Cette relation ~ est une relation d’équivalence sur A\ {0}.

Démonstration. Dire que alb et bla signifie qu’il existe u,v € A avec b = ua et
a = vb. On a alors a = wwva, soit a(l — uv) = 0, et puisque A est inteégre et a # 0,
nécessairement 1 — uv = 0, autrement dit, u est inversible (et v est son inverse).
Tout le reste de la proposition se démontre sans aucune difficulté. O

Exemple 2.2.2. — Dans Z on a m ~ n si et seulement si m = £n. Ainsi parmi
les éléments associés a n il en existe un et un seul qui soit positif. Autrement dit, les
entiers positifs forment un systeme de représentants pour la relation ~ sur Z \ {0}.

Dans K[X] on a P ~ @ si et seulement si P = AQ pour un certain A € K*.
Ainsi parmi les polynomes associés a P il en existe un et un seul qui soit unitaire.
Autrement dit, les polynomes unitaires forment un systeme de représentants pour
la relation ~ sur K[X]\ {0}.

Définition 2.2.3. — Soient A un anneau integre, et a,b € A\ {0}.
On dira qu'un élément d € A\ {0} est un plus grand diviseur commun (ou pged)
de a et b si on a d|a et d|b, et si pour tout x € A\ {0} vérifiant z|a et z|b on a z|d.
On dira de méme qu’'un élément m € A\ {0} est un plus petit multiple commun
(ou ppcm) de a et b si on a a|lm et bjm, et si pour tout y € A\ {0} vérifiant a|y et
bly on a mly.
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Lemme 2.2.4. — Awvec les notations de la proposition, supposons que a et b admettent un
pged. Alors tous les pged de a et b sont associés entre euzx, et réciproqguement, tout élément
associé a un pged de a et b est encore un pged de a et b.

De méme, si a et b admettent un ppcm, alors tous les ppcm de a et b sont associés entre eux,
et tout élément associé a un ppcm de a et b est encore un ppcm de a et b.

Démonstration. Soient d et d’ deux pged de a et b. Alors d’|a et d’|b, donc d'|d; par symétrie
on trouve aussi d|d’, donc d ~ d'. Inversement si d est un pged de a et b et si d ~ d’, alors
d'|d, d|a et d|b impliquent d'|a et d'|b, et si x € A\ {0} vérifie xz|a et z|b, alors x|d et d|d
impliquent x|d’; autrement dit, d’ est bien un pged de a et b. Le cas des ppem se traite de la
meéme fagon. U

Ainsi, on voit que dans un anneau integre général, deux éléments n’admettent pas forcément
de pged ni de ppem, mais lorsque c’est le cas, ceux-ci sont définis uniquement & multiplication
par un inversible pres. On peut lever cette indétermination comme suit :

Définition 2.2.5. — Soit A un anneau intégre muni d’un systéme de représentants S pour
la relation ~. Si a et b sont deux éléments de A qui admettent un pged, alors parmi les pged
de a et b il en existe un et un seul qui appartienne a .S'; on le note

pged(a, b).

De méme si a et b admettent un ppcm, on note

ppcm(a, b)

I'unique ppcm de a et b qui appartient a S.

Ainsi conformément a l'exemple 2.2.2, dans Z on prendra les pged et ppcm
positifs, et dans K[X] on les prendra unitaires.

Définition 2.2.6. — Soit A un anneau integre. Un élément non nul a de A sera
dit irréductible si a n’est pas inversible, et si pour toute décomposition en produit

a = bc
it . . . . Bl it AN
un parmi b et ¢ est nécessairement inversible (et I'autre est donc associé a a).

Définition 2.2.7. — On dit qu'une partie P de A est un systeme représentatif
d’éléments irréductibles si P est formé d’éléments irréductibles, et si tout élément
irréductible de A est associé a un élément de P, et & un seul.

Lemme 2.2.8. — Si A est un anneau intégre, et si a,a’ € A vérifient a ~ da' avec a
wrréductible, alors a’ est irréductible.

Démonstration. Par I’absurde supposons a’ non irréductible, de sorte qu’on peut écrire a’ = b'c’
avec b’ et ¢’ non inversibles. Puisque a est associé & a/, on a a = ua’ avec u inversible. Alors
a="bcoub=ub et c = ¢, de sorte que b et ¢ ne sont pas inversibles, ce qui contredit
I’irréductibilité de a. O
Du lemme on déduit que si A est muni d’un systéme de représentants S pour la relation ~,
on peut le munir d’'un systéme représentatif d’éléments irréductibles P, en prenant pour P
I’ensemble des éléments de S qui sont irréductibles. En particulier :

Exemple 2.2.9. — Dans Z les nombres premiers (positifs!) forment un systéme
représentatif d’éléments irréductibles. Ainsi un entier n est irréductible si et seule-
ment si n = £p avec p premier.

Dans K[X] les polynomes irréductibles unitaires forment un systeme représentatif
d’éléments irréductibles.
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Définition 2.2.10. — Soit A un anneau integre muni d’un systéme représentatif
d’éléments irréductibles P. On dit que A est un anneau factoriel si pour tout a €
A non nul il existe une unique partie I C P finie, une unique famille d’entiers
strictements positifs (y,)per, et un unique u € A*, tels que

a:quup‘ (%)

pel

On dit que (*) est la décomposition de a en produits de facteurs irréductibles (rela-
tivement au systéeme représentatif P).
Remarque 2.2.11. — On vérifie facilement que la propriété pour A d’étre factoriel ne

dépend pas du choix du systéeme représentatif. En outre si ) est un autre systeme représentatif
et si a = queJ g"* est la décomposition de a relativement a @, ot J C @ fini, vz > 0 et

v € A%, alors on a |J| = |I| et il existe une bijection o : J — I telle que pour tout ¢ € J et
p=o0(g) € I onaitp~qetp,=rv,.

Remarque 2.2.12. — On a vu que si A est un anneau intégre, on peut déduire de tout
systeme de représentants pour la relation ~ un systeme représentatif d’éléments irréductibles.
Inversement on vérifie facilement que si A est factoriel et si P est un systéme représentatif
d’éléments irréductibles, 'ensemble S des éléments de A de la forme [[,, p*» (pour I C P
fini et p, > 0) est un systeme de représentants pour la relation ~.

Théoreme 2.2.13. — Soient A un anneau factoriel et a,b € A\ {0}. Alors a et
b admettent un pged et un ppecm. De plus on a

pged(a, b) ppem(a, b) ~ ab.
(Autrement dit il existe u € A* tel que pged(a,b) ppem(a, b) = uab.)

Démonstration. Soit P un systeme représentatif d’éléments irréductibles de A. No-
tons a = queI P et b = vaejp”P les décompositions de a et b en produits
d’irréductibles. On peut alors aussi écrire

CL:UHp’“’ et b:va"P

pelUJ pelUJ

en posant p, = 0 (resp. v, = 0) pour p € J\I (resp. I'\J). On vérifie alors facilement
qu’on a
pged(a, b) H pmin(evp)

pelUJ
et

ppcm a b H pmax(ﬂpa’/p)
peluJ

Le derniere assertion de la proposition s’en déduit, grace a l'identité
pp + vp = min(py, vp) + max(pp, vp).

]

Exemple 2.2.14. — L’anneau Z est factoriel. Un corps est un anneau factoriel.
L’anneau K [X] des polynémes sur le corps K est factoriel. Plus généralement, I’exer-
cice 2.7.3 montre que si A est factoriel, alors A[X] I'est aussi.
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2.3 Anneaux principaux

Anneau principal = intégre + tout idéal (non nul) est principal — relation de
Bézout — inversion dans les anneaux quotient, et résolution de systémes
de congruences du théoreme chinois.

Arithmétique dans les anneaux principaux

Théoréme : A principal, alors z est inversible modulo m ssi pged(x, m) = 1. Et
alors 'inverse z=! mod m est donné par Bézout.

Corollaire : A/m corps <= m irréductible <= A/m integre.

Corollaires dans le cas résiduellement fini : Fermat-Euler 2¥™ =1 mod m pour
x,m € Z de pged 1; petit théoreme de Fermat 2?7 = x mod p pour tout x dans Z
et p premier, ou QQdeg(P) = @ mod P pour tous P,Q € Fo[X] avec P irréductible,
ete.

Théoreme chinois : A principal, m,n premiers entre eux, alors A/mn ~ A/m x
A/n isomorphisme d’anneaux. (Injectivité ok. Pour la surjectivité on utilisera
Bézout : si um +vn = 1, a résoudre x = a mod m et = b mod n, alors x =
bum + avn convient.)

Commentaire : ¢a implique que x inversible modulo mn ssi inversible modulo
m et modulo n (— ¢(mn) = p(m)e(n)), ou encore x carré modulo mn ssi carré
modulo m et modulo n, etc.

2.4 Anneaux euclidiens

Anneau euclidien = A integre muni d'un “stathme” |.| : A — N, tq |a| = 0 ssi
a=0,et Vm,n #0, 3q,r, |r| <|n|, m = gn + r — algorithme pour rendre tout ce
qui précede explicite.

— Exemple : A =7, |n| = max(n, —n) usuelle.

— Exemple : A = K[X], |P| =1+ deg(P) si P # 0, ou 0 sinon.

— Exemple : A = Z[i] = {a +ib; a,b € Z}, |a + ib| = a* + V?, et pour faire la
division euclidienne on fait la division usuelle dans C (en réalité dans Q[i])
puis on obtient ¢ en arrondissant a ’entier le plus proche (en cas d’ex aequo
on choisit comme on veut).

Théoreme : euclidien = principal = factoriel.

“Exemples” :

— Z[in/5] n’est pas factoriel : 2-3 = (14 4v/5)(1 —iv/5)

— KX, Y] est factoriel mais pas principal : pged(X,Y) = 1 mais pas de Bézout

— Z[%ﬁ] est principal mais pas euclidien [dur].

Algorithme d’Euclide étendu pour I'obtention de relations de Bézout. Présentation
matricielle comme ci-dessous.

On souhaite obtenir une relation de Bézout

ua + vb = pged(a, b).

Algorithme d’Euclide simple : on effectue des divisions euclidiennes successives
pour obtenir le pged. Puis a la fin, si on veut obtenir la relation de Bézout, on
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remonte les équations a l’envers, de proche en proche. Probleme :

garder tout le calcul en mémoire.

Algorithme d’Euclide étendu : on va construire
a la volée des coefficients wug, vi tels que

U@ + Ukb =TL (241)

ou 7, est le reste de la k-ieme division euclidienne.
Pour ca il suffira de garder en mémoire seulement
les deux dernieres étapes du calcul.

On présentera l'algorithme matriciellement,
comme illustré par le tableau ci-contre.

Initialisation : quitte a les échanger, on peut
supposer |a| > |b]. On pose

uq1=1v41=0,r_1=a,
Uozoa U0:17 r0:b7

et £k =0.

Etape k : on connait ug_1,Vg_1,Tk_1, Uk, Uk, Tk
On note qy1 et r11 le quotient et le reste de la
division euclidienne de r,_; par 7, de sorte que
Tk—1 = Qr+1Tk + Tke1, C€ qui s’écrit aussi

The1 = 171 — Qg - Tk (2.4.2)

avec par ailleurs |rg 1| < |rg|.
Sirge1 = 0 cest fini : la relation de Bézout est
donnée par (2.4.1).

Sinon, on met a jour les coefficients ugy1, Vgt :
en injectant ry_1 = up_1a+vp_1b et ry = uga+uvib
dans (2.4.2) on voit qu'ils sont donnés par

Ugt1 = 1 - Up—1 — Qg1 - ug
Vg1 = 1 - Uk—1 — Qg1 - U

puis on passe a l'étape suivante en remplacant k
par k + 1.

39

¢a demande de

* *
* *
* * * * *
1 —qr—2 | Up—2 Vp—2 | Th—2
1 —qr—1 | Ug—1 Vp—1 | Th—1
I =g ((we v )| (")
I —Qry1 | Wip1  Vigr | Tiva
1 0 a
0 1 b
* * Ug—1 Vg—1 ||Tk-1
* * Uk Vk TL
T o
1 —qr—1 (k-1 Vk—1)| Tk—1
I —aq U, Vg Tk
I —qr1)|(unsr Urg1)| Thet
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1 01728

Exemple : calcul d'une relation de Bézout entre 0 1] 0666
1728 et 666. =271 =27 396
Remarque : par construction, quand on ap- 1 —-1]—-1 3| 270
plique I'algorithme dans Z, les signes des uy, et des 1 —1] 2 —=5| 126
vy, alternent. 1 -9 (_5 13) ( 18)
1 =7 0

Exemple : calcul d'une relation de Bézout entre 13+6i et 10 dans Z[i].

1 0 13 + 6i
0 1 10

1 —(141) 1 —(1+19)| 3—4i

1 —(14+2)(—1+2)  3i )

1 —(1+4 20) 0

Remarque : on peut imposer au pged d’étre de partie réelle et partie imaginaire
positives, ici simplement en changeant les signes, ce qui met la relation sous la forme

(1 + 2i)(13 + 6i) — 3i - 10 = 1 + 24.

Exemple : calcul d’une relation de Bézout entre X* + X3 +1 et X3+ X +1 dans
Fo[ X].

Remarque : dans Fy; on a +1 = —1, donc on peut ignorer tous les signes, en
particulier écrire q; plutot que —gy.

0| [ X4+ X3+ 1
0 1 X3+ X+1

1 X+1 1 X+1 X?
1 X X X2+ X +1 X+1
1 X+1](x2+X+1 X3+ x J( 1)
1 X+1 0

2.5 Théoreme de I’élément primitif

Théoréme 2.5.1 (de I'élément primitif). — K corps, alors tout sous-groupe de
K> est cyclique.
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Corollaire 2.5.2. — Soient K un corps de cardinal |K| = q fini, et d un diviseur
de ¢ — 1. Alors pour y € K*, on a l’équivalence :

q—1

Jre K* y=a" — y < =1.

Autrement dit, y est une puissance d-ieme dans K si et seulement si y est racine

%—iéme de 'unité dans K.

Structure multiplicative des Z/nZ :
— p premier impair — (Z/p°Z)* est cyclique ~ Z/(p—1)p*~'Z
—casp=2,e>2— (Z)2°L)* ~7)27 x 7]2¢7*L.
Ca + théoreme chinois + théoreme de structure des groupes abéliens finis — on sait
décrire les (Z/nZ)*.

2.6 Réciprocité quadratique

Critere d’Euler et symbole de Legendre

Théoréme 2.6.1 (critere d’Euler). —

Corollaire 2.6.2. — Si p est un nombre premier impair, on a

1 s p=1 mod4
-1 st p=3 mod4

ou autrement dit —1 est résidu quadratique modulo p si p est de la forme 4k + 1, et
est non-résidu si p est de la forme 4k + 3.

Démonstration. C’est une application directe du critere d’Euler. O

Lemme de Gauss

Lemme 2.6.3 (Gauss). — Soit p un nombre premier impair et a € Z un entier
premier a p. Notons S = {1,..., p%l}, de sorte que (Z/pZ)* est réunion disjointe
de S et de —S. En particulier, pour tout s € S, on peut écrire la classe de as sous
la forme

as = eg(a)s, mod p

avec e5(a) = £1 et s, € S déterminés de facon unique. Alors, avec ces notations,
Papplication qui a s associe s, est une permutation de S, et on a l’identité

§) I

sES
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Démonstration. Si s, s’ € S vérifient s, = s/, on a s = +¢ mod p, donc s = s’ par
choix de S. Ainsi 'application de S dans lui-méme qui a s associe s, est injective,
donc bijective. Posant alors

P = H s = H Sq

seS ses
ona P #0 mod p, et

a"T P = Has = Hss(a)sa = (Hss(a)> P mod p

s€S ses seS
d’ou
p=1
az = Hss(a) mod p
ses
O
Proposition 2.6.4. — Si p est un nombre premier impair, on a

(2)_ 1 si p=1ou7 modS8
p)  |-1 si p=3oud modS8

ce qui peut aussi s’écrire

Démonstration. On applique le lemme de Gauss avec a = 2. On a £4(2) = 1 si
s <Pt g,(2) = —1sis> 2L de sorte que (%) = (—=DI¥ on

S'={se{l,....5 }|s>l} =Nn]t 1]

Alors :

— sip=8k+1,onalsS ={2k+1,...,4k} et |S'| = 2k pair

— sip=8k+3,ona S ={2k+1,...,4k+ 1} et |S’| = 2k + 1 impair

— sip=8k+5,onasS ={2k+2,...,4k+ 2} et |S’| = 2k + 1 impair

— sip=8k+T7,ona S ={2k+2,...,4k + 3} et |S'| = 2k + 2 pair
ce qui prouve la premiere assertion.

Pour prouver la seconde, un calcul immédiat montre que pour p = 1 ou 7 mod
8 on a p? = 1 mod 16 donc P°~1 ot bien un entier pair, tandis que pour p =3 ou 5

8
p*-1

mod 8 on a p? = 9 mod 16 donc < est bien un entier impair. O

Une identité trigonométrique

Lemme 2.6.5. — Soit ¢ € N un entier impair. On a alors la relation

: 5
sin qx 1 : .
— = (—4) > H (sm2 r — sin? m) :
sin z q
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Démonstration. La preuve consiste a écrire %2 comme un polynome en sin? z,

polynome dont on explicite le degré, le coefficient dominant, et les racines. De facon
détaillée, on procede en trois étapes :
Premiére étape. On montre que pour tout entier n > 1 on peut écrire

sin nx

_ = U,(cos )
sin
pour un certain polynéme U, (X) € Z[X] a coefficients entiers déterminé de fagon
unique, vérifiant en outre les propriétés suivantes : U,, est un polynéme pair (resp.
impair) pour n impair (resp. pair), de degré deg(U,) = n — 1, et de coefficient
dominant c.d.(U,) = 2"

En effet, ceci se prouve par récurrence. On a clairement U (X) = 1, et I'identité
sin2x = 2coszsinz donne Us(X) = 2X. Supposant maintenant le résultat vrai
jusqu’a 'ordre n, en divisant I'identité

sin(n + 1)z + sin(n — 1)z = 2 cos x sinnx
par sinx on trouve
Upi1(X) =2XU,(X) = Up1(X),

et toutes les propriétés énoncées s’en déduisent aisément.

(Les polynomes U, (X) ainsi construits s’appellent polynomes de Tchebycheff de
seconde espece.)

Deuziéme étape. Supposons maintenant n = ¢ impair. Alors U,(X) est un po-
lynome pair, et on peut écrire

Ug(X) = Vo(X?) = Vo1 = (1 = X%)) = W, (1 — X?)
ou W,(T') =V, (1 —T) est un polynéme & coefficients entiers, de degré

1 -1
deg W, =degV, = §dequ: qT

et de coefficient dominant

—1 —1
q q 1

c.d.(W,) = (=1)'T c.d.(V}) = (=1)T c.d.(U,) = (=1)"z 2071,

Ainsi on a _
Sslir:qux = W,(sin®z)
avec deg W, = 451, ¢.d.(W,) = (—1)"z 207 = (—4)"7 .
Troisieme étape. Pour z, = #2t t € {1,.. ., 1} on a
Walsin® ) = 7 =0,

de sorte que y; = sin®x; est racine de W,. Montrons que les y; sont deux a deux
distincts. Une fois ceci prouvé, on aura exhibé % racines distinctes de W, de sorte
qu’on les aura ainsi toutes, et on pourra alors écrire

Wo(X) = c.d.(W) [T(X —m) = (-4)"= (X _in? %>

t=1 t=1
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ce qui terminera la preuve du lemme.
Or pour t,t' € {1,..., q;zl}, on a les équivalences
2 27t 2 2nt’

sin . = = sin sin 27 =+ sin £~ 2’”

m_i%rt
. — Lt 4

2t = +2t' mod ¢Z
t=4t" mod qZ

mod /4

MM

(ou I'on s’est servi du fait que ¢ est impair donc 2 inversible modulo ¢), ce qui
finalement impose t = t’. Ceci termine la preuve. O

Réciprocité quadratique pour le symbole de Legendre

Théoreme 2.6.6. — Soient p et q deux nombres premiers impairs distincts. Alors

() -

1 sipouqg=1mod4
—1 sip=qg=3 mod4

ou autrement dit :
— st l’un des deux au moins parmi p et q est de la forme 4k+1, on a <§> = <2> ,

p
et ils sont tous les deux résidus ou tous les deux non-résidus ['un par rapport
a lautre
— sip et q sont tous les deux de la forme 4k + 3, on a (§> = — (%), et ils sont

l'un résidu et l’autre non-résidu ['un par rapport [’autre.

Démonstration. On commence par calculer <§> au moyen du lemme de Gauss.

PosantS:{l,...,p%l}, pour s € S on a

qs = e5(q)s; mod p

donc
2mqs 2ms
=c,(¢)—2 mod 27%Z
p p
d’out
. 2mgs 2ms,
sin = ¢5(q) sin :
p p
de sorte que
q
(%) -TI=0
ses
sin 27;‘15 [I,cqsin % [L,cgsin M sin Q’qu
= . 2msg = s 27sg = @ = H 271'5
wos SIn = J[egsin = [I,cqsin sin 278
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ou 'on a utilisé le fait que 'application s — s, était une permutation de S. On
applique maintenant le lemme 2.6.5 avec x = %, ce qui donne
2mqs

-1
i = (—4)7 H (sin2 % — gin? %)
p

teT

sin

sin

ouT =A{1,..., q;21} En remplacant dans I’équation précédente on trouve finalement

(g> = (—4)%% H H (sim2 % — sin? %) .
p

seS teT

Par symétrie on a alors aussi

py p—1lg—1 2 2rt s 2 2ms
<5>—(—4) z 2 HH(sm - —sin p)

seS teT

et en comparant ces deux expressions on trouve bien

(0)-r(3)

ce qu’il fallait démontrer. n

Symbole de Jacobi

Définition 2.6.7. — Soient m € Z un entier relatif et n € Ny un entier naturel
m

strictement positif. On définit le symbole de Jacobi (—) € {—1,0,1} comme suit :

n
sin=p{"...p est la décomposition de n en facteurs premiers, alors

-GG

ou <17> est le symbole de Legendre, défini précédemment.

7

(On remarque en particulier que si n = p est premier, le symbole de Jacobi
coincide avec le symbole de Legendre.)

Proposition 2.6.8. — Le symbole de Jacobi ainsi défini vérifie les propriétés sui-
vantes :

1. Pour tousm € Z et n € Nyg, on a
pged(m,n) #1 < (E) =0.
n

2. Sipged(m,n) =1, on a l'implication

B} m
m est un carré modulon =— (—) = 1.
n

Si de plus n = p est premier (avec toujours pged(m,p) = 1), on a l’équivalence

, m
m est un carré modulo p <= (—) =1.
p
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3. Pour tous m,m’ € Z et n € N5y, on a

(=) - (=) (%),

nn/ n n/

m=m modn — (@):@’).

n

6. Pour tout n > 0 impair, on a

-1 n1 1 s n=1 mod4
n —1 s n=3 modA4.

—1 si n=3o0ubd modS.

(g):(_l)ﬁ;:{ 1 sz: n=1ou7 modS§

c’est-a-dire : (%) - (%) SZ: m oun =1 mod 4
(%) :_(ﬁ) si m=n=3 mod 4.

2.7 Exercices

Ezercice 2.7.1

Soit A un anneau. Montrer ’équivalence entre :
— 14=04
— 04 est inversible
— A est 'anneau nul.

Ezercice 2.7.2
Construire un anneau B, un sous-anneau A C B, et un élément a € A, tels que a
soit diviseur de zéro dans B mais pas dans A.

Exercice 2.7.3
Soit A un anneau factoriel. Si P(X) = a, X"+ - -+a1 X +ag € A[X] est un polynéme
non nul a coefficients dans A, on définit le contenu de P, noté ¢(P), par la formule

C(P) = ngd(a07 cee Ja’n)'
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Montrer que pour P, € A[X] non nuls on a
(PQ) = c(P)e(Q).

En déduire que A[X] est factoriel.
Pour tout entier k, montrer que 'anneau K[Xj,...,X}| des polynomes en k
indéterminées sur le corps K est factoriel.
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CHAPITRE 2. ARITHMETIQUE MODULAIRE



Chapitre 3

Corps finis

3.1 Prérequis et rappels sur les structures fonda-
mentales de ’algebre

On rappelle brievement les définitions des structures de base de 'algebre qu’on
utilisera continuellement.

Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition interne associative qui
admet un élément neutre et pour laquelle tout élément est inversible. Le groupe est
dit commutatif (ou abélien) si sa loi l'est.

Un anneau est un ensemble muni de deux lois de composition interne, appelées
addition et multiplication, qui vérifient les propriétés suivantes :

— l'addition définit sur 'anneau une structure de groupe abélien, dont I’élément

neutre est appelé I’élément nul (ou zéro, noté 0) de I"anneau

— la multiplication est associative, admet un élément neutre (appelé élément

unité de 'anneau, noté 1) et est distributive par rapport a 1’addition.
L’anneau est dit commutatif si sa multiplication l’est.

Dans ce cours on n’étudiera que des anneaux commutatifs. L’algebre non-commutative
est tres riche et intéressante, mais on aura déja suffisamment a faire avec la théorie
commutative. Ainsi, dans la suite du texte, et sauf mention du contraire, tous les
anneaux considérés seront commutatifs.

Dans un anneau A, les éléments inversibles forment un groupe pour la multipli-
cation, noté A*.

Un corps est un anneau dans lequel un élément est inversible si et seulement s’il
est non nul (remarquons que cette définition implique 0 # 1).

Un anneau A est dit intégre si 0 # 1 et si le produit de deux éléments non nuls est
non nul. Cela équivaut a demander qu’il existe un corps admettant A comme sous-
anneau. Un corps minimal pour I'inclusion parmi ceux qui possedent cette propriété
est appelé corps de fractions de A.

Soit A un anneau. On appellera A-module la donnée d’un groupe abélien V' et
d’une application

AxV — V
(a,v) +— av

49
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appelée multiplication scalaire, telle que, notant 04 1’élément nul de A, 14 son
élément unité, et 0y I’élément neutre de V', pour tous a,b € A et v,w € V on ait
04v = Oy, aly = Oy, 1Lav = v, (ab)v = a(bv), (a+b)v = av+bv, et a(v+w) = av+aw.

Dans le cas particulier ou 'anneau A est un corps K, on parlera indifféremment
de K-module ou de K -espace vectoriel.

Un morphisme (ou homomorphisme) entre deux groupes, deux anneaux, deux
corps, ou deux K-espaces vectoriels, est une application entre ces deux ensembles
qui respecte leurs structures (envoie élément neutre sur élément neutre, respecte
addition, multiplication,...).

Exemple 3.1.1. — Les nombres réels forment un groupe (abélien) pour I'addi-
tion, (R, +,0). Les nombres réels non nuls forment un groupe (abélien) pour la
multiplication, (R*, x,1). L’exponentielle (peu importe la base) de R dans R* est
un morphisme de groupes, car on a bien exp(0) = 1 et exp(z + y) = exp(x) exp(y)
pour tous x et y dans R.

Un morphisme entre deux K-espaces vectoriels est aussi appelé une application
K-linéaire.

Une famille d’éléments d'un K-espace vectoriel V' est dite génératrice si tout
élément de V' peut s’écrire comme combinaison linéaire (finie, & coefficients dans K)
d’entre eux. Une famille d’éléments de V' est dite [ibre si toute combinaison linéaire
non triviale de ces éléments est non nulle. Une telle famille est appelée base de V si
elle est a la fois libre et génératrice ; cela revient a demander que tout élément de V/
puisse s’écrire d’'une unique fagon comme combinaison linéaire de ces éléments. De
toute famille génératrice d’un espace vectoriel on peut extraire une base, et toute
famille libre peut se compléter en une base.

Toutes les bases de V' ont méme cardinal (éventuellement infini), appelé dimen-
sion de V' (sur K). Dans ce cours on considérera principalement des espaces de
dimension finie.

Exemple 3.1.2. — Les applications K-linéaires d’un K-espace vectoriel de dimen-
sion m dans un K-espace vectoriel de dimension n forment un K-espace vectoriel
de dimension mn.

Un morphisme d'un objet dans lui-méme est appelé endomorphisme. Un mor-
phisme bijectif (et dont I'inverse est alors aussi un morphisme) est appelé isomor-
phisme. Un morphisme qui est a la fois un endomorphisme et un isomorphisme est
appelé automorphisme.

Exemple 3.1.3. — La conjugaison complexe de C dans lui-méme est un auto-
morphisme de corps. En effet, elle est son propre inverse, et on a bien 0 = 0, 1 = 1,
r+y=7T+7, et Ty = .y pour tous x et y dans C.

3.2 Généralités sur les extensions de corps

Définition 3.2.1. — Soit L un corps. Un sous-corps de L est une partie de L qui
contient 0 et 1, est stable par addition et multiplication, et telle que ces opérations
la munissent d’une structure de corps.
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On dira de fagon équivalente que K est un sous-corps de L ou que L est une
extension de K.

Un morphisme entre deux extensions L; et Ly d'un méme corps K est un mor-
phisme de corps de L; dans L, dont la restriction a K est I'identité.

Proposition 3.2.2. — Soit f : K — L un morphisme de corps. Alors f est
ingectif.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si z n’est pas nul, f(x) non plus. Or tout z
non nul admet un inverse z !, et on a

f@)f@™) = flaa™) = f(lx) =10 # 0p
donc f(x) # 0. O

Interprétation de la proposition : f injectif permet d’identifier K a son image
f(K) qui est un sous-corps de L ; ainsi tout morphisme de corps permet de considérer
le corps d’arrivée comme une extension du corps de départ.

Si K C L est une extension de corps, on peut considérer L comme un K-espace
vectoriel : la structure de groupe abélien de ce K-espace vectoriel est définie par
I’addition usuelle de L, et la multiplication scalaire K x L — L est définie par la
restriction de la multiplication usuelle de L.

Définition 3.2.3. — Le degré de l'extension K C L, noté [K : L], est la dimension
de L considéré comme K-espace vectoriel :

[L: K] =dimg L.
Une extension de degré fini sera aussi parfois appelée une extension finie.

Proposition 3.2.4 (multiplicativité du degré). — Soient K C L C M trois corps
extensions l'un de l'autre. Alors

M :K|=[M:L]L:K].

Démonstration. Considérons des éléments e; € M qui forment une base de M sur L
et, de méme, des f; € L formant une base de L sur K. Alors tout élément m € M
s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire (finie) m = > . l;e; pour des [;
dans L, et de méme chaque [; s’écrit de fagon unique [; = > i k; ; f; pour des k; j dans
K. Ainsi m s’écrit de facon unique m = ZZ i kijeifj de sorte que les e; f; forment
une base de M sur K. O

Soient K C L une extension de corps de degré fini n, et ey, ..., e, € L une base
de L sur K. Deux éléments x et y de L s’écrivent de fagon unique z =Y | \e; et
Yy = Z:.L:l wie; avec les \; et p; dans K. Il est encore facile d’exprimer la somme de
zetydanslabase:onax+y=> 1 (A + e

Pour le produit, on a zy = szzl Aiptjeie;, et on voit qu’il peut etre utile de
savoir exprimer chaque produit e;e; dans la base.
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Définition 3.2.5. — Les constantes de structure de la base (eq,...,e,) de L sur
K sont les a; j, € K, pour 4, j, k € {1,...,n}, définis par

n
€i€j = E Q5 kCE-
k=1

Avec les notations qui précedent, on a donc

n
Ty = E Vi€
k=1
avec

n
Vi = g az‘,j,k)\z’,uj'

1,7=1

On vérifie que la commutativité de la multiplication implique
ai7j7k = aj7/[/7k
et l'associativité

n n
E Qi j,pp kel = E :O‘i,q,laj,k,q
p:l q:l

pour tous i, j, k, [. L’existence d’un élément unité et de 'inverse peuvent s’exprimer
dans les mémes termes.

Exemple 3.2.6. — Prenant K =R et L =Con an=[C:R] =2, et choisissant
la base formée de e; = 1 et e = ¢ = /=1 on trouve o111 = a122 = 212 = 1,
Q2= Q191 = Q11 = Q22 =0, et agpy = —1.

La multiplication de L pouvant se lire sur les constantes de structure, il importe
de trouver une base pour laquelle celles-ci sont particulierement simples.

Définition 3.2.7. — Soit L une extension finie de K, de degré n. On dit que L est
une extension élémentaire, ou simple (ou encore parfois primitive), de K s'il existe
x € L tel que (1,z,2%, ...,2""1) soit une base de L sur K.

On dit alors que x est un générateur de L sur K.

Quelques remarques :

— La définition équivaut a demander qu’il existe un élément = € L tel que les
éléments de L soient exactement les valeurs en x des polynomes a coefficients
dans K de degré inférieur ou égal a n — 1.

— En particulier 1’élément 2™ de L doit étre égal a la valeur en x d'un po-
lynome a coefficients dans K de degré inférieur ou égal a n — 1 : il existe
ag, a1, ... ,0n1 € K tels que 2" = a,_12" ' 4+ --- + a1z + ay. Notant alors
PX)=X"—qa, ;X" ' —-- —a1 X —ag, on a P(x) =0.

— Siy=F(x) € Let z=G(x) € Lyalors y+z = (F+G)(z) et yz = H(z) ou H
est le reste de la division euclidienne de F'G par P. En effet, si FG = PQ+ H,
on ayz = F(z)G(z) = P(x)Q(z) + H(z) = H(x) puisque H(z) = 0.
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Définition 3.2.8. — Soient K un corps et P € K[X] un polynéme de degré n.
L’anneau quotient K[X]/P est construit comme suit :
— en tant que groupe abélien, c’est ’ensemble des polynomes a coefficients dans
K de degré inférieur ou égal a n — 1, muni de I'addition usuelle;
— si F et G sont deux éléments de K[X]/P, leur produit dans K[X]/P est le
reste de la division euclidienne par P du produit usuel F'G.

Des remarques qui précedent il découle immédiatement le résultat suivant :

Lemme 3.2.9. — Soient K C L une extension élémentaire de degré n et x un
générateur de L sur K. Il existe alors un polynome P € K[X] de degré n annulant
x, et Uapplication de K[X]/P dans L qui envoie F' sur F(z) est un isomorphisme
d’anneauz.

On peut encore préciser le lemme comme suit.

Théoreme 3.2.10. — Soit K un corps.

1. Soit P € K[X] un polynome de degré n. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— lanneau quotient K[X|]/P est intégre
— le polynome P est irréductible
— lanneau quotient K[X]/P est un corps.
Si l'une de ces conditions équivalentes est vérifiée, K[X]/P est alors une ex-
tension élémentaire de K, de degré n.

2. Inversement, si L est une extension finie de K, alors L est élémentaire si
et seulement s’il existe un polynome irréductible P € K[X] tel que L soit
isomorphe a K[X]/P en tant qu’extension de K (on peut choisir par exemple
le polynome P et l’isomorphisme donnés dans le lemme).

Démonstration. Supposons K [X|/P integre et P non irréductible, de sorte que P =
FG avec degFF < n —1 et degG < n — 1. Le produit de F' et G dans K[X]/P
est le reste de la division euclidienne par P du produit usuel F'G, c’est-a-dire 0.
Puisque K[X]/P est supposé integre, on doit donc avoir F' = 0 ou G = 0, ce qui
est absurde. Si maintenant P est irréductible et si A est un polynéme non nul de
degré inférieur ou égal a n — 1, alors le théoreme de Bézout fournit B et @) de
degrés inférieurs ou égaux a n — 1 et tels que AB + PQ = 1, de sorte que B est un
inverse de A dans K[X]/P. Ainsi K[X]/P est un corps. Tout corps étant integre,
on a démontré I'équivalence des trois assertions. Ceci étant fait, K[X]/P est une
extension élémentaire de K puisqu’elle admet X comme générateur.

Si maintenant L est une extension élémentaire de K, x un générateur, et P un
polynome de degré n qui annule x, I’application donnée dans le lemme étant un
isomorphisme d’anneaux, et L étant un corps, K[X]/P est aussi un corps, de sorte
que l'irréductibilité de P résulte de la premiere partie du théoreme. L’isomorphisme
entre K[X]/P et L est alors un isomorphisme de corps, et puisqu’il laisse les éléments
de K inchangés, ¢’est méme un isomorphisme d’extensions de K. O

Pour ’étude de la structure de K[X]|/P pour un polynéme P quelconque, on
consultera 'exercice 77.
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Proposition 3.2.11. — Soient K C L wune extension finie de corps et x un
élément de L. Alors il existe un unique polynome irréductible P a coefficients dans
K et de coefficient dominant 1 qui annule x.

Si l’on note K|x| le plus petit sous-anneau de L qui contient K et x, alors K|x]
est un corps, et plus précisément c’est une extension élémentaire de K i1somorphe a
K[X]/P.

Démonstration. Notons n le plus petit entier naturel tel que (1,z,...,2"!) soit
une famille libre dans le K-espace vectoriel L (on a donc n < [L : K]). Alors z™
est combinaison linéaire & coefficients dans K de ces éléments : 2" = a,,_12" ' +
-+ air+ag. Alorson a P(z) =0ou P(X) = X" —a, 1 X" ! — - — a1 X — a,
et K|x] s’identifie a K[X]/P. Cet anneau étant integre (puisque sous-anneau d’un
corps), l'irréductibilité de P et le reste de la proposition découlent du théoreme
précédent. O

Définition 3.2.12. — Le polynome irréductible P ainsi défini dans la proposition
est appelé le polynome minimal de z sur K.

Un polynome a coefficients dans K annule z si et seulement s’il est multiple de
P.

Proposition 3.2.13. — Toute extension finie de corps s’obtient par composition
d’extensions élémentaires.

Démonstration. On procede par récurrence. Soit K C L une extension finie de
corps. Si L = K, 'assertion a prouver est triviale. Sinon, soit z € L, x € K. Alors
on a K C K[z] C L ou KJz] est une extension élémentaire de K, et o L est une
extension de K[z| de degré strictement inférieur a [L : K]. On peut donc conclure
en appliquant ’hypothese de récurrence a l'extension K[z] C L. O

Si L est une extension finie de K et si #1,...,2, € L, on note K[xy,...,z,] le
plus petit sous-anneau de L qui contient K et xq,...,x,. Les faits qui précedent et
une récurrence immédiate montrent que K[xq,...,z,| est un corps. On dit que c’est
le sous-corps de L engendré par x1,...,z, sur K.

Proposition 3.2.14. — Soient K un corps et P € K[X| un polynome non constant.
Alors il existe une extension finie L de K dans laquelle P admet une racine.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer P irréductible. Alors
I'extension élémentaire L = K[X]/P de K convient, puisque 'élément X de L est
bien racine de P. O

Proposition 3.2.15. — Soient K un corps et P € K[X]| un polynome de degré
r > 1. Alors il existe une extension finie L de K dans laquelle P se décompose en
produit de facteurs linéaires : il existe c € K et ay, ..., € L tels que

PX)=cX —a1)...(X —a,).
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Démonstration. On procede par récurrence sur r. Par la proposition précédente il
existe une extension finie K; de K telle que P admette une racine o; dans Kj.
Notant alors P(X) = (X — ay)Pi(X) avec P, € K;[X], on conclut en appliquant
I’hypothese de récurrence avec K; et P a la place de K et P. ]

Définition 3.2.16. — On appelle corps de décomposition de P sur K une exten-
sion L de K de degré minimal dans laquelle P se décompose en produit de facteurs
linéaires.

Avec les notations de la proposition, la minimalité du degré signifie que le corps

de décomposition L est engendré par les racines de P : on a L = Klay, ..., q,].
Proposition 3.2.17. — Soit 0 : K, — K, un isomorphisme de corps, P
un polynome non constant a coefficients dans Ky, Py = o(Py), Ly un corps de

décomposition de Py sur Ky et Ly un corps de décomposition de Py sur K,. Alors
L1 et Ly sont isomorphes, et plus précisément, il existe un isomorphisme de Ly sur
Lo qui étend o.

En particulier, prenant Ki = Ky = K et o lidentité, on voit que le corps de
décomposition d’un polynome est unique (a isomorphisme prés).

Démonstration. On procede par récurrence sur le degré de P;. Soit ()1 un facteur
irréductible de P;. Par définition d’un corps de décomposition, (); admet une racine
x1 dans Ly, et Q2 = o(P;) une racine x5 dans Lo. Par la proposition 3.2.11, K| =
Kj[x;] est naturellement isomorphe a K;[X]/Py, et K}, = Ks[xs] & K[ X]/Ps, les
isomorphismes envoyant x; et xo sur X. L’isomorphisme o de K; sur K, s’étend
naturellement en un isomorphisme de K;[X]/P; sur K3[X]/P,, et donc de K| sur KJ,
noté o', qui vérifie o’(z1) = x5. Ecrivant P;(X) = (X —z1) R (X) avec Ry € K|[X],
Py(X) = (X — 22)Ro(X) avec Ry = 0'(Ry) € K}[X], et remarquant que L est
un corps de décomposition de Ry sur K7, et Ly de Ry sur K, on peut conclure en
appliquant I’hypothese de récurrence. O

3.3 Construction des corps finis et étude de leurs
propriétés élémentaires

On supposera connue la théorie des anneaux quotient Z/nZ, en particulier le fait
que Z/nZ est integre (et méme, est un corps) si et seulement si n est un nombre
premier.

Proposition 3.3.1. — Soit K un corps. Alors ou bien K est une extension du
corps Q des nombres rationnels, ou bien K est une extension de Z/pZ pour un
nombre premier p uniquement déterminé.

Définition 3.3.2. — Dans le premier cas de la proposition on dit que K est de
caractéristique 0, et dans le second que K est de caractéristique p.

Démonstration. On dispose naturellement d’un homomorphisme d’anneaux f de Z
dans K qui envoie 1 € Z sur I’élément unité de K. Si f est injectif, alors K contient
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son image f(Z) qui est isomorphe & Z, et son corps de fractions qui est isomorphe a
Q. Sinon il existe un plus petit entier non nul p tel que f(p) = 0. Alors I'image f(Z)
est isomorphe a Z/pZ, et est integre (puisque sous-anneau d'un corps), de sorte que
p est premier. L]

Proposition 3.3.3. — Soit K un corps fini. Alors le cardinal de K est une puis-
sance d’un nombre premier. Plus précisément, il existe p premier tel que K soit une
extension de Z/pZ, et le cardinal de K vaut p" ou r = [K : Z/pZ] est le degré de
cette extension.

Démonstration. Le corps K étant fini, il ne peut contenir QQ, donc est nécessairement
extension d'un Z/pZ. Notant r = [K : Z/pZ], K est alors un Z/pZ-espace vectoriel
de dimension r, donc de cardinal p". O

Lemme 3.3.4. — Soit K un corps de caractéristique p. Alors pour tous a,b € K
on a (a+ b)P = aP + WP, et plus généralement, pour tout entier r > 1,

(a+Db)P =a” + b,

Démonstration. La formule du binome donne
p—1 D
+ 0P =aP + b + C)ator
(a+b)P =a ZZI <Z> a

Or, pour 1 <i <p—1, I'entier (f) = l,p—l, est divisible par p donc nul dans Z/pZ.
I(p—1i)!
Ceci prouve le cas r = 1 du lemme, et ie cas général en découle par une récurrence
évidente. n
Théoreme 3.3.5. — Soient p un nombre premier et r > 1 un entier.
1. Le corps de décomposition du polynome XP — X sur Z/pZ est de cardinal p.

2. Inversement, si K est un corps fini de cardinal p", alors K est corps de
décomposition de XP" — X sur Z/pZ. Plus précisément, les racines de X?" — X
sont exactement les éléments de K avec multiplicité 1.

Démonstration. Notons K le corps de décomposition de X?" — X sur Z/pZ, de sorte
qu’on ait

pT‘
XV - X =]](X - )
=1

pour des «; € K qui engendrent K sur Z/pZ.
Montrons d’abord que les «; sont tous distincts (i.e. que X?" — X est & racines
simples). Dans le cas contraire, si o; = a; = «, alors on peut écrire

X7 - X = (X —a)'Q(X)
d’olt en dérivant et en utilisant le fait que p est nul dans Z/pZ,

1= X 1= 2(X - a)Q(X) + (X - aPQ(X),
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de sorte que (X — «) divise 1, ce qui est absurde.

Les «; forment donc p" éléments deux a deux distincts de K. Montrons main-
tenant que l'ensemble F des «; est un sous-corps de K (d’ou l'on déduira, par
minimalité du corps de décomposition, que ce sous-corps est K tout entier). On a
clairement 0" = 0 et 17" = 1, donc 0 et 1 font bien partie de E. Par le lemme, si a
et 8 sont dans E, alors

(a+B)" = o + 5" =a+p,

donc o + B € E. De la méme facon, (aB)?" = o B%" = aff donc aff € E. Ainsi
E est stable par addition et multiplication. Si @ € E est non nul, alors (a™1)P" =
(a?")7! = a7t donc E \ {0} est stable par inverse. Enfin, reste a voir que si « est
dans F, alors —« aussi. Si p = 2 c¢’est évident, puisqu’alors —a = «, et sinon p est
impair, de sorte que (—a)?" = —a? = —a, ce qu’il fallait démontrer. Ceci termine
la preuve de la premiere assertion du théoreme.

Soit maintenant K un corps de cardinal p". Alors K* est un groupe abélien
de cardinal p” — 1, donc par le théoreme de Lagrange tout élément = de K* vérifie
2P"~1 = 1. Ainsi tout élément non nul de K est racine de X?"~' —1, donc de X?" — X.
Par ailleurs 0 est aussi clairement racine de X?" — X. Les p" ¢éléments distincts de
K sont donc tous racines de X?" — X, qui est de degré p”, de sorte qu’on peut écrire

X" - X =[x -u),

zeK
et K est bien corps de décomposition de X?" — X. O
Corollaire 3.3.6. — Tout corps fini est de cardinal une puissance d’un nombre

premier. Inversement, si ¢ = p" est une puissance d’un nombre premaier, il existe un
corps fini de cardinal q, et celui-ci est unique a isomorphisme pres.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme, 'unicité résultant
de T'unicité du corps de décomposition. O

On notera F,, ou parfois aussi GF(q), I'unique corps & ¢ éléments. Si ¢ = p est un
nombre premier, on a donc F, = Z/pZ. On prendra garde a 'inverse que si ¢ = p”
avec r > 2, alors F, n’est pas isomorphe a Z/qZ, ce dernier anneau n’étant méme
pas integre.

Décrivons explicitement F, pour les petites valeurs de ¢ :
— Fy=7/27 = {0,1}

— F3=2/3%={0,1,2} = {0,1,—1}

N = Ol= O OO
— N OoOIN = O

1
1
0
1
1
2
0

N~ o4+ = Ot
o= Olo F OO
— O M|
N~ O X
oo olo - oOoX
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— F, n’est pas égal & Z/4Z! En tant que corps de caractéristique 2, il contient
Fy = {0,1}, et deux autres éléments, qu’on notera « et 5. On vérifie que les
seules tables d’addition et de multiplication possibles sont les suivantes :

+10 1 a B x10 1 a B
0/0 1 a p 00 0 0 O
111 0 B « 110 1 a B
ala g 0 1 a0 a [ 1
168 a 1 0 610 B 1 «

On vérifie que ces opérations sont associatives et commutatives et que la
multiplication est distributive par rapport a I'addition. Le corps F4 est bien
corps de décomposition de X* — X sur Fy puisquon a 0* =0, 14 =1, a* = «
et f* = 3, de sorte que

X' = X =X(X-1)(X —a)(X - p).

On vérifie enfin qu'on a a? = a + 1, de sorte que « est racine de X2 + X + 1
(Pautre racine est 3), d’ou I'on tire une représentation

Fy ~ Fo[X]/X? + X + 1.

— F5 =7/5Z
— Il n’y a pas de corps de cardinal 6.
— F, =7Z/7Z

— TFg est une extension de degré 3 de Fy, qu’on va décrire plus précisément.
Considérons un élément x € Fg \ Fy, et notons K = Fy[x]. On a alors [K : Fs] > 1
et [Fs : K][K : Fy] = [Fg : Fy] = 3, donc nécessairement [K : Fy] = 3, et K = Fs.
Ainsi Fg est une extension élémentaire de Fo, et tout élément de Fg \ Fy en est un
générateur ; le polynome minimal P d’un tel élément est irréductible de degré 3 sur
[Fy, et on a alors Fg ~ Fy[ X ]|/ P.

Quels sont les polynomes irréductibles de degré 3 sur Fo 7 Il y a 8 polynomes de
degré 3 sur [y, parmi lesquels 6 sont multiples de X ou de X +1. Eliminant ceux-ci,
il reste X3+ X +1 et X3+ X2+ 1, qui sont irréductibles. On dispose donc de deux
isomorphismes,

Fs > Fo[X]/X?+ X +1 et FgxFo[X]/ X%+ X2 +1,

qui vont donner deux descriptions différentes du méme corps Fg.
Notons o une racine de X3+ X +1 dans Fg. Les éléments de Fg sont les polynomes
en « de degré au plus 2 :

Fs={0,1,a,a+ 1,0 a*+1,0* +a,a* + a + 1}.
Utilisant la relation a® = a+1 on peut décomposer successivement les puissances de
« dans la base (1, o, a?) de Fg sur Fy. On peut aussi faire la méme chose en partant
d'une racine 8 de X? + X2 4 1, qui vérifie donc 32 = 5% + 1.
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On trouve :
o> o 1 B B 1
1 0O 0 1 1 0 0 1
« 0O 1 0 15} 0O 1 0
a2 1 0 0 211 0 0
Bl 1 1 Bl1 oo 1
ot 1 10 g1 11
Sl1 11 Blo 1 1
a1 0 1 Bl 1 1 0
et o’ =37 =1.

Le corps Fg étant unique a isomorphisme pres, ces deux descriptions doivent étre
équivalentes. On vérifie que les racines de X3 + X + 1 sont {«, a?, o}, et celles de
X3+ X2+1, {a? a®,a’}. On peut donc prendre pour 3 n’importe lequel de ces trois
derniers éléments. Choisissant par exemple le premier, on voit que la correspondance
B a3, 32— ab 82— a? Bt a’, 35— a, B — af respecte I'addition et la
multiplication, de sorte que les écritures en termes de « et en termes de (3 sont bien
deux représentations équivalentes de la méme structure de corps.

3.4 Polynoémes primitifs et structure multiplica-
tive des corps finis

Un phénomene agréable dans I'exemple étudié précédemment est que tous les
éléments de Fy sont des puissances de . L’exponention i — o définit un morphisme
surjectif de groupes de Z sur Fg qui, puisque « est d’ordre 7, définit par passage au
quotient un isomorphisme

)77  — Fg§
i mod7 ~— o

Plus généralement :

Définition 3.4.1. — Soient ¢ une puissance d'un nombre premier et [, le corps
fini & ¢ éléments. On dira qu'un élément v € F, est (multiplicativement) primitif
s'il est d’ordre ¢ — 1 dans .

Puisque F est d’ordre ¢ — 1, cela revient a demander que tout élément non nul
de IF, soit une puissance de 7y, ou encore que 'application d’exponentiation

Z/(qg-1)Z — F}
i modg—1 —

soit un isomorphisme de groupes. L’isomorphisme inverse est appelé logarithme en
base v :
log, :Fy | — Z/(q—1)Z.

Proposition 3.4.2. — Soient p un nombre premier etn > 1 un entier. On suppose
que Fpn admet un élément primitif v. Alors Fyn est une extension élémentaire de F),
et v en est un générateur. En particulier, le polynome minimal de v est de degré n.
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Définition 3.4.3. — Un polynome de degré n a coefficients dans I, est dit primatif
s’il est polynome minimal d'un élément primitif de IF».

Remarquons qu'un polynome primitif est donc par définition irréductible.

Lemme 3.4.4. — Soient G un groupe abélien et my, ..., m, des entiers deux a
deux premiers entre eux. Si, pour tout i, G contient un élément d’ordre m;, alors G
contient un élément d’ordre my ... m,,.

Définition 3.4.5. — Soit G un groupe abélien fini. On appelle exposant de G,
noté w(G), le plus petit commun multiple des ordres des éléments de G :

w(G) = ppem w(g).
geG

Lemme 3.4.6. — Soit G un groupe abélien fini. Alors G admet un élément d’ordre

w(G).

On rappelle qu'un groupe abélien fini G est dit cyclique s’il est isomorphe au
groupe Z/#GZ. Cela revient & demander que G possede un élément d’ordre #G.

Théoreme 3.4.7. — Soit G un groupe abélien fini tel que pour tout n divisant
#G, il y ait dans G au plus n éléments d’ordre divisant n. Alors G est cyclique.

Corollaire 3.4.8. — Soit K un corps. Alors tout sous-groupe fini de K* est cy-
clique.
Corollaire 3.4.9. — Tout corps fini admet un élément primitif. Pour tout nombre

premier p et pour tout entier n > 1, il existe un polynome primitif (donc, a fortiori,
irréductible) de degré n a coefficients dans F,,.

Blah table de Zech.
Blah sous-groupes de puissances.

3.5 Extensions de corps finis : propriétés rela-
tives, Frobenius, racines conjuguées, norme et
trace

On a vu que tout corps fini contenait un sous-corps premier F, = Z/pZ. On se
propose maintenant d’étudier les extensions IF, C Fy de corps finis en général.

Lemme 3.5.1. — Soient m et n deux entiers naturels, m supposé non nul, et r le
reste de la division euclidienne de n par m. Alors dans Z[X]| on a

X"—1=X"—-1 mod X™ — 1.
Démonstration. Ecrivons n = dm + r. Alors
(X"—-1)—-(X"—-1)=X"-X"
= XX —1)
= X"(X" — 1)(X(d—1)m 4 x@=2m o xm oy 1)
est bien divisible par X — 1. O]
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Lemme 3.5.2. — Soient m, n et p trois entiers naturels, m et p non nuls. Alors
XP" — X divise XP" — X si et seulement si m divise n.

Démonstration. Simplifiant par X, la premiere condition équivaut a demander que
XP"=1 1 divise XP"~! — 1, ce qui par le lemme précédent equivaut a ce que p™ — 1
divise p" — 1. Appliquant a nouveau ce lemme, en évaluant en p les polynomes
considérés, on trouve

pt—1=p"—1 modp™ —1,

de sorte que p™ — 1 divise p™ — 1 si et seulement si m divise n. O

Théoréme 3.5.3. — Soient p un nombre premier, n un entier non nul, ¢ = p",
et ¢ un entier naturel. Alors Fy admet un sous-corps de cardinal q si et seulement
siq = p™ avec m divisant n (i.e. si et seulement si ¢’ est une puissance de q), et un
tel sous-corps est alors unique : ses éléments sont les racines de X7 — X.

Corollaire 3.5.4. — Soient q une puissance d’un nombre premier et d > 1 un
entier naturel. Alors F, admet une extension élémentaire de degré d (isomorphe a
F,a). Autrement dit, Fo[X] admet des polynomes irréductibles en tout degré.

Démonstration. En effet, ¢¢ est encore une puissance de nombre premier, et par le
théoreme, F; est un sous-corps de [F 4. Ceci étant, n’importe quel élément primitif
de F;d engendre alors F,« comme extension de [F,. O

Exemple 3.5.5. — Les corps F, et Fg sont des extensions de [y, mais il n’existe
pas d’inclusion de F, dans Fg. Le plus petit corps fini contenant simultanément [y
et Fg est F64.

Soient q une puissance d’un nombre premier et d > 1 un entier naturel. Considérons
I’application
@ qu — qu
x =zl
On a alors ¢(0) = 0, p(1) = 1 et, pour tous z,y € Fa, plx +y) =  +y et
o(xy) = p(z)p(y) (avant-derniere égalité résultant du lemme 3.3.4). Ainsi ¢ est un
endomorphisme du corps Fga. Ceci implique que ¢ est injectif (proposition 3.2.2),
donc bijectif puisque Fa est fini. En fait pour tout x € F. on a o(z) = 21 =
z, de sorte que ¢ est Iidentité de F,a, et I'on voit que I'inverse de ¢ est i1,
Remarquons par ailleurs que F« contient F, comme sous-corps, et quun élément
r de Fu appartient a [, si et seulement §’il vérifie 27 = x, autrement dit, si et
seulement s’il est laissé invariant par ¢. Les éléments de [F, étant invariants sous ¢,
on conclut que ¢ est un automorphisme de F,« vu comme extension de F,.

Définition 3.5.6. — L’application ainsi définie, notée PF 4 /F, OU Froqu /Fy> est
appelée automorphisme de Frobenius de F« sur [F,.

Proposition 3.5.7. — Les corps intermédiaires entre F, et Fa sont les F pour
k diwvisant d. Pour un tel k on a
k
gqud/Fqk = (QD]qu/Fq)
et un élément x de Foa appartient a Fpe st et seulement s7l est invariant sous
PF o /F ., autrement dit, s’il vérifie 2 = .
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Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme 3.5.3 et de la définition
du Frobenius. O]

Lemme 3.5.8. — Soit ¢ un automorphisme d’une extension L d’un corps K.
Alors pour tous P € K[ X| etx € L on a

Démonstration. Notons P(X) = Y. a; X", avec a; € K, de sorte que p(a;) = a;.
Alors

P(P@) = (3 0t
= Z sﬁ(ai)Sﬁ(x)i
= Z aip(r)’

= P(p(z)),

ce qu’il fallait démontrer. O

Théoreme 3.5.9. — Soient g une puissance d’un nombre premier et d > 1 un
entier.

1. St x est un élément de [Fa, le plus petit entier non nul k tel que 2" =z est
un diviseur de d. Le polynome

1

PX)= (X —2)(X —29)(X —29) .. (X =27 "),
a coefficients dans Fa, est en fait a coefficients dans Iy, et est irréductible sur
F, ; c’est donc le polynome minimal de x sur IF,.

2. Inversement, soient P € F,[X] un polynome irréductible, et k son degré. Alors
P admet une racine x dans Fa si et seulement stk divise d, et alors P y admet
toutes ses racines, qui sont x, x4, ..., 27
Démonstration. Les entiers j tels que 29 = z forment un sous-groupe additif de Z.
Ce sous-groupe contenant d, son générateur positif k£ est un diviseur de d. Puisque
29" = x, le Frobenius PF_4/F, induit une permutation de {z, x4, . . . qufl}, donc laisse
P inchangé. Les éléments de F, invariants sous le Frobenius étant précisément ceux
qui appartiennent au sous-corps [Fy, on voit que P est bien a coefficients dans F,,.
Supposons maintenant P = QR avec () et R unitaires a coefficients dans F,. Puisque
x est racine de P, on peut supposer par exemple x racine de (). Alors, par le lemme
(appliqué avec pour ¢ le Frobenius), x9, :qu, e 277" sont aussi racines de Q, et
la minimalité de k implique que les k racines ainsi obtenues sont toutes distinctes.
On a donc @ = P, ce qui prouve l'irréductibilité. Placons-nous maintenant sous les
hypotheses de la seconde assertion. On peut sans perte de généralité supposer P
unitaire. Si P admet une racine x dans F,a, alors P est le polynéme minimal de
x sur [y, et on conclut a 'aide du point précédent. Inversement, si P est de degré
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k divisant d, considérons une extension Fja de F dans laquelle P admette une
racine z. Alors Fy[z] ~ F,[X]/P est un sous-corps de cardinal ¢* de Fa et donc,
par le résultat d'unicité dans le théoreme 3.5.3, coincide avec l'unique sous-corps de
cardinal ¢* de Fa. Ainsi on a z € Fa, et on conclut comme précédemment. ]

Corollaire 3.5.10. — Les groupe des automorphismes de IF,a au-dessus de F, est
cyclique de cardinal d, engendré par le Frobenius.

Démonstration. Onrappelle que F « est une extension élémentaire de F,. Soient x un
générateur de cette extension et ¢ un automorphisme de [F 4 au-dessus de F,. Tout
élément de F a peut s’écrire sous la forme Q(x) ou1 () est un polynome a coefficients
dans F,, et alors, par le lemme, I'image de cet élément par ¢ est Q(¢(x)). Ainsi ¢
est déterminé par sa valeur en x. Mais par ailleurs, toujours par le lemme, ¢ doit
permuter les racines du polynéme minimal de x, qui sont précisément les images de
x sous les puissances du Frobenius. Ainsi ¢ est bien une puissance du Frobenius. [

Définition 3.5.11. — Soit K C L une extension finie de corps. On dit que deux
éléments de L sont conjugués sur K s’ils ont méme polyndéme minimal sur K.

Corollaire 3.5.12. — Deux éléments x et y de Fa sont conjugués sur Fy si et
seulement s’il existe j tel que y = x7 .

Soit K C L une extension finie de corps. Si x est un élément de L, 'application
de multiplication par x

M,: L —s L
y = M(y)=uzy

est un endomorphisme K-linéaire du K-espace vectoriel L.

Définition 3.5.13. — Avec ces notations, on définit la trace de x, notée Try,/x (),
et la norme de x, notée Ny k(x), comme la trace et le déterminant de cette appli-
cation linéaire M.

Remarque 3.5.14. — Apres choix d'une base de L sur K, la construction qui
précede permet de voir les éléments de L comme des matrices carrées de taille
n = [L : K| a coefficients dans K, ’addition et la multiplication de L correspondant
a ’addition et a la multiplication usuelle des matrices, et les éléments de K C L
s’'identifiant aux matrices diagonales.

Exemple 3.5.15. — Pour l'extension R C C on trouve, si z = a + tb € C, dans

la base canonique (1,1),
a —b
=53

Trem(z) =tr(M.) =2a=2+7%
Ne/r(2) = det(M,) = a® +b* = 2Z.

de sorte que
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Proposition 3.5.16. — Soit K C L une extension de corps. Alors la trace est
une application K-linéaire de L dans K, et la norme induit un homomorphisme de
groupes de L* dans K*. Plus précisément, pour A € K et x,y € L, on a :
— Tr(z+y) = Tr(x) + Tr(y)
— Tr(\z) = )\Tr( )
(1

— Tr(1) = [L: K]
N(zy) = N(z)N(y)
N(3) = AL
Lemme 3.5.17. — Soient F C K C L et x € K. Alors on a Trpp(x) = [L :

K] TI'K/F(;C) et NL/F(.T) = NK/F($>[LK]

Théoreme 3.5.18. — Dans une extension de corps finis, la trace est la somme
des puissances Frobenius (itérées jusqu’au degré de l'extension), et la norme leur
produit.

Autrement dit, si x € Fym,

m—1

Trp m /r, (T) = 42l 42t 42t

; NE,m/r, (2) =2 - 279 - e s L e S
On pourra rapprocher ce résultat de 'exemple 3.5.15.
Corollaire 3.5.19. — Soient I' C K C L des corps finis, alors Tryjp = Trg poTrp i
et Npjp = Ng/ypoNp /i
Définition 3.5.20. — caractere
Lemme 3.5.21 (d’indépendance des caracteres). —
Proposition 3.5.22. — Soit K C L une extension de corps finis. Alors la norme

npk 2 L™ — K> et la trace Trp i : L — K sont surjectives

3.6 Exercices

Ezxercice 3.6.1 a) Donner la liste des polynomes irréductibles de degré 1, 2, 3 et 4
sur IFs.

b) Soit v un élément de Fy4 racine du polynome X4+ X + 1. Ecrire les puissances
de v comme des polynomes en v de degré au plus 3 a coefficients dans Fy. En
déduire que X4 + X + 1 est primitif sur Fs.

¢) Quels sont les sous-groupes du groupe multiplicatif Fyg ?
d) Quels sont les sous-corps de Fyg 7

e) Parmi les polynomes obtenus a la question a), quels sont ceux qui admettent
des racines dans 14 ? Pour chacun, dire quelles sont ces racines.

f) Quels sont les polynémes primitifs de degré 4 sur Fy ?
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g) Quel est le degré minimal possible d'un polynéme non nul a coefficients dans Fy
qui s’annule en ~°, 4% et 7 ?

FEzercice 3.6.2 a) Combien y a-t-il de polynomes irréductibles de degré 3 sur Fs?
Parmi ceux-ci, combien sont-ils primitifs, et combien ne le sont-ils pas?

b) Méme question pour les polynémes de degré 5 sur F.

¢) Méme question pour les polynomes de degré 6 sur Fy.

d) Méme question pour les polynomes de degré 12 sur Fs.

Soit d un entier. On rappelle qu’un élément x d’un corps K est dit étre une racine
primitice d-ieme de 1'unité si on a 2% = 1 mais x¢ # 1 pour tout diviseur strict ¢ de
d.

On définit le d-ieme polynome cyclotomique @4, a coefficients dans Z, par la
formule
B X1

ppem(X€ — 1) actd

Py(X)
On note ¢ la fonction indicatrice d’Euler.

Ezercice 3.6.3 a) Montrer que @, est de degré ¢(d).

b) Soit K un corps de caractéristique ne divisant pas d. Montrer qu'un élément x
de K est une racine primitive d-ieme de I'unité si et seulement si ®4(x) = 0.

Ezercice 53.6.4
Soient ¢ > 2 une puissance d’un nombre premier et n > 1 un entier.

a) Notons S l'ensemble des polyndmes irréductibles sur F, de degré divisant n.
Montrer :

[[Px)=x"-X
PeS

b) Notons 7 l'ensemble des polynomes primitifs de degré n sur F,. Montrer :

[] P(X) = @ps(X).

pPeT

Ezxercice 3.6.5
Soient ¢ > 2 une puissance d’un nombre premier et d un entier premier a g. Quels
sont les entiers k tels que IFx contienne une racine primitive d-iéme de I'unité ?

Ezxercice 3.0.0
Soient ¢ > 2 une puissance d’'un nombre premier et P un polynoéme a coefficients

dans F,.

a) Soit d un diviseur de ¢ — 1. Notons U 'ensemble des racines non nulles de P
dans F, qui sont des puissances d-iemes. Montrer :

pged(P(X), X7 —1) = [[(X — a).
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b) Soit n > 1 un entier. Notons V I'ensemble des racines de P dans F,». Montrer
que le polynome
[[x -0

aey

sur Fy» est en fait a coefficients dans F,. Donner une formule permettant de
calculer facilement ce polynome.

Exercice 5.6.7
Soient ¢ > 2 une puissance d’un nombre premier et n un entier. Soit x un élément
primitif de Fg». Montrer que la norme Nr_, /r, () de z est un élément primitif de IF,.

Exercice 5.6.8
Factoriser le polynome

Xll+X10+X9+X8+X7+X5+X3+X+1

sur IF,.



