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Part I

Automates finis et langages rationnels
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Un premier exemple

a a

bab

b a b
p—p—p—4gq

b a b
p—q —q—4q

L(A) = {w € A" | we AbA"} = {w e A* | |w|p > 1}



Langages rationnels (ou réguliers)

Langages acceptés (ou reconnus) par automates finis

Langages décrits par expressions rationnelles (ou réguliéres)

Langages définis par formules logiques MSO



Points remarquables du modeéle automates finis

Equivalence décidable (inclusion décidable)

Fermeture par complément

Automate canonique (automate déterministe minimal)



Autre exemple

K=(c+dc+dd) \{cc(c+d) Ulg}
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Autre exemple
K=(c+dc+dd)"\{cc(c+d)"Ulp}
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c cdc cdcc dcdd
cdd cddc ddcc

dc dcc dccc dddc
dd ddc dcdc dddd

VneN g (n) = Card(KnN{c,d}") = 2!



Encore un exemple

L=a(a+b)"
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Encore un exemple

L=a(a+b)*

a aaa aaaa abaa
aab aaab abab

aa aba aaba abba
ab abb aabb abbb

YneN g, (n) = Card(LN{a,b}") = 2"!



Un résultat

Proposition
Si deux langages rationnels ont la méme fonction de croissance,
alors il existe une bijection rationnelle lettre-a-lettre
qui envoie une langage sur I'autre.
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Comment construire le transducteur

a partir des automates
a+b c

5 & J c+d
—o—— 0o 5
< 1 d d

A B




Premiére tache

Faire le lien entre la fonction de croissance et les automates finis.



Part 11

Automates avec multiplicité



Retour au premier exemple
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Retour au premier exemple
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Retour au premier exemple
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b b
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p—p——p—q
b a b
p—q—q—4q
bab +— 2 Vw € A* woo— |wp

s: A" — N s:w — <s,w seNA

s=b+ab+ba+2bb+aab

+aba+2abb+baa+2bab+ ...



Variation
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Autre exemple
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Multiplicité dans K = M = (NU {+oc}, min, +)
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Autre exemple
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Autre exemple

Oa la
0 % 0 0 % 0
1b 0b

Multiplicité dans K = M = (NU {+oc}, min, +)

st A — M s:w — <s,w> se MY

s=01a4 ® 0a @ 0b @ 0aa ® lab & 1ba & 0bb
® Oaaa @® laab ® laba ® labb @& ...



Les séries jouent le role des langages

K{A*) joue le role de T(A*)



Richesse du modele automates a multiplicité

B automates “classiques”

N comptage “classique”

Z, Q, R multiplicité numérique

M = (N;min,+) automates Min-plus
PB(B*) = B(B*) transducteurs

N{(B*)) transducteurs avec multiplicité
B(F(B)) automates a pile



Equivalence des automates a multiplicité

L'équivalence des automates a multiplicité dans
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Equivalence des automates a multiplicité

L'équivalence des automates a multiplicité dans

le semi-anneau de Boole B

un sous-semi-anneau d’un corps
(Z, min, +)

Rat B*

NRat B*

L'équivalence des

transducteurs
transducteurs a multiplicité dans N
transducteurs fonctionnels

(Z, min, +)-automates non ambigus  est

décidable
décidable
indécidable
indécidable
décidable

indécidable
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Retour sur la fonction de croissance

un langage K=(c+dc+dd)*\{cc(c+d) Ulg-}
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Retour sur la fonction de croissance

un langage K=(c+dc+dd)*\{cc(c+d) Ulg-}
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Retour sur la fonction de croissance

un langage K=(c+dc+dd)*\{cc(c+d) Ulg-}
Cc

d

c+d
un automate (non ambigu) _,O/é\o\/g_>
<} d d
B
se transforme en un automate sur {z}* a multiplicité dans N
15 1z
— O
1z \ll 1z © 12
B

qui réalise la fonction de génératrice Gy (z) = ZgK (n) z"
neN



Part 111

Le cheminement vers la preuve du résultat



Qu'est-ce qu'il y a derriére la phrase:

‘Deux langages rationnels de méme fonction génératrice'?
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Qu'est-ce qu'il y a derriére la phrase:
‘Deux langages rationnels de méme fonction génératrice'?
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Qu'est-ce qu'il y a derriére la phrase:
‘Deux langages rationnels de méme fonction génératrice'?

(i) Deux automates A et 5, de préférence non ambigus,

(ii) transformésen A" et B, sur {z}* a multiplicité dans N,
qui réalisent les fonctions génératrices G, (z) et Gy (z) :
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Qu'est-ce qu'il y a derriére la phrase:
‘Deux langages rationnels de méme fonction génératrice'?
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Qu'est-ce qu'il y a derriére la phrase:
‘Deux langages rationnels de méme fonction génératrice'?

(i) Deux automates A et 5, de préférence non ambigus,

(ii) transformésen A" et B, sur {z}* a multiplicité dans N,
qui réalisent les fonctions génératrices G, (z) et Gy (z) :

G (z) =) & (n) et Gy(z)=) ex(n)z"

neN neN

(iii) et dont I'équivalence est décidable (Schiitzenberger 1961).
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Le théoréme principal
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Le théoreme principal

Theorem (BLS)
Deux N-automates sont équivalents si, et seulement si
ils sont conjugués a un méme troisiéme N-automate.

2z 1z
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Le théoréme principal

Un aveu
Les automates sont des matrices
2 1
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Le théoréme principal

Un aveu

Les automates sont des matrices

A= (LET) = (0 0 1))

|A'| =1E*T
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Le théoreme principal
Theorem (BLS)

Deux N-automates sont équivalents si, et seulement si
ils sont conjugués a un méme troisiéme N-automate.
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Le théoreme principal

Theorem (BLS)
Deux N-automates sont équivalents si, et seulement si
ils sont conjugués a un méme troisiéme N-automate.

Definition
Soient A= (/,E,T) et B=(J,F,U) deux K-automates.
A est conjugué a B
s'il existe une K-matrice X telle que:
IX=J, EX=XF, e T=XU.

) , X
Ceci est noté A = B.



Le théoreme principal

Theorem (BLS)
Deux N-automates sont équivalents si, et seulement si
ils sont conjugués a un méme troisiéme N-automate.

Definition
Soient A= (/,E,T) et B=(J,F,U) deux K-automates.
A est conjugué a B
s'il existe une K-matrice X telle que:
IX =J, EX=XF, e T=XU.
Ceci est noté A =5 B

La conjugaison est un préordre
(transitif et réflexif, mais pas symétrique).



Le théoreme principal

Theorem (BLS)
Deux N-automates sont équivalents si, et seulement si
ils sont conjugués a un méme troisiéme N-automate.

Definition

Soient A= (/,E,T) et B=(J,F,U) deux K-automates.
A est conjugué a B

s'il existe une K-matrice X telle que:

IX=J, EX=XF, e T=XU.

) , X
Ceci est noté A = B.

AéB implique que A et B sont équivalents.

IEET=IEEXU=IEXFU=IXFFU=JFFU
et donc IE*T =JF*U



Le théoreme principal

Theorem (BLS)
Deux N-automates A et B sont équivalents ssi il existe
un N-automate C et deux N-matrices X et Y tels que

AZcX B

De plus, C est effectivement calculable a partirde A et B .
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Theorem (BLS)
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Le théoreme principal

Theorem (BLS)
Deux N-automates A et B sont équivalents ssi il existe
un N-automate C et deux N-matrices X et Y tels que
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Le deuxieme théoreme
Une interprétation structurelle de la conjugaison

Theorem (BLS)
Soient A et B deux N-automates conjugués.
Alors, il existe un N-automate D
tel que A est un co-quotient de D
et B est un quotient de D .

De plus, D est effectivement calculable a partirde A et B .
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Theorem (BLS)
Soient A et B deux N-automates conjugués.
Alors, il existe un N-automate D
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Le deuxieme théoreme
Une interprétation structurelle de la conjugaison

Theorem (BLS)
Soient A et B deux N-automates conjugués.
Alors, il existe un N-automate D
tel que A est un co-quotient de D
et B est un quotient de D .

De plus, D est effectivement calculable a partirde A et B .
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Le deuxieme théoreme
Une interprétation structurelle de la conjugaison

Theorem (BLS)
Soient A et B deux N-automates conjugués.
Alors, il existe un N-automate D
tel que A est un co-quotient de D
et B est un quotient de D .
De plus, D est effectivement calculable a partirde A et B .

2

pogn ooy o
quotient quotient
5 / co-quotient ) co-quotient
X Y 2
— ,Q_ — _bo_.cg_,g.z - q@&
/

A c B



Le deuxieme théoréeme

Une interprétation structurelle de la conjugaison

Theorem (BLS)
Soient A et B deux N-automates conjugués.
Alors, il existe un N-automate D
tel que A est un co-quotient de D
et B est un quotient de D .
De plus, D est effectivement calculable a partirde A et B .
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