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Avant-propos

Les équations aux dérivées partielles (en abrégé edp) constituent la généra-
lisation naturelle des équations différentielles au cas ol I'inconnue dépend de
plusieurs variables. Elles modélisent de trés nombreux phénomeénes physiques,
chimiques, biologiques ou économiques. Classiquement, une solution d’une
edp d’ordre m est une fonction m fois contintiment différentiable. Cependant,
il est apparu au début du XX siecle que cette notion était trop restrictive
et que si 'on voulait rendre compte, de maniére satisfaisante, de certains
phénomenes il convenait d’affaiblir la notion de solution afin d’y inclure des
objets plus singuliers — par exemple des fonctions discontinues. C’est ainsi
que dans les années 1930, sous I'impulsion notamment des mathématiciens
Jean Leray et Leonid Sobolev, est apparue la notion de solution faible
qui contenait en germe celle de distribution. Inspiré par ces travaux, le
mathématicien Laurent Schwartz a élaboré dans les années 1945-50, une
théorie générale, rigoureuse et d’utilisation aisée qu’il a baptisée « théorie des
distributions». Le lecteur intéressé par la genese de cette découverte pourra
se reporter au chapitre du livre de mémoires *) que L. Schwartz consacre &
cette question ainsi qu’a lintroduction de son livre [S] (voir bibliographie).
Immédiatement apres leurs publications, ses travaux ont été utilisés par de
trés nombreux chercheurs et les bases d’une théorie moderne des edp ont été
jetées.

Le texte qui suit a pour but d’exposer en détail la théorie de L. Schwartz
et de montrer comment celle-ci fournit un cadre naturel et efficace aux edp. Il
constitue une version étendue d’un cours enseigné pendant plusieurs années a
I’Université de Paris XI-Orsay dans le cadre de la maitrise de Mathématique.

Les travaux en edp se comptent par milliers et dépassent, pour la plupart,
le niveau auquel on se place ici. Aussi avons-nous choisi de présenter les
équations les plus simples qui représentent les principales familles d’edp. 11
s’agit des équations de Laplace, des ondes, de la chaleur et de Schrodinger.

Décrivons maintenant le contenu de ce volume.

Le chapitre 1 est constitué de préliminaires. On y traite de certains
espaces de fonctions différentiables du point de vue de leurs propriétés

() Un mathématicien aux prises avec le siécle, Odile Jacob, 1997.
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topologiques et métriques et on présente des outils utiles pour la suite :
fonctions plateaux, partitions de I'unité, théoremes de densité.

C’est au chapitre 2 qu’est introduite la notion de distribution. Celle-ci
étant abstraite, nous présentons plusieurs exemples destinés a familiariser le

lecteur avec cette notion.

Les chapitres 3 & 7 sont consacrés aux diverses opérations permises
dans la théorie — multiplication par une fonction C°, dérivation, produit
tensoriel, produit de convolution, image — ainsi qu'a la notion de suite
convergente, ce qui nous donne 'occasion de détailler un théoreme fonda-
mental d’analyse fonctionnelle : le théoreme de Banach-Steinhaus. Une
attention particuliere est portée aux espaces C*(R,D'()) si utiles pour
formuler rigoureusement le probleme de Cauchy. Toute distribution est, en
un sens approprié, indéfiniment dérivable; un outil pour calculer les dérivées
de certaines d’entre-elles est constitué par les formules de Gauss et Green
dont on trouvera ici des preuves détaillées.

Vient ensuite, aux chapitres 8 et 9, I’étude des premiéres edp — équations
de Laplace et des ondes — modeles les plus simples des équations elliptiques et
hyperboliques. On y détaille les probléemes pertinents qui leurs sont associés,
le probleme de Dirichlet et celui de Cauchy.

Le chapitre 10 est capital. On y montre que les distributions {tempérées)
fournissent un cadre idéal & la transformation de Fourier. Qutre ses
applications en théorie du signal (ol elle sert & analyser un signal selon ses
fréquences) elle permet de transformer des problémes de nature différentielle
en des problemes algébriques; son utilisation dans des théorie récentes
~ analyse microlocale par exemple ~ a permis de considérables progres.

Le chapitre 11 présente une étude systématique des espaces de Sobolev
construits sur L?. Ces espaces qui permettent de mesurer trés finement la
régularité des distributions constituent également une chaine continue entre
les distributions & support compact et les fonctions C* permettant ainsi de
faire le lien entre les notions de solutions faibles et classiques. '

Une autre équation, célébre pour son utilisation en mécanique quan-
tique — ’équation de Schrodinger — est présentée au chapitre 12.

Le chapitre suivant revient sur le probléme de Dirichlet pour 'équation
de Laplace (sur un ouvert borné) et s’attarde sur sa théorie spectrale;
celle-ci peut étre vue comme une généralisation aux ouverts de R™ de la
théorie des séries de Fourier sur ]0, 2r[. On montre comment elle permet de
résoudre le probléeme mixte (Cauchy-Dirichlet) pour les équations des ondes
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et de la chaleur. L"étude du spectre du Laplacien et de son asymptotique
est une question -fondamentale, en particulier pour les applications & la
géométrie. L’expression du premier terme du développement asymptotique
est un résultat célebre du mathématicien Herman Weyl; on en trouvera ici

une preuve détaillée.

Enfin, comme il n'y a pas de véritable assimilation sans exercices, on
présente, au chapitre 14, un choix de quatorze (longs) problemes avec leurs
solutions détaillées.

Pour terminer je voudrais citer ceux qui, & des degrés divers ont exercé
une influence sur ce texte. En premier lieu je voudrais rendre hommage a
I'un des grands maitres de la théorie, le mathématicien Lars Hérmander dont
Pinfluence sur les edp modernes est immense. Le lecteur averti
reconnaitra sans mal, dans les lignes qui suivent, linfluence de son
enseignement. Qu’il en soit remercié. J’ai eu ensuite des discussions avec mes
collegues Johannes Sjostrand et Patrick Gérard (pour le chapitre 13) et je les
remercie. Enfin ce texte a bénéficié des remarques des promotions successives
d’étudiants & qui ce cours & été dispensé.

La réalisation technique de ce volume est I'ceuvre de Mme Antoinette Bardot
qui s’est acquittée de sa tiche avec beaucoup de patience, de gentillesse et de
compétence. Je lui en suis reconnaissant.

Claude Zuily
Orsay, juin 2002






| Chapitre 1

Espaces de fonctions différentiables

On introduit 'espace de fonctions k fois continiment différentiables sur un
ouvert de R™ et on étudie sa topologie naturelle. On fait de méme pour le
sous-espace des éléments & support compact. On développe ensuite des outils
utiles pour la suite : fonctions plateaux, partitions de 'unité, théoremes de
densité.

1 . Les espaces c*(9)

Soit © un ouvert de R". On désignera par C°(Q) (resp. C1(Q2)) l'espace
des fonctions continues (resp. continiment différentiables) sur 2 & valeurs

complexes puis, pour k£ € N, k > 2, on pose,

a
(L1  CHQ) = {u e ck1(Q) - 5}1 eCck(Q), i = 1,.A.,n},

T
C’est Pespace des fonctions k fois contintiment différentiables sur 2 a valeurs
dans C. On notera enfin
(1.2) Ce(Q) = [ CHQ)

keN

l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur €. Pour désigner les
dérivées partielles d’ordre supérieur a 1, il sera commode d’introduire les
notations suivantes.
1.1. Notations
Un multi-indice a est un n—uple d’entiers, a = (a@1,...,a,) € N Pour
a, 8 € N on pose
lal=a1+ ...+ an, al=a1!...an!,
agﬁﬁaigﬁi,‘v’izl,...,n,

si aZIBy a*,@=(01*61,...,an—ﬂn) et

(13) . ol

o (0 =
G :(5;) (a—i;) .
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Alors u € C*(Q) si et seulement si, pour tout o € N™ tel que ja| < k, 0%u
existe et appartient a C°(Q).

Si u,v sont deux éléments de C*(2) et A € C alors, u+ v, Au, uw-vet -
(si u(z) # 0, Vz € Q) appartiennent a Cr ().

1.2. Formule de Leibniz

Soit k > 1 et u,v € C*(§2). Alors pour a € N” tel que |a| < kon a

(1.4) (u-v) =) (‘ﬁ*) 8P -9 Pu.

Bla

1.3. Topologie des espaces C*(Q)

Pour définir la topologie naturelle de ces espaces nous commengons par écrire

louvert ! comme une réunion croissante de compacts.

Lemme 1.1. Pour i € N*, on pose

Ki={z€R”:!x|§i}m{xeﬂ:d(z,96)>l}

ot d est la distance euclidienne sur R™. Alors,
o
1) Chaque K; est un compact et K; CKip1.
+ +oo ©
2)0="UK=0U Ki.
i=1 i=2
3) Pour tout compact K de Q il existe ip € N* tel que K C K, -

Démonstration

1) K; est évidemment borné et, Papplication = + d(z,2°) étant continue,
clest P'intersection de deux fermés. Il est donc compact. On a ensuite,

1 o
K,-C{:EE]R":l$|<i+1}ﬂ{zEQ:d(z,Qc)>m} CKiy1 -

2) Soit z € Q; il existe iz € N* tel que |z| < ;. D’autre part, on a
d(z,Q°) > 0, car d(z,Q°) =0 implique z € Q° puisque Q° est fermé. 1l
existe donc i/, € N* tel que d(z,Q°) > ﬁ: Alors © € Kmax(i,,it)-

3) 11 existe ip € N* tel que K C {z € R™ : |z| < io}. Ensuite, 'application
z — d(z, Q°) de Q dans R étant continue, elle est bornée sur K et y atteint
ses bornes; il existe donc zo € K tel que ngﬁ{ d(z,Q°) = d(z,2°) > 0,
(car d(zo,€2°) = O entrainerait que zo € Q° ce qui contredit le fait que
o € K C Q). Il existe alors i1 € N* tel que d(z,°) > ;1; Dot
K C Kmax(io,i1)- |
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On peut alors introduire les quantités suivantes. Pour 1« € N*, posons,

pilu) = > sup [0%u(z)], siueCHQ), keN,

|l <k z€K;

pi(u) = Z sup [0%u(z)], si ue CP(Q).
ff <i T

On vérifie facilement que chaque p; possede les propriétés suivantes,
pi(0) =0, pi(du) = [A|pi(u) si A€ C, pi(u+v) < pi(u) +pi(v).

Les p; sont appelées des semi-normes car elles vérifient les axiomes des
normes sauf que p;{(u) = 0 # u = 0 mais seulement v = 0 sur K;.

On peut définir la topologie que nous allons mettre sur ces espaces, & P'aide
d'une base de voisinages.

Pour u € C*(Q), k € NU {+0c0}, € > 0 et 4 € N* on pose,

Vie(u) = {v € C*Q) : pi(v —u) < e}.
Un voisinage de u sera alors un sous-ensemble de C*(2) qui contient un
V;,e(u) pour un certain couple (i,e). En définissant les ouverts comme étant
les sous ensembles qui sont voisinages de chacun de leurs points, on vérifie
facilement que 1'on obtient une topologie 7 sur C*(£).

Proposition 1.2. Soit (u,)nen une suite de C*() et u € C*(Q). Les deux
conditions suivantes sont équivalentes.

1) La suite (un)nen converge vers u pour 7.

2) Pour tout |a| < k (tout « si k = +o0) et pour tout compact K de Q, la
suite (0% un)nen converge uniformément sur K vers 0%u

Démonstration. 1) = 2). On traite le cas k = +oo (P'autre étant analogue).
Soit £ € N et K un compact de 2. D’aprés le lemme 1.1, il existe ig € N*
tel que K C K;,. Posons i = max(ig, £). Soit € > 0; Pensemble V; ¢ (u) est un
voisinage de u. D’apres 1) il existe N € N tel que u,, € V; .(u) pour n > N i.e.

Y- sup|0%*(un —u)| < e. Commei > £et K C K;, on asupl@“(un—u)l <e
la<i K

pour nn > N et |a| < £. La réciproque est analogue et lalssee au lecteur. M
Proposition 1.3. La topologie T définie ci’dessus est métrisable. Plus

précisément, posons pour u,v € C*(Q), d(u,v) = Z o %(%”VL) Alors,
=1 )

1) d est une métrique sur C*¥(Q) qui définit la méme topologie que T .

2) Muni de cette métrique, C*(S2) est un espace complet.
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Démonstration

1) Tout d’abord le terme général de la série définissant d étant majoré par
27% d a bien un sens. Ensuite d est clairement symétrique ct d(u,u) = 0; si
d(u,v) = 0 on a p;(u —v) = 0 pour tout ¢ € N*, donc u = v sur K; pour
tout i > 1, donc sur Q d’apres le lemme 1.1. Enfin la fonction z T4 étant
croissante, comme p;(u — v) < pi(u — w) + p;(w — v), on peut écrire,

pi(u — v) < pi(u—w) + pi(w —v) < pi(u — w) pi(w —v)
T+pi(u—v) = 1+pu—w)+p(w—-v) " 1+pi(u—w) 1+p(w-v)

11 suffit de multiplier les deux membres par 27* et de sommer pour obtenir

I'inégalité triangulaire. Montrons que les topologies sont les mémes. Soit
+oo

ug € C*() et v > 0. Il existe ip > 1 tel que Y & < 5. Alors
i=tg-+1

Vo, (u0) € B(uo,7) (la boule ouverte pour d). En effet pour v € Vi, £ (uo)

on a

T S R M RN SE SRS
—— = <p; —wv —+=<r
Up, v = ¢ 12'1-*—]71(110—'0) ii+121-—~p0 0 A12z 2
i= =ig i=

(car p; < py, pour ¢ < i d’aprés le lemme 1.1, 1)). Inversement ig, e étant
donnés, on a B(uo,7) C Vi, e(ug) si T = 5= 5. En effet si v € B(ug,r) on

) 270 14¢°
S 1 _Pig(uo—v 1 e A
a, en particulier, 77> ’“"0__~"1+'m0 Goomy < 7% Toe d’ott py,(up — v) < e.

2) Traitons le cas k < 4-00. Soit (up) une suite de Cauchy pour d, i.e.

L pilup = ug)
Ve’ >0 ANy :Vp > qg> No, —;———l———p———~q——~—<5’~
— 2 1+ pi(up — uq)
Fixons i € N*. En utilisant 'inégalité ci-dessus avec ¢’ = -21; 17z pour € >0,

on voit facilement que, pour tout a, |a| < k, la suite (8% u,) est de Cauchy

dans CP%(K;). Cet espace étant complet (lorsqu’il est muni de la norme

lull = sup|u|) il existe v& € C°(K;) telle que (0% u,) converge vers v® dans
K

C°(K;). Comme K; C Kiy1, I'unicité de la limite montre que v, = v sur

K;. En particulier, on définit une fonction v continue sur ) en posant,

(1.7) v(z) =v)(z), ze€K;.

Nous allons montrer, par récurrence sur ¢, que pour 0 < £ < k,

(1.8) v) € CHK;) et v2 =8%v? sur K;, pour |a| < £.
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Clest évident pour-f = 0. Soit « tel que |o] = £+ 1; écrivons 9% = 5T8°I

ou || = £. Soit €K et 29 = (z1,...,z5,...,2,) € B(z,¢) CK;. On peut

écrire
(1.9) 9% UP(I) u,, zo)+/ 0%up(z1,..., Yy, Tp)dy.

Comme, pour |af < k, (8%u,) converge uniformément sur K; vers vg, on
peut passer & la limite dans les deux membres de (1.9) et on obtient,

:

(1.10) w2 () = v¥ (zo) +/ VT, Y, T dy.
&
En utilisant la récurrence, on déduit de (1.10) que,

’ ’ I"
(1.11) 9% v (z) = 0¥ v2(z0) +/0 v (21, Yy, T ) dy.

m

Le membre de droite de (1.11) a une dérivée partielle par rapport & :c,‘
continue; il en est donc de méme du premier membre; alors 38 8y

appartient & C'O(K ) ie 8%l € C’O(K ), ot v? € C’HI(K ) et 9%2) = o¢
Comme ) = U Kl, on déduit de (1.7) et (1.8) pour £ = k que v € Ck(Q)

et (0%up) converge uniformément vers v sur K; donc sur tout compact ou
encore, d’apres les propositions 1.2 et 1.3, 1), pour d. |

Remarque 1.4. La topologie de espace C*(Q) décrite précédemment n’est
pas normable. En effet supposons qu’il existe une norme n qui définisse la
méme topologie. La boule unité ouverte B,, pour la norme, est un ouvert
pour d. Comme 0 € B, il existe £ > 0 tel que,

(1.12) By ={ueC¥Q): d(u,0) <€} C B,.
+00
Soit Ng € N* tel que QL < 5. Introduisons ’ensemble
i=Np+1
(1.13) A= {u € C*Q) : pv, () < 5}.
2
Alors A C By, carsiu € A,on a
Ng +oo
1 pi(y) 1 pi(u)
d(w,0) =S = _Piw) o)
0= T+ ,_;1 % T4 pi(a)

<pNou)Z Z —< +——e.
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On déduit de (1.12) que,
(1.14) AC By ={ueC"Q):nu) <1}.
Nous allons montrer le fait suivant.
(1.15) 3ug € C¥(Q), uo #0, telle que ug =0 sur un voisinage de Ky, .
Supposons un instant ceci prouvé. Alors pour tout A € R*, Aug appartient
a A (car py,(Aug) = 0). D’apres (1.14) on a An(up) < 1 pour tout A > 0,
donc ug = 0 ce qui contredit (1.15). Il reste & construire wug. Soit zg € €2,
zo ¢ K, ; soit § > 0 tel que B(zo,25) C K5, N Q. Posons,

0 si lz—zo] >4, z€Q,

1
|£13 - Io|2 — 62

(1.16) ug(z) =

exp( ) si |z — o] < 6.

11 est facile de vérifier que ug € C™(2), up # 0 et ug = 0 sur un voisinage de
Ky, puisque Ky, C{z € Q: |z — o] 226} C {z € |z — 0] > 6}

1.4. Une propriété de C~(Q)

Introduisons tout d’abord une définition.

Définition 1.5. Un sous ensemble B de C*(Q) est dit borné si,

(1.17) Vi e N* BMi>0:p¢(u)§Mi, Yue B.

Il faut remarquer que cette notion est différente de la notion de borné
pour la distance d (i.e. contenu dans une boule). En effet la distance définie
3 la proposition 1.3 est telle que d(u, v) < 1 pour tous u, v € C*(f), de sorte
que tout sous ensemble de C*(2) est borné pour la distance alors qu’il n’en
est pas de méme avec la notion ci-dessus.

Théoréme 1.6. Soit B un sous ensemble de C*°(Q). Il y a équivalence entre :
1) B est compact,
2) B est fermé et borné.

Démonstration

1) = 2). Un sous ensemble compact d’un espace topologique séparé est

toujours fermé. Montrons qu’il est horné au sens de la définition 1.5. Soit

i € N.On a B C LEJB V;1(u); comme les V;1(u) sont des ouverts, la
u
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compacité de B implique qu’il existe uy, ..., uy dans B tels que B est inclus
N

dans £U1 Vii(ué). -

Posons M; = max pi(ue)+1. Alorssiu € B, il existe £ tel que pil{u—ue) < 1
et donc, p;(u) < pi(ue) + pi(u — ue) < M;.

2) = 1). Soit B un borné. Comme la topologie que nous avons définie sur
C°(§?) est métrisable, il suffit de montrer que de toute suite (up) de B on
peut extraire une sous suite (uy, ) telle que, pour tout compact K de §2 et tout

o € N, (0%u,, ) converge uniformément sur K. Pour simplifier les notations
supposons {2 =Ja, b{C R. Par hypothése on a

(1.18)  VieN" 3M; > 0:supul| < M;, VpeN, ve=0,...,i,
K

(ol on a noté ux(f) la dérivée /—ieme). On en déduit que pour z,y € K; et
0<¢{<i—1,0ona

(1.19) [up? (@) — uf (9)] < sup [uf* D] |z — y| < Miyy Jz — y].

Kitr
Il en résulte que, pour 0 < ¢ < i—1, les ensembles (ug))peN sont équicontinus
sur K;; ils sont en outre bornés en tout point z de K;. On déduit du théoreme
d’Ascoli qu'ils sont relativement compacts dans CO(K;).

Pour ¢ = 1, il existe une sous suite (o, (p)) C (up) telle que (Yo, (p))
converge uniformément sur Kj. Pour ¢ = 2, il existe (Uos(p) T (Uay(p))
telle que (uq,(p)) et (u;2(p)) convergent uniformément sur K,. A I'étape i, il
existe (Ug,(p)) C (Uo,_,(p)) telle que (Yoip)), (Ug iy (u((:i;pl)) ) convergent
uniformément sur K;. Posons v, = Ug,(p)- La suite (vp) est extraite de la
suite (up). Soit K un compact de Q et kg € N*; montrons que (vf,l)) converge
uniformément sur K pour 0 < ¢ < kq. 1l existe i € N tel que K C Ky 43.
Posons pg = max(ko, ). Pour p > pg + 1, on a (vp) = (g, (p)) C (Yopor1(p)

G
et nous avons vu que (u,
PO

0< €< po. Or K C Kipyy C Kpo+1 €t po > ko; il en résulte que (v,(,e))
converge uniformément sur K pour 0 < ¢ < k. ]

1 p)) converge uniformément sur Ky, pour

Remarque 1.7. L'implication 2) = 1) est fausse en général dans les espaces
C*(Q) avec k < +00. En effet considérons le sous-ensemble de C°(]0, 1])

A={ueC’0,1): ju(z)| <1, Vz €01},

muni de la topologie induite. I1 est fermé (car la convergence dans Cc°(jo, 1))
implique la convergence ponctuelle), il est borné (au sens de la définition 1.5)
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mais il n’est pas compact. En effet, de la suite (sinpz)pen C A, on ne peut

extraire aucune sous suite convergente (méme simplement).

2 « Les espaces Ck(Q), 0 <k < +oo
2.1. Support d'une fonction continue

Théoréme-Définition 2.1. Soit u € C%). Le support de u est le sous
ensemble fermé de R™ défini par 'une des assertions équivalentes suivantes.

1) suppu = {z € Q: u{x) # 0}.
2) zo ¢ suppu < 3V, 1 u(z) =0, Vo € V.

3) (suppu)© est le plus grand ouvert ott u est nulle.

La preuve de I’équivalence est facile et laissée au lecteur.

Les propriétés suivantes sont aisées & vérifier

suppu =@ < u =0 dans Q,
@21 supp(u - v) C suppuNsuppv,

Ju . .
supp 75— C suppu, i=1,...,n, si ue CYQ).
J

2.2. Les espaces C§(Q)
Définition 2.2

1) Pour k € NU {+co}, C§(f) désigne I'ensemble des u € C*(Q) tels que
supp v est un compact contenu dans §2.

2) Si K est un compact de Q, C¥(K) désigne 'ensemble des éléments u de
Ck(Q) tels que suppu C K.

Remarques 2.3

a) Si u € CE(), la fonction définie sur R” par,

N {u(w), zeQN
u(z) =
0, z¢Q

appartient & CF(R").
b) L’espace C¥(Q2) n’est pas trivial. En effet soit 2o € Q et € > 0 tels que
{z € Q: |z — zo] < e} C Q. La fonction ¢ définie sur Q par,
exp ( -1
(22) (p(:l:) = 52 - ISC - IEQIZ
0 si |z —xo|>e, 2€Q,

) si |z —xo| <,
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appartient & C§°(£2). Le support de ¢ est la boule fermée de centre zg et de
rayon €.

¢) Voici un exemple d’utilisation de ces fonctions. Soit f une fonction continue
sur ) telle que [, f(z)¢(z)dz = 0, pour toute fonction ¢ réelle appartenant
a C§°(Q). Alors f est identiquement nulle. Il suffit de prouver ce résultat
pour f réelle puis de Pappliquer aux parties réelles et imaginaires de f, dans
le cas général. On raisonne par I’absurde. Si il y avait un point zg € £
ou f(zo) # 0, il existerait une boule B(zq,e) C  dans laquelle on aurait
(par exemple) f(z) > 0. Soit ¢ la fonction construite en (2.2); on aurait
Joolz) f(z)de = [, . e(x) f(z)dz > 0, ce qui contredit I'hypothese.

2.3. Topologie des espaces C§(Q)

11 est difficile de définir de maniere précise et d’étudier, en quelques lignes,
la topologie de ces espaces. Nous nous contenterons ici d’en donner une
description rapide (et suffisante pour nos objectifs) en insistant sur ses
principales propriétés. Le lecteur qui désire approfondir ces notions pourra
consulter par exemple le livre [R].

too N .
Nous avons vu au lemme 1.1 que = ‘Ul K; ou (K;)ien+ est une suite
=

croissante de compacts. Il résulte du 3) de ce lemme que,

+o0
(2.3) E=Ckn) = UCOK)WUE ot E; = CE(K)).

i=1 =1

Si k < +00, on met sur E; la topologie 7; issue de la norme

(24) lule. = ) sup [0%u(z).

lal<k €K

Si k = 400, on met sur E; la topologie 7; issue de la famille de normes

(2.5) peu) = Z sup |8%u(z)], £eN.

laj<e €K

On voit, comme dans la proposition 1.3, que cette topologie est métrisable.
D’autre part, comme les K; sont croissants, il est facile de voir que E; C F;11
(avec injection continue). D’autre part, 7;4; induit sur E; la topologie 7; (car

pour les fonctions & support dans K; on a sup = sup ).
K; Kipa
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Théoréme 2.4. Il existe une unique topologie T sur CE(Q) (appelée limite
inductive stricte des topologies T;) telle que,
1) T induit sur chaque E; = C§(K;) la topologie T;.

2) Une suite (u;);en de C§(Q) converge dans cet espace si et seulement si

{a) il existe ig € N* tel que suppu; C Kj,, pour tout j € N.

b) La suite (u;)jen converge dans Cf(Ky,).

3) Une forme linéaire T sur CE(Q) est continue si et seulement si la
restriction de T & chaque C§(K;) est continue.

4) Un sous-ensemble A de CF() est borné dans cet espace si et seulement
si il existe i9 € N* tel que A C CE(K;,) et A y est borné.

Remarque 2.5. Chaque espace CE(K;) est métrisable (ou normable) par

la distance d(u,v) = Z 71—%,(;%}% (par la norme (2.4)). C’est alors un

sous-espace fermé de Ck(ﬂ) donc complet d’aprés la proposition 1.3.
2.4. Construction de fonctions plateaux

Théoréme 2.6. Soit Q2 un ouvert de R™, K un compact de 2 et O un ouvert
tel que K C O et O C . I existe alors ¢ € C(Q) telle que ¢ = 1 sur K,
p=0dans O°et 0 < p <1

Démonstration

Point 1 : pour tout € > 0 il existe p. € C®(R") telle que,
i) pe>0, i) supppe C{zeR™:|z|<e}, iii) [p(z)dr=1.
En effet considérons la fonction pg définie par

polz) = exp (————1 — lfﬂl?‘)’ si|z| < 1,
O’ si ]IIZI

Elle est de classe ' sur R", positive et on a supppy C {z : |z| < 1},

J po(z)dz > 0; posons alors p(z) = T?’—gl—”)dL puis, p(z) = e ™ ( ) On
o x

vérifie facilement que p. satisfait aux conditions i), ii), iii).

Point 2 : soit K un compact de R". On pose K, = {z € R" : d(z, K) < ¢}

ol d est la distance euclidienne. Alors, pour tout € > 0 il existe . € C®°(R")

telle que 0 < 6. < 1, 6. = 1, sur K, 6, = 0 sur K§,.. En effet soit 1. la
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fonction caractéristique de K, t.e. 1. = 1 sur K, 1, = 0 sur K¢. On définit
alors 6. sur R" par,

(2.6) 6.(z) = / pe(z = 1) Lu(y) dy.

Comme [ p.(z)dz =1et 0 <1, <1, on a facilement 0 < g, < 1. Le fait que
fc soit C va résulter du fait que p. est C§° et du théoreme de dérivation
de Lebesgue. En effet, pour tout o € N” on a

|07 [0 (z = 9) 1e(W)]] = |(0%p)(z — ¥) 1 (v)] < Cenl.ly) € LLR™Y)
ou Cp o = zsguﬂ%)n [8%pe(2)].

Nous utilisons ensuite I'inégalité |d(z, K) — d(y, K)| < d(z,y) pour z,y dans
R™. Si z € K3, on a d(z,K) > 2; dans l'intégrale du membre de droite
de (2.6), on a y € suppl, = K, ie d(y, K) < e. On en déduit que
|z —y| = d(z,y) > ¢, dott z — y ¢ suppp. et 0:(z) = 0. Ensuite, on peut
écrire, puisque [ p.(z)dz =1,

) 1= ot [ pe-na=06+ [ i

SizeKetye K, onad(z,K)=0et d(y,K)> e, dou |z — yl > €; alors
T~y ¢ supp p. et (2.7) montre que 6, (z) = 1.

Point 3 : soit K et O comme dans ’énoncé. 11 existe alors €o €]0, 1] tel que
(2.8) K C Ko, CO.

La fonction ¢ = 6, construite au deuxiéme point répond & la question. Pour
terminer prouvons (2.8). Si celle-ci est fausse, pour tout e €]0,1[ il existe
Te € Kz tel que z. € O°. Or Ky, C K, qui est un compact. Il existe donc
une sous suite (z,) qui converge vers zo € K,. Comme d(ze,K) < 2¢, on
a, par continuité, d(zo, K) = 0 i.e. o € K ; mais (ze;) C.O° qui est fermé,
donc zo € O, ce qui contredit le fait que K C O. B

Remarque 2.7. 1] est facile de voir que, si I'on pose

_ g\ 4(z ~y)

0@) = [ peae =) 1se )ty = (5) [o(*E D)1k, w)ay,
alors 6, € Cg°(K,), 8. = 1 sur K./, 0 < 6. <1 et, pour tout o € N", il
existe Co > 0 (indépendante de ) telle que, sup |8*8,(z)| < Cpe—lol.

Rn

En effet
o< (5)7(2)" [ e (D) 1k, )]
< glel (/laap(z)ldz) gl
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2.5. Partition de l'unité
1l s’agit de construire un outil permettant de passer du local au global.
Théoréme 2.8. Soit (w;);en une famille d’ouverts de R™ telle que
o0
(a) R* = U wj,
j=0
(b) @, est compact pour tout j € N,

(c) tout point de R™ a un voisinage ne rencontrant qu’un nombre fini de w;.
Il existe alors, pour tout j € N, des fonctions ¢; € C*(R™) telles que

+o00
supp¢; C wj, 0 < ;< let y p;(z)=1 pour tout z € R™
=0
La famille (¢;);jen est appelée une partition de Punité subordonnée au
recouvrement (w;);en de R™.
Remarquons qu’en vertu de 'hypothese (c), la somme apparaissant dans la
conclusion du théoréme ne porte, pour z fixé, que sur un nombre fini d’'indices.

Démonstration. Elle est basée sur le lemme suivant.

Lemme 2.9. Sous les hypothéses du théoréme 2.8, il existe une famille
d’ouverts (w})jen telle que

1) Q‘; C Wy,
+o0
2) R* = jL:JOw;.

Montrons tout d’abord comment le lemme implique le théoréme. On
Papplique deux fois et on déduit l'existence de deux familles d’ouverts
(W))jen, (w))jen telles que @} C wj, @ C wj. Comme W est compact, il

existe 0; € C§°(w;), 6; = 1 sur v}, 65 = 0 dans (w})® et 0 < 6; < 1. Posons
400

pour z € R™, 8(z) = 3 8;(z), ce qui a un sens puisque cette somme est, pour
it

z fixé, finie d’apres (c). Comme tout point de R™ appartient & un wj, on a
0(z) > 0j,(z) = 1 pour tout = € R™. D’autre part si g € R, il existe V, et

un ensemble fini d’indices Jz, C N tels que 8(z) = 3 6;(z) pour z € Vy,.
7€ Tz

On en déduit que § € C=(R™). On peut alors poser ;(z) = 0;(z)-0(z)! et
il est facile de voir qu’elles satisfont les conditions de 1’énoncé du théoréme.

Démonstration du lemme 2.9. On raisonne par récurrence. Tout d’abord
B < o~ +00 _
on écrit R™ = wo Uwg ou wo = .Ul wj est un ouvert; donc Fy = w§ est
]:
un fermé tel que Fp Nw§ = 0. Par conséquent Fy C wp. Il existe alors
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wj ouvert tel que Fp C wj C wo et @y C wo. Comme (wj)¢ C F§, on a
(wg)e N Fy = B dott wy Uwg = R™. Supposons w§, . ..,wy,_1 construits tels

+oo . -
que W, Cw; et R =w{U...Uwl, U ( u wj). On écrit R = w,, U @y,

j=m
- m—1 ; 400 _ ,
ol Wm = ( o wi)u( U le). Alors Fy, = @F, est un fermé tel que
Ij= J=m-+
wE,NFy, = 0§, donc Fyy, C wiy et il existe un ouvert wi, tel que Fr, C w), C wp,
!, C w., et comme ci-dessus on montre que R” = w!, U @y,. En résumé,
on a construit pour tout m € N, des ouverts w), tels que @, C wp, et

+00
R™ = (_gow]) U (j:rUnij). Soit x € R™; d’apres la condition (c), il
n’appartient qu’a un nombre fini de w] ; 1l existe donc m € N tel que z ¢ w;
sij >m, douxe}&)wze R"*JUOw ]
Remarque 2.10. R™ est en effet une réunion localement finie et dénombrable
d'ouverts relativement compacts. Si B(a,r) désigne la boule ouverte eucli-
dienne de centre a et de rayon r, on a R" = aéJZ" B(a, v/n). On en déduit
qu'il en est de méme pour tout ouvert 2 de R™, car si R® = ‘L€JN wj, on a
Q= _gN(Q Mw;) qui est aussi une réunion dénombrable et 1oca.]1ement finie

d’ouverts relativement compacts.

Corollaire 2.11. Soit K un compact de R™ et (w;);=1,..,m un recouvrement
fini de K par des ouverts relativement compacts. Il existe alors, pour
j = 1,...,m, des fonctions ¢; € C°°(R"™) teHes que, 0 < ¢; < 1,

supp ¢; C wj, thJ <1 pour tout z de R™ et Zgoj ) =1 sur K.

Demonstramon Soit 8 = K¢; d’aprés la remarque 2.10 on peut écrire

Q= _U1 €2 ou les 2; sont des ouverts relativement compacts et la réunion
j=

est localement finie. On en déduit que R™ = K U K¢ = ( Gl wj) U (:Gj Q).
J: =

On peut appliquer le théoreme 2.8. Il existe des fonctions ¢; € C*(R"),

Pr € Coo(Rn)’ Jj= 1,...,m, k€ N*a telles que 0 < Pj <1L,0< ka <1

m +00
supp ¢; C wj, supp¥x C Uk et Y. ¢;(z) + Y ¥r(z) = 1. On en déduit que
i=1 k=1

m

Z ;{x) < 1 pour tout  de R™; si z € K on a yx(z) = 0 pour tout k € N

car supp ¥ C 2k C = K¢, donc Z pj(z) = 1. u
=

Remarque 2.12. Pour tout recouvrement ouvert (£2;);er de R™, il existe un
recouvrement ouvert dénombrable (2});cny formé d’ensembles relativement
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compacts localement fini et plus fin que {€;),e7. On renvoie pour cela a [D},
chapitre 12, § 6.

3 « Théoremes de densité

On se propose de montrer que C§°(§2) est dense dans certains espaces
fonctionnels. C’est une information utile dans la pratique. En effet supposons
que l'on veuille prouver une certaine assertion (inégalité, etc.) pour des
fonctions peu régulieres (par exemple continues, LP, etc.). Il est souvent plus
facile de la démontrer pour les fonctions C§°(§) puis d'utiliser la densité
pour 'avoir dans le cas général. On verra plusieurs exemples de ce type dans
les chapitres suivants. La preuve de la densité se fait presque toujours en
deux étapes qui sont appelées «troncature» et «régularisation». La premiere
consiste & montrer que, dans un espace fonctionnel, les éléments qui sont nuls
hors d’un compact forment un sous-espace dense dans tout l'espace tandis
que la deuxiéme concerne l'approximation d’un tel élément par une suite de
C§(?); la régularisation se fait par un procédé universel : la convolution.
Nous I'étudierons en détail, dans le cas des distributions, au chapitre 6.

3.1. Troncature
Proposition 3.1

1) Pour 1 < p < 400, LE(2) = {u € LP(2) : uw = 0 hors d’un compact} est
dense dans L? ().

2) Pour 0 < k < +oo, C&(Q) est dense dans C*(Q).
+
Démonstration. D’apreés le lemme 1.1, on a Q) = 6: K; ou K; est compact
i=

et K; Cfo(i+1. Soit ¢; € C§°(Q) telle que v; = 1 sur Kj, p; = 0 dans (I‘;'H_l)c,
0<¢; <1.

1) Soit u € LP(§2); posons u; = @;u. Alors u; C LE(§2) car |u;] < |u| et u; =0
hors de K;;1. Montrons que la suite (u;);en+ converge vers u dans LP(2). On
ui(z) — u(z)fP = (1). On a
(1) = |u(z)P |1 — pi(z)|P. Si z € Q il existe jo tel que z € Kj,;sii> jpon a
Kj, C K; et donc ¢;{z) = 1. On en déduit que p.p. dans 2, (1) — 0. D’autre
part (1) < Ju(z)|P € L}(2) (car 0 < ¢; < 1). On en déduit que (1) — 0 dans
L1().

applique le théoreme de convergence dominée a

2) Soit u € C*(Q) (k < +00) et u; = p;u € CE(Q). Nous allons montrer que

pour tout £ € N, (4) = pe(u; —u) = > sup |0%(u; — u)] tend vers zéro
o<k €K,
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lorsque i — 400. La formule de Leibniz (1.4) montre que pour |a| < k,

0°( =) =9l = 0] = (g~ Do"u+ 3 (5 ) 0 0
B<a
B#0

On en déduit

(4)< D suplp <—llsup |0%ul

|| <k Ke
+ E E sup |0° o;] sup [8° P .
< ) K, { l K, ] j’l

ja<k £<o

Or pour t > £+ 1, K¢ CK4y1C K; et donc @i = 1 sur Ky, Bﬂcp,- = 0 sur K,
si B # 0. 1l en résulte que (A) = 0sii> £+ 1. Le cas k = +o0 est analogue.

K
3.2. Régularisation
Tout d’abord si ¢ € C§°(R™) et f € LP(R™), 1 < p < +oo, alors pour
tout x dans R™, la fonction y — @(z — y) f(y) appartient & L'(R™); en effet
L2(R™) C LY(R™) et |o(z — y)||f(y)| < sup | - 1 (¥)|. On peut alors poser

(3.1) (p* f)(@) = / oz — ) () dy.

¢+ f est appelée «la convolution de ¢ par f». Nous allons montrer le résultat
suivant.

Proposition 3.2. La fonction ¢ * f appartient & C§(R™).

Démonstration. Nous allons utiliser (voir § 2.4) le théoréme de dérivation
de Lebesgue. Tout d’abord, pour presque tout y dans R™, la fonction
z + ¢(z — y) f(y) appartient & C*°(R™). Pour tout z € R" on a

102 e(z — y) F(WI = [(8%p)(z — y) f(y)] < sup [0%p] - | f(v)] € L'(R™).

On en déduit que ¢ * f € C°°(R™). Ensuite supposons que le support de ¢
soit contenu dans {z € R"™ : |z| < A} et que f(y) = 0 pour |y| > B. Soit z
tel que |z| > A + B. Dans I'intégrale qui définit ¢ * f,onaz—y € supp ey,
d'ou |z —y| < A;onaalors |yl > |z] ~ |t —y| > A+ B— A = B et donc
f(y) = 0. On en déduit que (p * f)(z) = 0 pour tout = tel que x| > A+ B
d’ol supp(p * f) C {z € R™ : |z| < A+ B}. Remarquons que si f € Cg ce
méme argument montre que supp(y * f} C supp ¢ + supp f. ]
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Proposition 3.3. Si ¢ € C3°(R™) et f € CER™), k € N, alors ¢ * f
appartient & C3°(R™) et

9 (px f)=x0°f, lal <k
Démonstration. Comme f € CER™) C LE(R"), la premiere assertion

résulte de la proposition 3.2. Pour la deuxidme on écrit, aprés changement de

variable,
(o + )(z) = / o) f(z — y)dy

et on applique comme dans la proposition précédente le théoreme de
dérivation de Lebesgue. B

Soit p € C®(R") telle que suppp C {z € R™ : lz} <1}, p = O et
[ p(z)dz = 1. On pose

(3.2) pe(z) = 0(2).

La suite (p.) est appelée une « approximatizn de identité», ce terme étant
justifié par le résultat suivant.
Proposition 3.4
i) Siue CER™), k €N, pour tout & € N*, |af <k, (8*(pe * u)) converge
vers 8%u uniformément sur R, lorsque € — 0.

ii) Siue LE(R™), (pe * u) converge vers u dans LP(R™), lorsque € — 0 et
ce, pour tout 1 < p < +o00.
Démonstration
i) Pour |a| < k, on a 8%(pe * u)(z) — 8%u(z) = (pe * 9°u)(z) — I%u(z) =
e [ p(Z2¥) 0°u(y)dy — 0%u(z) = [ p(z)8%u(z — ez)dz — 0%u(z) =
[ p(2)[8°u(z — €2) — 0%u(z)]dz car [ p(z)dz = 1. Comme u € Ck(R™),
pour tout |a] < k, 0%u est continue 3 support compact donc uniformément
continue sur R™ i.e.
(3.3) vé6 >0 3n(a,8) >0:Vz,z',
|z — 2] < n(a,8) = |0%u(z) — 8%u(z")] <.
Soit alors § > 0; il lui correspond n(c,§) par (3.3). Prenons € > 0 tel que
e < li?fkn(a,é) = ns; alors |z — ez — x| = €|z| < € < ns, sur le support de
[23

p(2). On déduit de (3.3) que
16% (o * u)(z) — 0%u(z)| < / p(2)0%ule — £2) — 0%u(z)|dz <, Yz € R”

ce qui prouve i).
ii) On commence par rappeler un résultat classique de théorie de I'intégration
qui exprime que la translation est continue dans LP(R™).
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Lemme 3.5. Soit.zg € R™, |20| < 1 et f € LP(R™). Soit f(-—e 20) la fonction
définie p.p. sur R™ par z — f(z — €29). Alors lir% (- —ez0) = fllLr = 0.
£—

Remarquons que la preuve de ce lemme nécessite déja de savoir, par
exemple, que Pensemble des fonctions étagées intégrables est dense dans
LP(R™).

Soit g tel que %+ % = 1. En écrivant p(z) = p(2)/9p(2)/? et en utilisant
Pinégalité de Holder, on obtient

1/p

loe »u() (@) < ([ o))" ( [ pllute—e2) —uta)paz)

On integre alors en = sur R™ et on utilise le théoreme de Fubini aprées avoir
élevé les deux membres & la puissance p. Il vient

loe s =il < [ olut: - e2) —ull =

On applique le théoréme de convergence dominé au deuxiéme membre. En
effet, pour z fixé, I'intégrant tend vers zéro, avec e, d’apres le lemme 3.5.
Ensuite p(z)llu(- —e2) = ull}, < 2P|lull}, - p(2) € L*(R™) et le résultat en
découle. ]

Corollaire 3.6. Si  est un ouvert de R, C§°(2) est dense dans C*(R)
pour k € N™ et dans LP(§2) pour 1 < p < +00.

Démonstration. La densité étant transitive il suffit, en vertu de la proposi-
tion 3.1, de considérer les espaces C¥(Q) et L2. Soit u € C¥(Q) (resp. LE(S2)).
11 existe un compact K de €2 tel que v = 0 dans K°. Notons % la prolongée
de u par zéro hors de Q. Alors & € C&(R") (resp. L2(R")). Posons pour
€ >0, 4 = pe * U et ue = | (i.e. restreinte & Q). Comme le support
de p. est contenu dans {z € R" : |z| < ¢}, celui de @, est contenu dans
Ke = K+ {z: |z| <e€}. Sie est assez petit, K. est un compact contenu dans
Q. On déduit de la proposition 3.2 que u. € C§°(2). D’autre part, il résulte
de la proposition 3.4 que gl_r% [ltie — @llcxgny (resp. || - llL»wn)) est nulle. 11

suffit de remarquer que ||@e — @l|grn) = llue — ullg@) si E = CkoulPr. M

Considérons maintenant deux ouverts {23, Q22 de R3? et R72. On notera
C5° (1) ® C5°(22) le sous espace de C§°(2; x Q2) formé par les fonctions
qui sont des combinaisons linéaires finies de termes de la forme u(z)v(z2)
ol u € C§P(N), v € C§° ().



18 1 e Espaces de fonctions différentiables

- ——

Proposition 3.7. Tout élément de C§°(Q1 x Q) est limite d’une suite
Jéléments de C5° () ® C§°(S2)-

Démonstration. Soit ¢ € C§°(§1 % 12). Supposons que Supp ¢ soit contenu
dans K = K; x Ko ou K; est un compact de Q;, 1 = 1,2. 11 existe
une suite (Pj)jen de polyndmes en (z1,72) telle que, pour tout « dans
Nmitr2 (§% P;) converge uniformément sur K vers 8%¢. Soit i € C&(S4),
g, = 1 sur Ky, 1 = 1,2. Posons ¢;(z1,%2) = 01 (z1)02(x2) Pj(z1,12) =

S aj oy, 01(z1) xT O2(z2) T5° OU Gjan,00 € C. Alors ¢; appartient
|ai+az|<m;
3 Cg°()®CE° () et pour tout o € NMt72_ (9% ;) converge uniformément

vers ¢ sur K x Kp; comme de plus, supp ¢; C supp #; x supp 2 qui est un
compact fixe, la suite (ip;) converge vers ¢ dans C§° (0 x 2)- |

4 . Formule de Taylor avec reste intégral
Nous rappelons ici cette formule trés utile dans la pratique.

Proposition 4.1. Soit © un ouvert de R, N € N* et u un élément de
CN(£). Soit =,y deux points de §) et supposons que le segment qui les joint
soit contenu dans (1. On a alors,

um) = Y O uw)E-v)°

lo|<N-1

1
+ Z %(m_y)"‘/o (1—t)N‘18°‘u(ta:+(1—t)y)dt.

lal=N



| Chapitre 2

Les distributions

On introduit dans ce chapitre la notion de distribution puis celles d’ordre
et de support d’une distribution, et on étudie les espaces que ces notions
permettent de définir. On donne enfin des exemples.

1 « Définition des distributions

Définition 1.1. Soit © un ouvert de R™. Une distribution T sur Q est une
application linéaire de C§°(f2) dans C telle que :

pour tout compact K de §2 il existe Cx >0 et k € N tels que
(1.1) (T, @) <Cx ) sup |0%(z)|

lol<k *€

pour tout ¢ € C§(K).

Remarquons que, pour des raisons pratiques qui apparaitront ultérieu-
rement, on a noté (T, ¢) 'action de la forme linéaire T sur 1’élément ¢ de
Ccge.

Remarque 1.2. Compte tenu de la topologie des espaces C§°(£2) et C§°(K)
il est facile d’interpréter la définition 1.1. En effet on a éqilivalence entre
les quatre propriétés suivantes :

(i) T est une distribution sur .

(ii) T est une forme linéaire sur C§°(9) telle que pour tout compact K de
Q, la restriction de T & C§°(K) est continue.

(iii) T est une forme linéaire continue sur C§°(9).

(iv) Pour toute suite (p;) de C§°(§2) telle que
a) il existe K compact de § tel que suppy; C K, Vj € N,
b) (p5) — 0 dans C°(K),

alors lim (T, ¢;) =0.
j—+oo
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En effet (1.1) exprime la continuité de la restriction a C§°(K) de T, donc
(i) ¢ (ii) ; ensuite comme C§°(K) est métrisable, la continuité est équivalente
4 la continuité sur les suites d’ou (ii) <> (iv); enfin (ii) et (iil) sont équivalentes
en vertu de la topologie mise sur C§°(§2) (voir chapitre 1, paragraphe 2.3).
L’ensemble des distributions sur Q est noté D’(§2). C’est un espace vectoriel

sur C. Cette notation est justifiée par le fait que, d’aprés (iii), cet espace est
le dual de Pespace C§°(f2) qui était noté D(§2) par L. Schwartz.

2 « Ordre d’une distribution

L’entier k intervenant dans {1.1) peut dépendre du compact K. Si par contre
un méme k est valable pour tous les compacts, on dit que T est d’ordre
inférieur ou égal a k.

Définition 2.1. Soit k un entier. Une distribution 1" sur €2 est dite d’ordre
inférieur ou égal a k si,

pour tout compact K de Q il existe Cx > 0 telle que
(2.1) HT, @) <Ck Y sup |8%(x)],

jal<k *€

pour tout ¢ € C§°(K).

L'ensemble de ces distributions est noté D'*)(Q). On pose D'F(Q) =
kUN D'®*)(Q). C'est Pespace des distributions d’ordre fini.
€

On dira enfin que T est d’ordre exactement k si T appartient & D'(*) (Q) mais
pas & D'k=1)(Q).

Exemple 2.2. Soit T € D'(2). Soit w un ouvert tel que @ soit un compact
contenu dans 2. Alors T € D'F(w). En effet, au compact @ correspond,
d’aprés (1.1), un entier k tel que (1.1) soit vraie pour ¢ € C§°(@). Comme
C(K) C C§°(w) lorsque K est un compact contenu dans w, (1.1) est vraie
avec ce méme k pour ¢ € C°(K), i.e. T € D'®)(w).

Le résultat suivant donne une interprétation de P’espace D'®*)(Q) ou
keN.

Théoréme 2.3. Soit T € D'*)(Q). On peut étendre T' de maniére unique en
une forme linéaire continue T sur C¥(Q). L’application T — T de D'®)(Q)
dans (CE(Q))' est bijective. Elle permet d’identifier D'*)(Q) au dual de
CE(Q).



2 e Les distributions . 21

Démonstration
(1) Unicité. Soit T € D'*)(Q); C§°(2) étant dense dans Ck(Q), si Ty et
Ty sont deux formes linéaires continues sur CE($2) qui coincident avec T' sur
C&e(),onaTy =Ty
(2) Ezistence. Soit ¢ € CE(Q). Il existe une suite {pv) C C§°(2) qui converge
vers ¢ dans CE(Q), supp ¢, étant, pour tout v, contenu dans un voisinage
Ky arbitrairement proche de supp . Posons (T',¢) = u—lil-{]}oo (T, p,). Cette
limite existe car ((T',¢,)) est une suite de Cauchy dans C. En effet,

HToe) = (Topu)| = [(Toos —wu)| < Cx 30 sup 10%(00 — )]

Jad<k 70

Le membre de droite tend vers zéro lorsque v et p tendent vers 4+o00 car ()
converge vers ¢ dans CF(Q).
Montrons que T' € (CF(Q)). Soit K un compact de Q et ¢ € CE(K). Soit

(pv) € C§°, v — ¢ dans CE(Q) et suppy, C Kp. Comme T est une

distribution d’ordre < k, on a, |(T), )| <Cky S sup |8%p,|. On en déduit
la|<k Ko

que (T, )| < Ck, ] %k Szp |0%¢p] (car ¢ € CE(K)). Donc T € (CE()).

Enfin T prolonge T car, si ¢ € C§°(2), on peut prendre @, = @, pour tout v
et alors (T, ¢) = (T, ¥). =

Exemple 2.4. Soit T € D'(2). On dit que T est positive si, pour toute
¢ € C5°(2) telle que ¢ > 0, on a (T, ) > 0. Alors toute distribution positive
est d’ordre zéro.

En effet, nous avons & montrer que,

(22) VK CCQ, 3Ck >0: |T,9)| < Ck sup lol, VeeCPK).
K

1l suffit de prouver (2.2) pour ¢ réelle puis de Pappliquer aux parties réelles
et imaginaires de ¢ si celle-ci est & valeurs complexes. Soit K un compact de
Q. Soit x € C§°(2), x =1sur K, 0 < x < 1. Si w € CP(K) est réelle, les
fonctions ¥4 (z) = x(z) s?{p [l £ p(z) sont dans C§°(52) et positives en tout

point de (2. Il résulte de Phypothese que (T, ¥+) > 0 ce qui prouve (2.2).
3 « Exemples
(i) Distribution définie par une fonction f localement intégrable

Soit f € LL _(Q); on lui associe la distribution Ty définie par,

(3.1) (T = [ 10)e@)dz, pecr@).
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Soit K cC Q et v € C(K); on a, (T7, @) < [ |f(z)]dz Sl}l{p lo(z)|; done

Ty € D'OY(Q).
Il en résulte une application f + Ty de L _(£)) dans D'Ql) qui est linéaire.

loc
Nous allons montrer qu’elle est injective, ce qui se traduit par,

/f(x)(p(m)da: =0, Yy € C§°(t) = f =0 presque partout dans §2.

Soit K un compact de Q, 8 € CP(R), 0 = 1 sur K ; alors 8f € L*(R™). Soit
(pe) une approximation de Pidentité (i.e. pc(z) = e "p(Z [ ol p € C7(R"),
p >0, [ p(z)dz = 1). Pour z fixé, la fonction y — p.(z — y)0(y) appartient
a C§(9Q); il résulte de 'hypothese que

pe * (0f)(x) = / pele - 9)0() f(W)dy =0, VzeR"

En vertu de la proposition 3.4, chapitre 1, la suite (p. * (8f)) converge vers
6f dans L'(R") lorsque € — 0; alors 8f = 0 dans L! et donc f = 0 presque
partout sur K. Comme §) est une réunion dénombrable de compacts (voir
lemme 1.1, chapitre 1), il en résulte que f = 0 presque partout dans .

(ii) La distribution de Dirac

Soit zg € . On note 4, la forme linéaire sur C§°(Q) définie par
(820,2) = @(xo). Comme [{dy,, )] < Slép lp(z)] st ¢ € C(K), on a

8z € D'OV(RQ).

Cependant d,, n’est pas donnée par une fonction de L} (). En effet sup-
posons qu’il existe f € Li () telle que (dz,,9) = p(zo) = [ f(z)p(z)dz
pour ¢ € C(Q). Notons 2 = Q\ {zo}. Si ¢ € CP(Q) C C(Q) on
a p(zg) = 0 et donc [ f(z)p(z)dz = O pour tout ¢ € CP(Q). On a
montré dans 'exemple (i) que f = 0 presque partout dans {2; alors f = 0
presque partout dans €2 d’out [ f(z)p(z)dz = 0 pour tout ¢ € C§°(Q). En
prenant ¢ telle que p(zo) # 0 on aboutit & une contradiction. L’inclusion
LE (Q) € D'©(Q) est donc stricte. |

(iii) Extension

Soit o un multi-indice. Posons (T, ¢) = 8%p(zg) pour ¢ € C5°(). On a
facilement T' € D'{1(Q). Montrons que T' ¢ D'®) pour k < |a], cest-a-dire
que T est exactement d’ordre |a|. On raisonne par I'absurde. Si T' € D'(F)
(avec k < |a]), pour tout compact K de Q il existerait Cx > 0 telle que

(3.2) 10%p(z0)l < Ck Y sup ()], ¢ € CF(K).

{8I<k
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Montrons que ceci est impossible. Soit § > 0 tel que K = m C 2. Fixons
Yo € C5°(B(0,9)); wo(z) =1si |z] < % et posons ¥Y(x) = %1!10(56) 11 résulte
de la formule de Leibniz que %(0) = 1. Posons enfin () = YAz — z0))
ot A > 1 est un parametre destiné A tendre vers +oo. On a @ € CP(K) car
suppp C {z : |z — z0] < Sc{zr:|z- zo| < 8} = K. De plus 0%p(z¢) =
Nl 9235(0) = Aol et pour |8] < K, [0%(z)] = AP [BPY(A(w — m0))] <
pL S;{lp |88y (2)}. L'inégalité (3.2) impliquerait pour tout A > 1,

MR < Cre 3 sup 8P4y,
Rn
18l<k
ce qui est impossible si A — +oo car |a] — k > 1.
(iv) La distribution «valeur principale»

La fonction f(z) = % n’est pas localement intégrable sur R; cependant on

peut quand méme lui associer une distribution appelée valeur principale de
1 et notée vp . On pose pour ¢ € C§°(R),

1
<vp—,<p> = lim f—(fzdx.
z O gze T

Montrons que vp L € D'M(R). Soit K un compact de R, K C [-M, M]. Pour
¢ € C°(K) ona (vpl o) = Eh_r% faSszsM ﬂxﬂdac. D’autre part, d’aprés la

formule de Taylor on a, (z) = ¢(0)+29(z) ot Y(z) = fol ¢'(tz)dt € C=(R)
et [¢(x)] < sup |¢'(z)]. On éerit alors,
K

2 4 — dz -
/E dm-dp(())/s +/e§lz[§M¢($)dm_Il + 1.

<lzl<M T <lzl<M T
Il est facile de voir que I; = 0. D’autre part le théoreme de conver-
- . _ 1 —
gence dominée montre que 511_1.1(13[2 = flxISM Y(z)dz. Done (vpl o) =

fleSM P(z)dz d’on, !(vp%HP)I <Cum sup le'(z)], e, vpl € DO(R). En

fait up est exactement d’ordre un. En effet vpl ¢ D'O(R) car sinon on
devrait avoir I'inégalité,

1
(33) '<vp~,<p>] <C sup |g|, pour ¢ € C§°(K).
z K
Pour n > 1 considérons la suite (¢,) C CS° (R) définie par,

1
en(z) =1 Siwe[;,l}, on(z) =0 sixsg— ouz,>2, 0< ¢, <l.
T
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11 est facile de voir que sup|e,| = 1. D’autre part pour € < % on
R

n 2 "( 1 "1( —— 1 d —
a, fngf#dm = fQ_I; ﬁ—;—)dr > f% f—zﬁlda: = f%‘_ €2 = Logn. Par
conséquent <vp%,<pn> > Logn et I'inégalité (3.3) ne peut étre satisfaite si
n - +400.

(v) Une distribution d’ordre infini

too ,

Soit T la forme lindaire sur C§°(R) définie par (T, ) = Y ¢(j), ou )
=0

est la dérivée j-ieme de . Soit K CCR;ona K C [-N,N] ot N € N\ 0.

Sip € C(K) on a (T, @) < 52501@“)(]’)1 < g sup I Done T est

une distribution. Si elle était d’ordre fini il existerait k € N tel que pour tout
compact K de R on ait,

(3.4) (T, o)l <C Y sup |pP(a)].
i<k X
Soit 1o € C°(R), Yo(z) = 1 si |z < §, to(z) = 0si 2] > et 0<y <1
Posons ¥(z) = (f}%lﬁ o(z). La formule de Leibniz montre que PEH(0) = 1.
Soit p(z) = WMz — (k +1))) ot A > 1 est destiné & tendre vers +oo. On
asuppp C {z: |z —(k+1)] < =1 ck+ 1.k + 3]. On en déduit que
WD) =0sij#k+1et o*D(E+1) = NetLap(k+1)(0) = XE+1. D'autre
part pour j < k, |¢@ ()] < M sup [0 (y)] < A* sup [p1)]. Linégalité (3.4)
R R

k

appliquée & ¢ impliquerait donc que X**1 < CAF 37 sup jw@| ce qui est

=0 R
absurde si A — +o00.

4 « Support d’une distribution

On va introduire pour les distributions une notion de support qui généralise
la notion introduite dans le chapitre 1, paragraphe 2.1 pour les fonctions
continues.

Définition 4.1. Soit T € D'(Q) et w un ouvert contenu dans £2. On dit que
T est nulle dans w si (T, p) = 0 pour tout ¢ € C§°(w).

On a alors le résultat suivant.

Lemme 4.2, Soit (w;)icr une famille d’ouverts de Q et w = U w;. Si

T € D'(Q) est nulle dans chaque w; alors T est nulle dans w.

Démonstration. Soit p € C§°(w); posons K = suppy. Ona K C UI wi;la
i€

propriété de Borel-Lebesgue implique qu'il existe un ensemble fini d'indices
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J c I tel que K.C UJ w;. Soit (x;)ies une partition de I'unité relative
i€

au recouvrement (w;)ics de K ie x; € CP(w;) et 3 xi(z) = 1 pour

i€J
e »UJ w;. Comme ¢ est a support dans K ona o(z) = 5 x:(z)p(x) et done
€ ied
(T,0) = 3 (T, xap); or xip € C§(w;) et T = 0 dans w;, donc (T, x:p) = 0
i€
et {T,¢) =0 ie T =0dans w. E

Ce lemme montre que pour toute distribution T' € D’(§) il existe un plus
grand ouvert ou T est nulle : c’est la réunion de tous les ouverts ou T' = 0.
On introduit alors la définition suivante.

Définition 4.3. Pour T € D'(Q), le support de T, que ’on note supp 7', est
le complémentaire du plus grand ouvert ou T' est nulle.

Remarquons que supp 7" est un fermé.

Voici des propriétés faciles a obtenir a partir de la définition.

i) zo ¢ suppT <= 3V,, voisinage ouvert de z¢ tel que
(T, ) = 0,VYp € C5°(Va,),
il) zop €suppT <= VV,,, Fp € C3°(Va,), (T,¢) #0,
ili) suppT C F <= T =0 dans F°.

(4.1)

Exemples 4.4

1) Si T est donnée par une fonction f continue sur 2 i.e. T = T (cf. para-
graphe 3, exemple (i}) alors supp T = supp f. En effet si zg ¢ supp f il existe
Vzo tel que f(z) = 0 pour z € V,,. Alors si ¢ € C§°(Vy,), w(z) f(z) =0
dans Q et donc (T',¢) = [ f(z)p(z) = 0 t.e. zo ¢ suppT. Inversement si
zo ¢ suppT il existe Vy, tel que [ f(z)p(z)dz = 0, Vo € C§°(Va,). On a
montré au paragraphe 3, exemple (i) que ceci implique que f(z) = 0 dans
Vzo 1.€. To ¢ supp f.

2) Si (T, p) = 0%p(zo) (cf. paragraphe 3, exemple (iii)) on a, supp T’ = {z0}.
En effet si ¢ € C(Q\ {z0}) on a (T,¢) = 0, donc suppT C {zo}.
Inversement zo € suppT. En effet soit V,, un voisinage ouvert de zo et
x € C§°(Vz,), x = 1 au voisinage de zo. Posons ¢(z) = (i‘—o%’lix(z); alors
¢ € C§°(Vy,) et il est facile de voir, en utilisant la formule de Leibniz, que
0%p(xzo) = 1.

Nous allons voir, qu’a combinaison linéaire pres, exemple 2 ci-dessus est le
seul exemple de distribution & support concentré en un point. En effet on a
le résultat suivant :
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Théoreme 4.5. Soit T € D'(Q) et zo € §). Supposons que supp T’ = {z0}.
Il existe alors un entier k et des nombres complexes aq, pour lat < k, tels

que (T, ) = Y. aa0%p(z0), pour tout ¢ € Co ().
la|<k

La preuve de ce théoréme nécessite que I'on établisse auparavant certains

résultats par ailleurs utiles en euwx-mémes.

Proposition 4.6. Soit T € D'(Q2), ¢ € C§°(§) tels que supp T Nsupp ¢ = 0.
Alors (T, ¢) = 0.

Démonstration. On a supp C (suppT)°, donc pour tout z € suppy il
existe un voisinage ouvert V; tel que (T',p) = 0 pour tout p € Cg° (V). Alors,
suppy C U V,; comme suppy est compact, la propriété de Borel-
xEsupp @
Lebesgue montre qu'il existe des points z1,Zg,..., TN de supp ¢ tels que
N
suppy C U Vi, Soit (x;) une partition de I'unité associée au recouvrement
i=
N
(Va,)i=1,..N ie. xi € C(Va,) et S xi(z) = 1 pour z € supp . Alors

=1

N N
= Z xip et donc (T, ¢) = Z:I(T, xi) = 0, car xip € C&(V,)- [ ]
Proposition 4.7. Soit k € N. Soit T € D'®)(Q) et ¢ € CE(Q) telles que
8%p(z) = 0 pour x € suppT’ et la| < k. Alors (T, ) = 0.

Démonstration. Posons K = suppT Nsupp ¢. Si K = @ le résultat découle
de la proposition 4.6. Si K # @, posons K. = {z € R" : d(z, K) < e} oud
est la distance euclidienne et & > 0. 1l existe o €]0, 1] tel que K¢ C {! pour
£ €]0,€q]. Soit xc € C°(K.) telle que x. = 1 sur K¢/ et 10%xe| < Ca glel,
On écrit,

(42) (T, ) = (T, xe) + (T, (1 = xe)p) = (1) +(2).

Il résulte de la proposition 4.6 que le terme (2) est nul. En effet,
supp T Nsupp|(1 — Xe )y} C supp T Nsupp ¢ Nsupp(l — Xe) CKNKZ,= 0.
On déduit de (4.2) qu'il existe C' > 0 indépendante de ¢ telle que,

HT, o) <C > sup [0%(xe)l
laj<k K

0%, £ (3t wonn

la|<k fo
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Comme |B] — |a} >-[6] — k et € <1 on a, elfl=lal < £lfl=k qon

T, o) < ¢’ Z glPl—k qup [Pl

18] <k
Nous allons montrer que,
(4.3) lim P+ sup 0%l =0, |8 <Ek,
ce qui terminera la preuve du théoréme. Tout d’abord si |3] = k il existe

z. € K. tel que sup 18Pp(z)| = 18%p(ze)|. Comme d(z., K) < ¢ il existe

9 € K tel que d(mE,K) = |r. — 20| < e. Soit § > 0; la fonction 8Py
étant uniformément continue sur R", il existe n > 0 tel que |z — z'| < 7n
implique |8Pp(z) — 8%p(z')] < §. Prenons € < 0, z. = =, Tp = z’. Alors
|0Pp(ze) — 8Pp(z0)] < 8. Or 29 € K C supp7, donc par hypothése
8Pp(x0) = 0 d’on |8Pp(z.)| < 8, ce qui prouve (4.3) pour |8] =

Supposons maintenant |3] < k. Appliquons la formule de Taylor avec reste
intégral & la fonction 8%y et aux points z, zo définis ci-dessus i.e. g € K
et |ze — zo| < €. 11 vient,

el Y 0Pl - zo)

{vI<k—1-18]

+0 3 [ g g, + (- o) e~z
|rl=k~18]

Onapourt € [0,1], tx.+(1—t)xp € Ko, car |tz. +(1—t)xo —To| = t|z. —zo|.

D’autre part, par hypothese, 87 p(xo) = 0 pour |y| + |8 < k — 1, car
zo € K C suppT. On en déduit, puisque |z, — 2o} < ¢,

\

167 p(ze)| < C' Z e sup [97+Pp| = ¢’ eF-1AI Z sup |87y
bi=k-lg] K hvl+iBl=k X

Par conséquent pour |G| < k,

P e <C Y] sup 9%
jaj=k K¢

et le membre de droite tend vers zéro avec € d’aprés I’étape précédente. W

Démonstration du théoréme 4.5. Soit w un ouvert contenant zg tel que
@ soit un compact contenu dans 2. On sait (exemple 2.2) qu’il existe k € N
tel que T € D' (w). Soit x € C§°(w), x = 1 au voisinage de zp. On a, pour
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@ € CR (), (T, @) = (T, xp) + (T, (1= x)p) = (1) +(2); le terme (2) est nul
car supp T Nsupp(1l — x) = §. Considérons la fonction

1 {e}
v = x(@)|la) = 3 5 wan)le o).
lal<k
On a ¢ € CP(w) et 8P(zo) = O pour |B| < k, d’apres la formule de
Leibniz. Comme suppT = {zo} on peut appliquer la proposition 4.7 & la
distribution T, la fonction 1 et P'ouvert w. On en déduit (T,¢) = 0, d’on

<T’ W) - <T) XW) = Z alTaago(mO) <T7X1>1 ol Xl(x) = X(IIJ)(.’E - xo)a, ce qui

fol<k
prouve le théoréme 4.5. |

5 « Distributions a support compact
Définition 5.1. On note £'(Q2) Pespace vectoriel sur C des distributions &
support compact.

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 5.2. Il existe une application linéaire bijective ® de £'(Q) dans
le dual de C°°(2) qui permet d’identifier £'(Q) a (C>(§1))'.

Démonstration. Nous allons d’abord définir ¢ puis montrer qu'elle est
bijective.

Proposition 5.3. Soit T € £'(Q) et Ko = suppT. Il existe une unique
application linéaire T de C* (Q) dans C telle que

(i) (T, ) = (T, ) si p € C(Q).
(i) (T,p) =0 sip € C(Q), suppp N Ko = .
(i) Il existe k € N, un compact K C €0 (voisinage arbitraire de Ko) et C > 0
tels que

(5.1) KTol<c > sup |07, Vi € C(Q).

|| <k

On note ® I'application T — T.
Démonstration
a) Unicité. Soit Ty, T> vérifiant (i)—(iii). Soit x € C§(Q), x = 1 sur
un voisinage de Ko. Pour j = 1,2 et ¢ € C®() on écrit (Tj,¢) =
(Tj,xp) + (Tj,(1 — x)g). Comme supp[(1 — x)¢] N Ko = @ il résulte de
(i) que (Tj,(1 — x)p) = 0 et puisque xp € C§°(2) on a, d’aprés (i),
(T, x¢) = (T, xp). Par conséquent (T1, ) = (T3, ¢) = (T, x¢) i.e. T = T.
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b) Eristence. Posons pour ¢ € C=(Q), (T, ) = (T,xp), ot x € C(N),
x = 1 sur un voisinage de Ko. Montrons que T vérifie (i)-(iii).

(i) Si v € C5°(2) on a supp[(1 — x)¢]Nsupp T = supp[{1 — x)p]N Ko = 0.
1l résulte de la proposition 4.6 que (T, (1 — x)p) = 0; par conséquent
(T, ) = (T, x¢) + (T, (1 = X)¢) = (T, ).

(ii) Soit @ € C*°(Q2) telle que suppp N Ko = §. On a Ky C (supp ¢)°. 1l
existe donc un ouvert O tel que O soit compact, Ko C O et O C (supp v)°.
Soit x1 € C§((suppp)®), xa = 1 sur O. Comme supp x1 C (supp¢)° on
a x1p = 0 dol, (T,x1¢) = 0. Puisque supp(x — x1) N K¢ = @ on a,
(T, (x — x1)¢) = 0, d’aprés la proposition 4.6. Alors (T, ¢) = (T, x¢) =
(T, (x = x1)9) + (T’ xap) = 0.

(iil) Comme pour tout ¢ € C*®(Q) on a, supp xp C supp x = K et puisque
T est une distribution, il existe k € N et C > 0 tels que,

KT, o) = (T, xp)l <C Y sup [0%(xp)l, Ve € CP(Q).
fal<k

1l résulte de la formule de Leibniz que (5.1) est satisfaite. 0
Compte tenu de la topologie de I'espace C™(Q), la propriété (iii) exprime que
application linéaire T est continue de C*°(2) dans C; donc T' € (C=(Q))".
Soit & P'application de £'(Q) dans (C*(Q))’, T ~ T. Cette application est
évidemment linéaire : elle est de plus injective carsiT = O ona T = 0 d’aprés
(i). Il reste & prouver qu’elle est surjective. Il suffit pour cela de construire
un inverse & droite. Cela résulte de la proposition suivante.

Proposition 5.4. Soit T € (C*°(Q))'. La restriction de T 4 C$°(2) est une
distribution & support compact. L’application R : T' ’f]cgo(g) de (C* ()
dans £'(R) est un inverse & droite de I'application ® définie ci-dessus.

Démonstration. Par hypothese il existe un compact K de 2, un entier k et
C > 0telsque (T, )| < C 3= sup|8%|, pour tout ¢ € C(£2). Ceci est en
lal<k K

particulier vrai pour ¢ € C§*(Q) et donc T[cgo(g) est une distribution d’apres
(1.1). De plus sip € C§°(2) et supppNK =@ on ad*p(z) =0, pour a € Net
¢ € K ; par conséquent (T, ) = 0. Ceci prouve que supp TIC{]”(Q) C K. Donc
Tlcge(n) € €'(Q2). Montrons que ® o R(T) = T, pour tout T € (C*())".
Soit T € (C*(£2))'; d’apres (5.1) il existe un compact K de §2 tel que si
@ € C®(Q) et suppp N K = § alors (T, p) = 0. En particulier ceci est vrai
pour ¢ € C§°(2) et prouve que supp R(T) = Ko C K. Soit x € C$2(R), x = 1
sur un voisinage de K. Pour ¢ € C®(Q2) on a, d’apres la proposition 5.3,
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(® o R(T), ) = (R(T),xp) = (T, xp), car xp € C$°(Q). D’autre part,
(T, (1 - x)p) = 0, d’aprés ci-dessus puisque supp[(1 — x)¢] N K = @ et donc
(® 0 R(T), ) = (T, xp) + (T, (1 = x)¢) = (T, ). L
Remarques 5.5

a) On a vu (cf. chapitre 1, paragraphe 1.3) que la topologie naturelle de
C*(Q2) (la convergence uniforme sur tout compact de toutes les dérivées)
était métrisable. Continuité et continuité sur les suites sont alors équivalentes.
Une application linéaire T : C*(Q?) — C appartient alors & &'(2) si et
seulement si pour toute suite (p;) C C™(Q) telle que pour tout @ € N
(8*¢p;) — 0 uniformément sur tout compact de Q on a, j_lérjxoo (T, ;) =0.

b} Les distributions a support compact sont d’ordre fini. En effet I'inéga-
lité (5.1), dans la proposition 5.3, est vraie avec le méme entier k& pour tous
les compacts.

c) 1l résulte de la proposition 5.3 (iii) que le compact K intervenant dans
P'inégalité (5.1) est un voisinage arbitrairement proche de supp T'. Cependant,
en général, on ne peut pas prendre K = suppT. Voici un exemple. Soit T

+oo
la forme linéaire sur C$°(R) définie par (T, p) = ((p( ) —©(0)). On a
J

T € D'D(R). En effet pour ¢ € C§°(R) on peut écrire, () = p(0) + z9(z)
o1 € C*®(R) et sup |(z)| < sup |¢'(z)|. Par conséquent ; le(3) —(0)] <
R R

;17 sup |¢'(z)], de sorte que, (T, )| < Csup |¢'(z)], si ¢ € CF(K). I est
R K
ensuite facile de voir que supp T = A(>Jl {% }U{0} qui est un compact de R. En
3>

effet notons Ky ce dernier ensemble. Si ¢ € C§°(R\ Ky) alors (,0(%) =p(0) =

pour tout j > 1 donc suppT C Kp. Ensuite soit jo > 1. Soit ¢ € C§°(R)
telle que ¢ = 1 prés de ]~10— et a support contenu dans un voisinage de ]—15
ne rencontrant pas les points ; pour j # jo. Alors (T, ) = &+ # 0 donc

4 s € supp7. On en déduit que U { } C Ko et comme Ky est un fermé et

1 — 0on aaussi 0 € Ko. Donc U {3} U {0} C suppT. Nous allons enfin
montrer qu'une inégalité du type I(T P} < C Y sup|d¥p| est fausse en
lal<k Ko
général. En effet, soit N > 1 un entier fixé. Soit £ > 0 tel que % -2 > Wlﬁ
Soit ¢ € CS°(R) telle que p(z) = 1siz € [F—¢,1+¢], p(z) = 0siz > 1+2¢
N
ouz < % —2¢,0< ¢ <1 Alors (T, ) = Z % D’autre part comme o est

j=1
égale & zéro ou un dans un voisinage des points de Ky on a, |[¢(z)] < 1 et

0%p(x) =0si|a|l > 1 et z € Ky. Done (T, ¢) — +o0 si N — +oo tandis que
le membre de droite de I'inégalité est majoré par une constante indépendante
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de N, ce qui est impossible.

d) La proposition 4.6 s’étend au cas ou T € &) et o € C°(Q). Si
suppT N suppy = @ alors (T,¢) = 0. En effet on a (T,¢) = (T, i)
ou ¢ € Cg°(Q), ¥ = 1 sur un voisinage de suppT. Alors yp € C§° et
suppT N supp(y) C suppT Nsupp ¢ = §; la proposition 4.6 implique que
(T,¢) = 0.

En résumé
(i) T € D'(Q) si et seulement si,
(a) T est une application linéaire de C§°(2) dans C.
b)) VK CCQ,3C>0,3keN: [(T,¢)| <C 3 sup 6%,
Yo € Cg°(K). otk #
(ii) T € D'®)(Q) si et seulement si,
(a) T est une application linéaire de C§(f2) dans C.
(b) VK CccQ,3C>0: (T,p)| < C | z}zk sll‘x{p |8%p], Vo € CE(K).

(iii) T € £'(Q) si et seulement si,
(a) T est une application linéaire de C*°(2) dans C.
(b) IK CCQ, 3k eN: |(T,0)| <C Y sup|8%p), Vo € C=(Q).
lal<k K

Ici le compact K peut étre pris comme voisinage arbitrairement proche du
support de T'.

6 « Un lemme utile

Nous démontrons dans ce paragraphe ’analogue, pour les distributions, du
théoréme de « dérivation sous le signe somme» pour les intégrales.

Lemme 6.1. Soit I un intervalle ouvert de R et k € N. On considére, pour
tout A € I, une fonction x + @(x,\) appartenant 3 C$°(Q), ot §) est un
ouvert de R™. On suppose que

(i) Yo € N™, V€ = 0,...,k, la fonction (z,)) + 82 p(x,)\) existe et est
continue sur @ x I.
(ii) VAo € I, 36 > 0, IK C Q compact tels que supp(& ) C K, pour tout
T
A€ Ao —6, 0+ 0] et tout £=0,.... k.

Soit T € D'(Q2). On pose G(A) = (T, ¢(-, \)). Alors la fonction G est C*
sur I et (£) GO = (T,8p(,\), VE=0,... k AeI.
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Dans le cas ol T est & support compact la condition (ii) est inutile et 'énoncé
est plus simple.
Lemme 6.2. Soit I un intervalle ouvert de R et kK € N. On se donne pour
tout A € I une fonction = — ¢(z, ) appartenant & C*°(Q)). On suppose :

Ya € N*, V£ = 0,...k, la fonction (z,\) — 0%8%p(z,)) existe et est
continue sur { x I.
Soit T € £'(Q). On pose G(A) = (T, ¢(-, A)). Alors la fonction G est C* sur
I et (E‘i;)eG()\) = (T, 05¢(-, N)), pour tous £ =0,...,k, A € L.
Remarques 6.3
1) On a des énoncés tout & fait analogues si A appartient & un ouvert O de
R¢; il suffit de prendre dans (i), £ € N2, [{| < k et dans (ii), ||} — Xo|| < 6.
2) Il y a un énoncé « holomorphe» qui se déduit des lemmes ci-dessus. En
effet supposons que pour tout z fixé dans Q la fonction z — o(z,z) soit
holomorphe dans un ouvert @ de C. Supposons d’autre part que la fonction,
(M) = G(X +ip) = (T,0(, A+ ip)) soit de classe C! dans O considéré
comme ouvert de R? et que 'on peut dériver sous le signe {, ) (ce qui peut
se vérifier & P'aide des lemmes 6.1 ou 6.2). Alors la fonction z — G(2) est
holomorphe dans @. On reviendra sur ce point apres la preuve du lemme 6.1.
Démonstration du lemme 6.1. On raisonne par récurrence sur k.
a) On commence par le cas k = 0. Soit Ag € I et ();); une suite de [
qui tend vers Ag. Posons ¢;(z) = ¢(x, A;) — ¢(z, Ag). On doit montrer que
j_l}x_zmm(T, ;) = 0. Comme (;) C C§°(Q), il suffit de montrer que (¢;) — 0
dans C§° c’est-a-dire,

1) 3K cC §2:suppp; C K, Vi > jo,

2) lim sup |0%¥;| = 0, pour tout o € N™.

j—too K

Tout d’abord il existe jo € N tel que |A\; — Xg| < 6, pour 5 > jo, ol § est
donné par Phypothese (ii). Alors d’aprés (ii), il existe un compact K de ) tel
que suppy; C K pour j > jo ce qui prouve 1). Ensuite, pour tout o € N*
la fonction (z, A) — 9%¢(z, ) est continue d’aprés (i) et donc uniformément
continue sur F = K x [A\g — §, Ao + 8], ce qui implique que,

Ye>0, I>0:(x,\)eF, (z,X)eF,
[|(z,A) = (@, \)I| < n = 10%(z, A) — 0%p(z', X)| <e.
Soit € > O et prenons j > j; pour que |A; — Xo| < min(4, 7). Alors, pour tout

z dans K on a (z,X0) € F, (z,);) € F et donc |02 9;(z)| = |02¢(z, Aj) —
0%p(z, M) < € i.e. sup |02 ¢;| < €, ce qui prouve que 'lilil sup [0%¢,| = 0.
K It K
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b) Supposons le lefhime vrai au rang k£ > 0 et prouvons le au rang k + 1.
Montrer que G €-C*"!(I) revient & montrer que G*® ¢ CY(I). Prouvons
tout d’abord que G™®) est dérivable en tout point Ag de /. On montre pour
cela que pour toute suite (h;) de R qui tend vers zéro,

. G® (X + hj) — GR) (A
(6.1) Jim (o é? Qo) _ 7, 0410, 20))| = 0.
7
Posons pour j assez grand,

_ al;g)(it, /\() + hJ) - 6§(,D(ZL‘, /\0)
h;

¥;(=) =M e(z, Ao).-

La formule (6.1) s’écrit, d’aprés la récurrence, ‘h? (Ty4;) = 0. Comme
j—+oo

précédemment il suffit de prouver que (¢;) — 0 dans C§°(Q).

Tout d’abord il existe jo tel que pour 7 > jg, Ao + hj et Ao appartiennent A
[Ao —d, A0 + 8]. Donc supp(y;) C K d’apres (ii). Ensuite on peut écrire,

1 /\o+hj
o) = g [ (205 e ) - 2 (e, Ao)) .

7

D’aprés la continuité uniforme sur K x [Ag— 6, Ao+ 6] de la fonction 82 8§+1<p,

€ étant donné il existe j; tel que pour j > j; on ait |3%4;(z)| < & pour tout

ze€ K,dou ligl sup |02;] = 0. I en résulte que G*) est dérivable en Ao
j—too i

et que
(6.2) G (o) = (T, 85 (-, o))

Maintenant, compte-tenu des hypotheses faites sur ¢ au rang k+ 1 et d’apres
I'étape a), le second membre de la formule (6.2) est une fonction continue de
Ao sur I et donc G € CFHi(I). ]

La preuve du lemme 6.2 est tout 3 fait analogue.

Revenons sur la remarque 6.3. Une fonction 2 — F(z) est holomorphe dans
O si et seulement si la fonction (X, p) + F(X +iu) est C! dans © considéré
comme ouvert de R* et & = 1(Z 4+ 2)F = 0 (les conditions de
Cauchy). Ici nous avons supposé que (X, u) — G(A + ip) était C! et que
ZG(2) = (T, %£(:,2)). Comme ¢ est holomorphe en z on a %2 (2,2) = 0
pour tout z. Donc G est holomorphe.
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Corollaire 6.4. Soit © un ouvert de RP, {2 un ouvert de R™ et f un élément
de C(O x Q). Soit T € D'(§2). Alors

<T,/f(t,.)dt> - /(T,f(t,-))dt

Démonstration. Pour simplifier nous supposerons p = 1 et O =la, b|. La
preuve du cas général est tout a fait semblable. Supposons supp f C [e,d] x K
et considérons pour A € O, z € ), la fonction p(z,A) = f f(t,z)dt.
L’intégration ayant lieu sur un compact il est facile de voir que, Yoo € N7,
v¢ = 0,1, la fonction (z,A) = 8% 95 p(z, \) existe et est continue sur
O x Q. D’autre part si = ¢ K, f(t,z) = O pour tout t € (e, A), de sorte
que supp & ¢(z,A) € K, £ = 0,1. Posons G(X\) = (T,¢(-,N). D'apres le

lemme 6.1, G € C! sur O et G'(A) = (T, f(},)). Alors

A A
[ cti=c0 - = [ @ s na

Comme (-, ¢) = 0 on a G(c) = 0, d’ott pour tout A € O,

o =(T, / o) - / (e )t

11 suffit de prendre A = d et de remarquer que f est nulle hors de [c,d]. H
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Opérations sur les distributions

On introduit deux opérations sur les distributions : la multiplication par une
fonction C*° et la dérivation. On étudie leurs propriétés puis on donne des
outils pour calculer, en toute dimension, les dérivées de distributions. On
termine par des exemples et on introduit la notion de solution élémentaire.

1 . Multiplication par une fonction ¢~

Théoréme - Définition 1.1. Soit T € D'(2) et a € C(Q). La forme
linéaire aT sur C§°(Y) définie par,

(1.1) (aT, ) = (T,ap), ¢ € C(Q),
est une distribution.

En effet puisque T € D'(2), pour tout compact K de il existe £ € N
et Cx > 0 telles que |(T,ap)| < Cx 5. sup|0%(ap)l, si p € C§°(K). La
laj<k K

formule de Leibniz, le fait que a € C’°°(S_2) et la formule (1.1) montrent que
(aT, @) < Ci >, sup|0%p|. Donc aT € D'(£2). |
lal<k K .

Propriétés 1.2

(i) On a supp(aT) C suppa NsuppT.

En effet soit 2o € (suppa)°U(suppT)°. Si o € (suppa)®, il existe V;, tel que
a(z) = 0 pour z € V. Alors a(z)p(x) = 0 pour z € N et p € C§°(Vy,) donc
(aT,¢) = (T,ap) = 0, d’ot z¢ ¢ supp(aT). Si zo € (suppT)©, il existe V,
tel que (T',9) = 0 pour ¥ € C§°(Vy,)- Soit ¢ € C§°(Vy,) alors ap € C§° (Vo)
donc (aT,¢) = (T, ap) =0 i.e. zg € (supp(aT))®.

(i) I résulte facilement de la définition que pour a,b € C®(f) et
S, TeD(Q),oma(a+b)T =aT+bT, abT =a(bT), a(S+T) = aS+aT.
(iil) Voici deux exemples. Sia € C°(2) et zo €  on a, ady, = a(zo)dz,. En
particulier sur R, z§¢ = 0.
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On a ensuite xvp—i— = 1 (cf. chapitre 2, § 3, exemple 4). En effet, on

a, (zwpl,p) = (pg,29) = lim [, p@)dz = [ee)de = (1,¢)

pour ¢ € C§°(Q), d’apres le théoreme de convergence dominée.

(iv) On peut se demander pourquoi nous n'avons pas défini directement le

produit de deux distributions. La raison en est qu’une notion raisonnable de

produit (c’est-a-dire un produit commutatif, associatif) de deux distributions

n’existe pas en général. En effet si un tel produit existait, on aurait par

exemple, d - vp‘i- = 'up% - dg, d’oi en multipliant les deux membres par

z, on aurait, :E(50 . 'upl) = (zdp) - vp% = 0- vp;lc« = (. D’autre part,
z(8o - vpl) = z(vpl-8o) = (zupt)-do = 1-do = do, ce qui est absurde.

Proposition 1.3. Si T' € D'(R), on a équivalence entre,

(a) =T =0,

(b) T = Céy, ot C € C et &y est la distribution de Dirac a l'origine.

Démonstration. Nous avons vu en (iii) ci-dessus que (b) = (a). Montrons
la réciproque. Pour tout 6 € C§(R) on a (zT,6) = (T,z8) = 0. Donc T
s’annule sur toutes les fonctions de la forme z8 ol § € Cg°(R). Or on a
I’équivalence,

(1.2) =18, 8 CPR) <=9 € CP(R) et (0) =

L'implication => est évidente. Inversement si ¢ € C§°(R), suppy C [—A4, 4]
et ¥(0) = 0, la formule de Taylor permet d’écrire 9(z) = ¢(0) +
z fol ' (tz)dt = 6(z). La fonction § est C* et si |z| > A on a 9(z) =0 d’on
0(z) = 0, i.e. 0 € CL(R).

On déduit de (1.2) que 7" s’annule sur toutes les fonctions ¢ € C§°(R) telles
que ¥(0} = 0. Fixons x € C(R), x = 1 pour |z] < 1. Soit ¢ € C§(R)
quelconque. Posons ¥ = ¢ — p(0)x. Alors ¥ € C§°(R) et ¥(0) = 0. Par
conséquent {T, 1) = 0, d’ou (T, ¢) = @(0){(T, x) = C(do, ), ou C = (T, x),
ce qui prouve (b). o

2 « Dérivation des distributions
2.1. Définition et premieéres propriétés

Théoréme - Définition 2.1. Soit T € D'(2). La forme linéaire —a—T— sur
£2]
C§°(Q) définie par,

(21) (5r9)=~(T52), vecr@,

est une distribution appelée dérivée partielle, au sens des distributions, de T’
par rapport a la j—iéme variable.
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Le fait que 52~ AT+ soit une distribution résulte immédiatement de Pappar-
J

tenance de T & Df(Q)A

Propriétés et remarques 2.2

oT

(i) Si T est donnée par une fonction f € CHQ), -

Z%f;. En effet on a,
(52, =~ 32

_/f(z)%dxzw/wﬂ (Af(x}%(z)d@) da’

en notant ¥’ = (z1,...,%j-1,Zj41,-..,Zn). Comme f € C}(Q) et p est C> &

est donnée par la fonction

support compact, on peut effectuer une intégration par parties dans I'intégrale
en z; et les termes de bords sont nuls. En notant ——L la dérivée partielle de

f au sens usuel on en déduit que < g0> = [ ( )(a:)cp Ydz = <T§L Q).
%5

(i) Si T € D'®)(Q) on a %’% € D':+D(Q). Cela résulte immédiatement des
définitions.

(iii) Plus généralement en itérant (2.1) on voit qu’une distribution admet
des dérivées de tous ordres. Si @ € N est un multi-indice et T' est une
distribution, 8“7 est une distribution qui est définie par,

(0°T, ) = (-1)IUT, 0%), ¢ € C()-

(iv) Il est facile de voir que supp g}_ C supp7 et plus généralement
J
supp 8*T C suppT.

(v) SiP = 3 au(z)3™ est un opérateur différentiel d’'ordre m € N 4

lal<m x

coefficients a, appartenant & C®(Q2), on pose tP = 3. (=1)l*19%a,. Clest
jaj<m

aussi un opérateur différentiel appelé transposé de P. On a alors, d’apres
(i), (iv) et la propriété (1.2) (i), (PT ) = (T, tPgo) et supp PT C supp T
(vi) 81 a€C®(etT e D'(N)ona 81 (aT) = aIJ 22T +a 2L En effet notons
8; = £ On a (9,(aT), ) = ~(aT, p) = (T, ady), pour € C°(0).
Or 8j(azp) = 0jap + a0y, d'ot,

(0;(aT), ) = —(T, 0;(ay)) + (T, (d;a) p)
(a0;T, 9) + ((9;0)T, ) = ([(8;0)T + ad;T}, )

Il

ce qui prouve notre assertion.
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Exemples 2.3
(1) Soit u € L} _(R) et v(z) = [ u(t)dt. Alors v est une fonction continue

sur R et v :IOZ au sens des distributions. Montrons que v est continue
sur R. Si 2o € R et (z,) est une suite qui tend vers zo on a v(z,) =
J Y0,z (z)u(t)dt ou 1(0,2,,)(t) est la fonction caractéristique de (0,z,); le
théoreme de convergence dominée montre que (v(z,)) converge vers v(zo).
Ensuite soit ¢ € C§°(R), suppy C] — A4, A[. On a, d’aprés le théoreme de

Fubini,

W)= o) = - [ ': ([ ut)at) ¢ ) ds
:_/OA /Ozu(t) cp'(a:)dtdx%—/_l /:u(t)w’(a:)dtdm
A

= _/oAu(t)</t cp'(z)dz) dt+/_:u(t)</‘; go'(z)dz)dt

A 0
= [ uetde+ [ wvetrae= [uotrd= )

donc v’ = u dans D'(R).

1 siz>0
(2) La fonction H(z) = ~  est appelée la fonction de Heaviside.
0 siz<0
On a H = 50.
En effet si ¢ € C°(R) on a
(H',0) = —(H, ') = = [ ¢/ () dz = (0) = (50, ¢)-

(3) La fonction f(z) = Log|z|, pour z # 0, appartient & L} (R) donc &
D'(R). On a f' =vpl.
En effet pour ¢ € C&P(R), (f,9) = —(f,¢') = — [Loglzl¢'(z)dz =
- lirr(L) flzl <. Log|z|¢'(z)dz, d’aprés le théoréme de convergence dominée.
Soit I, = flles Log |z|¢'(z)dz = [~ Log 1zlgo’(x)d:z+f:°° Log |z|¢'(z) dz.
En effectuant une intégration par parties dans ces deux intégrales on voit
que Ic = =[5, —‘df)-d:c + p(—€) Loge — ¢(€) Loge. Or o(z) = p(0) +
zyp(z) on Y € CO(R); donc p(—¢) — p(e) = —e(¥(—¢) + P(e)), d'oy,
I, =— flx|Zs ﬂaffldac — (e Loge)(y(—¢€) + ¢(e)). Enfin,

(f',¢) == lim I = (vp3, ¢)-
(4) Pour T € D'(R) on a : T" = 0 & T = constante.

L’implication < est évidente; suppcsons T = 0; alors (17, 8) = —(T,6) = 0,
pour tout § € C§°(R). Donc T s’annule sur toutes les fonctions ¥ € C§°(R)
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de la forme 9 = ¢’ ou 6 € C§°(R). Or,
(2.2) Pp=26 ol 8 € CFR) <9y e CPLMR) et /w(m)dx:O.

L’implication = est facile, montrons la réciproque. Posons 6(z) = f_xoo P(t)dt
ou supp ¥ C [~M, M]. Tout d’abord 6 € C*(R). D’autre part, si z < ~M
onab(z)=0etsiz>Mona f:w@b(t)dt =0dob, 0(z) = [7_ v(t)dt +
[ p(t)dt = f4(t) dt = 0; donc 0 € CF(R), d'ou (2.2).

Fixons xo € C§°(R) avec [ xo(z)dz = 1. Soit ¢ € C§°(R). Posons ¥(z) =
o(z)— [ p(z)dz-xo0 € C§°(R); on a [ (z)dzr = 0, par conséquent (T, 1) =0
d’apres (2.2) ie. (T, ) = (T, xo0) [ ¢(z)dz, ce qui montre que 1" est donné
par la constante C = (T, xo) € C.

(5) Soit T € D'(R) une solution au sens des distributions de 1’équation
T' +aT = f, ol a € C®(R) et f € C°R) sont données. Alors T € C?
i.e. est donnée par une fonction u € C! et u vérifie '’équation au sens usuel.

En effet soit up € C! une solution classique de 'équation uh+aug = f . Alors
S = T — uyg est solution dans D’ de §' + aS = 0. Soit A une primitive de a.
Posons U = eAS alors U’ = e4(S' 4+ a§) = 0. D’aprés Pexemple (4) ci-dessus
on a, U = constante. Donc S = Ce @ et T = up + Ce 4 = u € C}(R).
Ensuite, pour tout ¢ € C§°(R), (T" + aT, ) = (f,0) = —(T,¢") + (T, ap) =
—(u, @) + (u,ap) = (' + au, ) et donc (v + au)(z) = f(z) pour tout z
dans R.

2.2. Formule des sauts a une variable

Soit (zp)n>1 une suite strictement croissante de R telle que

. . +oo
nlgr;oa:n = +00. On pose zo = —o0, Q; =]z, T;41[, 7 >0 et = jL_—Jo Q;.

Pour tout j € N soit f; : 2; — C telle que,

(2.3) f; € CY(Qy), fje LY Q).

Soit f la fonction définie presque partout sur R par,

(2.4) f(z) = fj(z) pour z€Q;, 7=0,1,...

11 résulte de (2.3) que pour tout j > 1,

R
::<1j z):l:j

(2.5) Jim  f(z) = f(z7) et lim f(z) = f(z]) existent.
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En effet soit a; €|zj,z;41[, J > 1; on a pour = €]z;, a4, flay) — f(z) =
f:j fi(t)dt et, d’apres (2.3), le membre de droite tend vers une limite lorsque
 tend vers ;. En particulier f; € L'(€;).
On introduit le saut de f au point z = z;,

(2.6) oj = flaf) = fle7), 7=1.

La fonction f définie en (2.4) est alors dans L2 (R) ¢ D'(R). Soit f’ sa

dérivée au sens des distributions. Notons {f’} la fonction définie presque
partout sur R par,

(2.7) {f =)= fi(z), z€Q;.

D’apres (2.3), {f'} € LL.(R) C D'(R). La relation entre ces objets est la

loc
suivante.

Proposition 2.4. (Formule des sauts)

+o00
Fr={fY+> 056,

j=1
Démonstration. Soit ¢ € C§°(R). On a
(8 = =) = = [ )9 @)da
Tz +oo
=-> [ pew@de= -3 1.
j=0"v%i j=0

Posons, pour € > 0 petit, I7 = f;’:é_e fi(@)¢'(z)dz; le théoréme de
convergence dominée montre que 1iH(l) If = I;. Comme f; € C*Q;) peut
E—

intégrer par parties. On obtient,

Tj+1

I§ = filosr — (i - )~ fa; +)play o) - [

zite

7 @) p(@) da.

On utilise le fait que fi € L*(9;), le théoréme de convergence dominée, (2.5)
et (2.6); on obtient,

Ii=lim If = f;(z5,) e(zin) — fz])e(z;) - / Fi@)p(z)dz.
2



3 e Opérations sur les distributions 41

Comme ¢ € C§°(R) et zo = —00 on a ¢(zo) = 0. On en déduit,

' +o0 400
(== =3 oje;)+ / () @) plw) da
=0 1=1
+oo
(o) = {1+ 056e,0). X
i=1

Les exemples précédents montrent que pour calculer la dérivée d’une distri-
bution il faut, & un moment ou a un autre, une intégration par parties. Dans
le paragraphe qui suit nous allons donner une telle formule dans le cas des
fonctions de plusieurs variables.

2.3. Formules de Gauss et Green

L’énoncé des formules nécessite auparavant d’introduire quelques concepts
classiques. Nous ferons ici un minimum de rappels et renvoyons le lecteur a
des textes de géométrie pour les détails. Nous introduisons tout d’abord une
classe d’ouverts.

Définition 2.5. Soient Q un ouvert de R™ et k € N* U {+o00}. On dira que
2 est de classe C*, si il existe une fonction p € CF(R™ R) telle que,

(2.8) Q={zeR":p(z) <0},
’ O = {z € R": p(z) =0}, gradp(z) # 0 pour z € 09,

i=1..n"

o 92 désigne la frontiere de 2 et grad p(z) est le vecteur (‘—;9-5 (z))
Exemples 2.6

(i) 2 = {z € R™ : |z| < R} est un ouvert & bord C*. Il-suffit de prendre
p(z) = |z|* — R%. 1l en est de méme pour 2 = {z € R" : |z| > R}.

(i) Soit ¥ : R™! — R une fonction de classe C*, ou k € N*. Posons
Q= {zreR": x> P(x1,...,%0_1)}. Alors Q est un ouvert de classe
C* avec p(z) = ¥(z1,...,Tn1) — Tn.

Pour un ouvert de classe C!, la direction du vecteur grad p(x)
pour z € 02, ne dépend pas de la fonction p. En effet si 2 est défini
par une autre fonction p € C! qui s’annule sur 9, on montre que pour
tout point o € 0, il existe un voisinage V., et une fonction o ap-
partenant & C°(Vy,) N C(Vy, \ 0Q) tels que a(z) > 0 pour z € Vg,
plz) = a(z)p(z) dans Vy, et lim (79’9-;": (z)p(z)) =0 pour i = 1,...,n. Alors

z—zQ
EX2:10)
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gf} (z0) = a(zo) 565% (z0) et donc les vecteurs grad j(zo) et grad p(zo) ont la

meéme direction.
Définition 2.7

(i) Pour z € 09, le vecteur grad p(x) s’appelle la normale extérieure &
2 au point z. Le vecteur n(z) = ni—ﬁ%%)m est la normale unitaire
extérieure 3 ) au point x € 952

n
(i) & = (n(z), Z) = > ni(z)z% s'appelle la dérivée normale exté-
=1

rieure a Q.

Notons bien que le vecteur grad p(z) est la normale extérieure lorsque
Q= {zeR": p(z) <0}.

Si F = (f1,..., fa) est une application de §2 dans C™ on note,
(2.9) div F =

que 'on appelle la divergence de F.
On peut alors énoncer la formule d’intégration par parties en toute dimension.

Théoreéme 2.8. Soit {1 un ouvert de R™ de classe C'. Il existe alors une
mesure positive do sur le bord 89 telle que, pour toute fonction ¢ € C}(R™)
et toutes fi,..., fn € CY(R") on ait,

(2.10) / div F(z) p(z)dz = — / F(z)-grad o(z) dz + / o(z) F(z)-n(z)do
Q Q

1)
ot F(z) = (fa(z),.. ., falz)), X - Y = > X;Y; et n(z) est la normale
i=1
extérieure unitaire 4§ en x € 89). Le méme résultat est vrai pour ¢ € C1(R")

et f; € C3(R™),j=1,...,n.

Démonstration. Nous allons donner la preuve lorsque §} est donné par une
fonction p de classe C2. Notons 1q la fonction caractéristique de (1. Nous
allons montrer que,

8
(2.11) do = ~-1q

(o1 la dérivée est prise dans D'())(R™)) est une mesure positive portée par
9 qui convient.
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Point 1 N
(2.12) T--% .@37 _iln

est une distribution a support dans 89).

Tout d’abord T" a bien un sens puisque 5 lg € D'O(R™) et 2& I]_ est dans
C'(R™). Ensuite, soit ¢ € C}(R") telle que supp @ N IN = §. Alors,

(T, ) = /Z 81] éx—]y))dm

La fonction de 2 dans C, z + Z%f)* @ est C! et son support est un compact K
7

contenu dans §2. Donc fﬂ a%j(aéf; lp) dz = 0, d’ot (T, ) = 0, ce qui prouve

notre assertion.

Point 2

Soit 8 € C*(R), 6(t) = 1 pour ¢t €] — oo,~1], 8(t) = 0 pour t > 0,
¢ décroissante. Pour k € N* posons 8k (z) = 0(kp(z)).

(2.13) Pour tout ¥ € Co(R), Jim Bk, / ¥(z)dz.

En effet soit ¢ € C§(R™); on a (6x,¥) = [ 6(kp(z)) ¥ (z) dz. Comme
O(kp(z)) # 0 <= p(z) <0 <=z € Q,

on a (0, ¥) = [,0(kp(z))9(z)dz. Pour z fixé dans Q, kp(z) — —oo si

B — oo done 0(kp(x)) — 1; de phus, 6(kp(2))¥(2)] < [$(2)] € LA(Q). Le
théoréme de convergence dommee implique que (i, v) — fa P(z)dz.

Posons T‘k =- X b}% .ggz;. Alors, pour tout ¢ € C§°(R™) on a
j=
(2.14) im (T, ) = (T, ).
k—+oo

En effet (Tk,¢) = Z <0k’ ';:}7(5%%@)) - Zlfﬂ %(%@)dm = (T, ¢),
F=

d’apres (2.13) pulsque 1/) = 5e; (;zj @) € C§(R™).

Point 3

(2.15) T est une mesure positive portée par 952.
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En effet on remarque que, Ty = z gﬁg—g— 0'(kp) = —k|Vp|20' (kp).

Comme § est décroissante, T} est une fonctlon C? positive. D’apres (2.14),
T est une distribution positive, donc une mesure positive.

Point 4. Posons

1 d
(2.16) do = WT——'a—nlg

qui est une mesure positive portée par 9€). Nous allons montrer que,

(2.17) TLde' = v——'lg,

ol n; = iVPI 62: . En effet, en utilisant (2.14) puis (2.13), on obtient, pour
v € C}(R™),

n;do, ) = <'vp12 ax T,0) = (T, IleP E%)"-“’>

= i (T ol ) == i {19060, ok 220)
= —kB’Ew’“<‘5“."'<’“’)"”> =l <ng )

(0 22) = [ 22 = (0. 22) (L rag)

Point 5. Prouvons (2.10).

Soit ¢, f1,..., fn comme dans I’énoncé. On peut écrire,

(t0 2 g7 00) = (1 2 325+ (e 22 52
<19»i1£;(80fj)>=—§_;<5%1n,90fj> zfl:n]dagofJ
; 7= =

=1

d’apres (2.17); ces égalités impliquent que,

/ 28 fjda:—k/godldex,/ (n-F)odo
o 3

ce qui est (2.10). ]
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Remarques 2.9 -

(i) Si © =]0,1][, 1a formule (2.10) redonne l'intégration par parties usuelle.
Pour le voir il suffit de prendre p(z) = z(z — 1); alors n(0) = ~1, n(1) = 1
et do est la mesure de Dirac portée par les points {0} et {1}.

(i1) Si = {z € R™,|z| < r} on a pour ¢ € C§°(R™),

(2.18) (do, ) = /Sﬂ_1 o(rw)r™tdw

ol dw est la mesure de Lebesgue portée par S~ 1. En effet on peut prendre

p = |z|? - r?, de sorte que n(z) = (%,...,Z) et & = Z z; .
Remarquons ensuite qu'en coordonnées polaires, z = tw ou t € [O T et

w € 8™ on a, pour p € CAR™),

p(tw)] = Z twl (tw) = i T; g—(—’i (z)
Ti i=1

On utilise la définition (2.16) de do. Il résulte que pour ¢ € C§°(R™),
__<Zmz ]-Q)(P> <1Q’Z 8 (Iz(p >

n 1
- p(x)dz + —/ ;
r [IKT ( ) r ]z[<ri§:: 6
E/ o(z)dz + = / / (tw)]t" " dtdw

|lzj<r Sn-1
ﬁ/ (z)dz+1/ / 9 lo(tw)]e dt ) du
T lx}<r(p T Jgn-1 0 atw v )
n 1 r T
= de + - tw)t™] — n-l
T/Imkrgo(m) $+r/5"v1 ([go( w) ]0 /0 p(tw)nt dt> dw
ZL—/ <p(:v)dz+r"_1/ plrw)dw — ﬁ/ / o(tw)t™ 1 dtdw
T Jzl<r gn-1 T Jo n-1
/ prw)r"dw.
Sn—1

(iii) Si Q= {ox = (2, z,) ER* I xR: 2, > P(z')} o ¥ € C?, on a,

(do, )

Il

H

Il

il

Il

il

Q1) oph= [ e )VIFIEIP
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En effet, on peut prendre p(z) = ¥(z’) — z,, de sorte que,

n—1 a?,b P _i .
Oz; Ox; Oz, ou

1+ IV@b(m’)P.

D’apres (2.16), pour ¢ € C}(R™),

=g 1 oy K2 1

On a

teo 9 /1 1
n= [ ([T (Ge) ) == [ et v,
2 Rn—1 Pz 6In(D ) Rn—1 D(i]:)(p( ( ))
= +oo a 1 0y .
h:i}:_;/w I/Mazl S #) denda’.

Orpouri=1,...,n—1let € Cf,

a [t o 90 )
—_— 0(x', zn) dzn =/ (', 20) dzn — 5= 0(z', 9(2)).
0%: Sy V) O Oz
s 10y
On en déduit, en prenant § = D oz, ©,

n—1
n=3 [ p(a) e e

+00 1 aw ) I
+Z/n 1 8:51(/11)( ')DGQ: (-’B,mn)dzn>d$.

Comme ¢ est & support compact, elle est nulle pour z; = Foo, de sorte que
le deuxiéme terme du membre de droite est nul. On en déduit

(doyp) =5 — I = 1+ V()P p(a’, ¥ (z")) da’

D(a:’ ) (
ce qui donne (2.19) compte tenu de la définition de D.
Théoréme 2.10. (Formule de Green pour le Laplacien). Soit u € C%(R"),

n
p € C3(R™). Soit A = 3 (7%2;. On a alors
i=1 %

(2.20) /ﬂAu(z)tp(:v)dw = /Qu(a:)Aga(:c)dz + /an (gﬁwp - u—(?——) (z)do.
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Démonstration. On applique (2.10) & F = (8—“ 6—”); on obtient

8z, ) Bz,
Au = div F d’ou, -~

- ou ¢ = Ju
pAudr = — / ko +/ n; — @do.
/Q ]:21 Oz 8@ IQ; 7 O,

De méme, en inversant les roles de u et ¢,

= dp Ou = Oy
ulpdzs = — /——--d:z:+/ n; — udo
/n ]2::1 q 9z; Oz; anj; ? Ox;

11 suffit alors de retrancher terme a terme ces deux formules pour obtenir
(2.20). [

Application 2.11
Soit n > 3; la fonction f(z) = 1'51%:7 appartient & Ll _(R™). Nous allons
montrer que dans D'(R™) on a

(2.21) Af = (2= nm)u(s" )&

ou u(S™1) désigne la mesure de la sphere unité de R™.

Tout d’abord la fonction f est C°° dans R™ \ 0; on peut ici calculer Af au
sens usuel. Notons que f(z) = F(|z|) ou F(t) = iy, t > 0. Alors, -

(2.22) A(F(|z]) = F"(|=]) + =

-1

(lz]), zeR™\0.
lz|
Si on admet un instant cette formule, on voit que,

1

-

(2.23) A—— =0 dans R"\ 0.

Montrons (2.22). On pose r = [z] = ( Z )1/2; on a 5‘9—;— = Zi Alors

2
o (F(r) = F'(r) % = % F/(r), puis g;z(F(T)) = 2F'(r) - 3 F(r) +
5 FY(r), dov, A(F(r)) = F"(r) + 2= F'(r).
Il résulte de (2.23) que suppAf C {0}. Le théoréme 4.5, chapitre 2,

montre que Af = Y cq 6((,0‘). Pour obtenir (2.21) il faut un argument
o<k
supplémentaire. Soit ¢ € C§°(R™); on a

(2.24) o) =(r.80) = [ ﬁzAw(z)dz

= lim —— Ap(z)dz,
LY v



48 3 e Opérations sur les distributions

la derniére inégalité étant justifiée par le théoreme de convergence dominée,
puisque Ap- I-Il%g € LY(R™). Posons I, = firl>6 Ap(z )TQ dz. Nous allons

utiliser le théoreme 2.10 avec @ = {z : |z| > e}. Ici p(x) = €% — |z]? de
sorte que la normale unitaire extérieure en un point z € 89 est n(z) =
(—~ ﬁl! , :Ifll R ‘i—xl&) On a alors, aan II Z ;5 3 . Les formules (2.20)

et (2.23) montrent que,

dp
— 2—n d . 2—-n . = K
I /m:e |z c')n( z)do /|:z:] B () an Iml doe = Je —

Comme do, = €™ ' dw, on dw est la mesure de Lebesgue sur S ! on a, en

posant z = ew avec |w| = 1,

= g2 n E 60.}1 (ew)e™™ Ydw = —¢ E w,
SnlE sn-10

=1

Il résulte du théoreéme de convergence dominée que lin(x) Je = 0. Ensuite on
voit facilement que, 5% Iz]2™™ = (n — 2){z|' ", de sorte que,

-K.=(2-n) e plew)e™ Hdw = (2 — n) plew)dw.

sn-1 Sn—1
On a, lirr%)(-KE) = (2~ n) u(S*1)p(0), d'apres le théoréme de convergence
£—

dominée. On déduit de (2.24) que (Af, ) = (2 — n)u(S™1) (o, ), ce qui
prouve (2.21).

Voici une autre méthode pour obtenir la formule (2.21) qui ne fait pas
appel a la formule de Green.
2.4. Distributions homogenes
Définition 2.12. Soit T' € D'(R™) et a € R. On dit que T est homogene de
degré a si, pour tout A > 0 et tout ¢ € C(R™) on a
(2.25) (Typx) = X771, ),

oll ¢y est la fonction = — @(Az).
Exemple et remarques 2.13

i) Si T est donnée par une fonction continue f, cette définition coincide avec
la notion classique de fonction homogene de degré a € R i.e. f(Az) = A\*f(z)
pour £ € R™ et A > 0. En effet si f est homogene en ce dernier sens on a

(o) = [ 1@ebards =2 [ (L) pw)ay
=A""Te / F)ely)dy = A"""%(f, )
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d’ott (2.25) et réciproquement.

ii) Si T est homogéne de degré a, B%Tf est homogene de degré a — 1. Si f est
une fonction C* homogene de degré a et T € D'(R™) est homogene de degré

a alors fT est homogene de degré a + a.

ili) T = %89 est homogene de degré —n — |a. En effet

(0900, 02} = (=1)!*1 (80, 8%px) = (=1)I*1 (8, A1l (9%p) )
= (-1l (3p) (0)
= (=1)*IAIl (55, 0%p) = NI*1(9760, ).
Donc (2.25) est vérifiée avec —n —a = |a| d'olt a = —n — |a|

iv) La distribution définie par la fonction localement intégrable f (z) = TI-',{TI
est homogene de degré a =2 — n.

v) Soient Ty, ..., Tk des distributions sur R™ homogenes de degrés aq,

k
tels que a; # ajsii # 4. Si ), T; = 0 alors, Tp = ..
j=0

supposons ao <a < ... < ak, Ty =

Alors 0 = ( ZT;»‘P,\> = Z’\ "4 (T, )

<., QK
.= T = 0. En effet
=T 1 =0, T, #0ouf < k.

. En divisant les deux membres

par A" 11 vient (7Ty, ) /\“‘ 1 (Top1, @) + ...+ A% 7% (T ) = 0. En
faisant tendre X vers +co on obtient, (T}, ¢) = 0 pour tout ¢ i.e. Tp =0, ce
qui est une contradiction.

Revenons a la formule (2.21). On a vu que I'égalité (2.23) impliquait que
Al -

ca 0% = 0. On pose alors, Ty = A(rn—l_f) — ¢odp puis
|| <k
Ti=~ 37 ca0%, ..., Tk =~ 3 cq 650‘). D’apres ii), iii) et iv) ci-dessus,
laj=1 laj=k

T est homogene de degré —n, Ty de degré —n — 1,
D’aprés v) on a, Ty = =T} = 0 d’oy, A(r,,_ )
on considere ¢ € C§° (R") radiale. On a

.y T% de degré —n — k.
= ¢g8p. Pour calculer cg

({0 ) =0 = (2 Q,A@ :
+o0 n—1
/ /"- s 2 o'+ — )(r)r" 1 dr dw

+o0
= [ / (re" () + (n — 1)/ (7)) dr
sn-1 0
= 55" 1) (2 ~ n)(0)

d’ott ¢ = p(S™1)(2 — n) et on retrouve (2.21).
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Voici une caractérisation des distributions homogeénes.

Théoréme 2.14. Une distribution T € D'(R™) est homogeéne de degré a € R

si et seulement si
n oT )
(2.26) ; 2 aT

Démonstration. Soit ¢ € C§*(R™). On rappelle que ¢, est la fonction
z > @(Az) et on pose G(A) = (T, px). Si T est homogeéne de degré a on a,
G(A) = AT, ). Alors,

(2.27) G'(1) = (=n— a){T} ).

Nous allons montrer que G € C*(J0, +o0[) et G'(A) = (T, 8%(@). Pour cela,
on applique le lemme 6.1, chapitre 2, 3 Y(\, z) = p(Ax).

En effet soit A\g > 0; si suppy C {lz|] < M} on a, pour £ = 0,1 et
A€ 13, +oo, supp dea C {lal < 5} € {lo] < 5T}; ensuite les
fonctions (z,)) — 3%px = M(92p)(A\z) et (z,A) — 9%0hpa(z) =

Ml $™ 2,(8,, 02 ) (Az) sont continues. Alors,
i=1

G'(1) = (T, Zﬂh;‘?) = —Z(aT(IT @) = *Z(mzax %) =
On utilise enﬁn (2.27) pour obtemr (2.26).

Inversement supposons (2.26) vérifiée. Posons Fi(\) = (T, ) — A"~ %(T, ¢).
D’apres la premitre partie de la preuve F est C! sur ]0,+oo[ et 'on a

= (T, ; z; 3%“’: (Az)) + (n+ a) A" YT, ). Or,

(r Zzl (Ax>>:i<mm§£—;<w<m»>
=-3 i<%($iT)y‘P/\> /\ n(T, px) — /\Z<$z ,w>

(T PA) — (T ©x)-

On en déduit,

n+a

FO) = =22 (@) -2 T) ) = -

n+a

FON).

Posons H(A) = A"te F(A); on a H'(A) = (n + a) A"~ 1 F(X) + A" F/(X)
d’on, H'(A) = X»Fe(F'(X) + 2 F(A)) = 0 sur |0, +oo[. On en déduit que
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H()) = constante. Or H(1) = F(1) = (T, 1) — (T, ¢) = 0 car ¢; = ¢. Donc
F()\) = 0 sur |0, +00], ce qui prouve que T est homogene de degré a. |
2.5. Distributions indépendantes d’une variable

Si T € D'(R™), h € R et si e; est le j-itme vecteur de la base canonique de
R", la distribution 74, T est définie par

(2.28) (The; Ty 9) = (T, T—he, ), ¢ € C°(R™),

ol (7—he; ) (z) = @(z — hej).
Définition 2.15. Soit T € D'(R™) et 7 € {1,2,...,n}. On dit que T est
indépendante de z; si,

(2.29) The,T=T, VheR.

Remarquons que si T est donnée par une fonction continue f, la définition

ci-dessus signifie que f(z) = f(z1,...,%j-1,Tj+1,---» Tn).
Théoréme 2.16. Soit T' € D'(R™). Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) T est indépendante de z;.
(i)) g~ =0 dans D'(R™).
(iii) Yy € C°(R™) de la forme ¢(z) = 0;(z;) G(Z1,- -, Tj—1, Tjt1s--rTn)
ot pj € C&C(R), ¢ € CL(R™1) on a,

Too) = Tx9) [ wi0)ds

ot x est un élément de C§°(R) tel que [ x(t)dt = 1.
Démonstration

(i) = (ii) résulte du fait que pour toute ¢ € C§°(R™) on a

. The; T-T _ _QI;
fim (F25—0) = (5, %)
(Voir le probleme 8, I, 1), chapitre 14).

(ii) = (i). On consideére la fonction F': R — C, F(h) = (T, T_pe, ). Il résulte
facilement du lemme 6.1, chapitre 2, que F' € C(R) et que,

F'(h) = <T,——gx%(- - hej)> = —<T, %(T,hej(p)> = <g;€,7'—he,~ <p>4
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On déduit de hypothese que F'(h) = 0 sur R d’ott F(h) = F(0) = (T, ),
pour tout h € R.

(iii) = (ii). Si p = ; ¢, on a
or \ _ o
<%;»90> = —(T,¢;¢) = (T)ti)/w]—(t)dtﬁo.

Donc g% est nulle sur C°(R) ® C§°(R™1). II résulte de la proposition 3.7,

chapitre 1, que g—ITJ = 0 dans D'(R").
(it) = (iii). Soit x € C§°(R) telle que [ x(t)dt = 1. Posons

(2.30) os(5) = ([ es()dt) x(e)) = vlay).

Alors ¥ € C°(R) et [4(t)dt = 0. On en déduit qu'il existe 6 € C§°(R) telle
que Y(z;) = 0'(z;) (voir exemples 2.2, (4)). Alors @ = 6'¢ = a%,-(g@' 1l
résulte de (2.30) que,

- - a .
(T0s@) = (Tx9) [ w0+ (T, 5-00)
ce qui implique le résultat, puisque 3 3T =0. B

Remarque 2.17. Si T est donnée par une fonction continue f et si 5;— =0

dans T, le résultat ci-dessus montre que f(z) = f(z1,... yTje1y Tjt1s - - Tn)-

Corollaire 2.18. Soit T € D'(R") telle que =0pourj=1,...,n 1I
existe C € R telle que (T, ¢) = C [ p(z)dz, pour toute p € Cg°(lR") ie. T
est constante.

Démonstration. Soit ¢ € C(R™) telle que ¢(z) = 1(z1) ... @nlzn)
ot ; € C§(R). En utilisant, successivement pour j = 1,2,....,n,
Pimplication (ii) = (iii) du théoréme 2.16, on obtient

(T, ) = (T,Xlxg...xn)(/gol(zl)da:l) (/(,on(o:n)d:vn) ZC/cp(z)dz.

Comme CP (R, )®... @ C§ (R, ) est dense dans C§°(R%) (proposition 3.7,

chapltre 1), le résultat en découle. |

Corollaire 2.19. Soit T € D'(R"). Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) T € C°(R"), 2L 5a; € C(R"™), j =1,2,.

(ii) T € CY(R™).
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Démonstration. ['implication (ii) = (i) est évidente puisque, si T' est

ST ost donnée par % € Co.

donnée par une fonction f € C?, £=
J

et 6'T

Inversement supposons que T soit donnée par f € C° - parg; € CO.

Fixons j et considérons la fonction

(2.31) filz) = f(z) - /OIJ gi (@1, b, o za)dE.

C’est une fonction continue et, si on considere la distribution .S; qu’elle définit,

(5eme)=~(sn5e) = (T 5e)
+/<Azjgj(x1,...,t,. mn)dt)aajd
=(Ge0) = [oretn=(5r0) - (50) =0

On déduit de la remarque 2.17 que,

on a

f](x) = f(xlr ey i1, T 541, - "11:77.)7

d’on, pour z € R™®,
Tj -
f(il}) ::/ gj(zl,...,t,.“,xn)dt—k f(l‘l,.. .,CL‘]‘_l,(Ej+1,... ,.’Cn),
0

ou f est continue. Le membre de droite de Pégalité ci-dessus admet wne
dérivée partielle par rapport & z; continue. Il en est donc de méme ;-
Ceci étant vraipour j =1,...,n,ona f € CL. i

Corollaire 2.20. Soit T € D'(R™) et k € N. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) T € CO(R™), 8°T € CO(R™), |a| < k.

(i) T € CH(R™).

Corollaire 2.21. L’¢noncé du corollaire 2.20 est encore valable lorsqu’on
remplace R™ par un ouvert Q0 de R™.

Démonstration. On sait que ! = U2 K ¢, o (K) est une suite exhaustive

de compacts. Fixons £ > 2. Soit x € C§°(}), x = 1 sur K;. On a
xT € &'(R™) C D'(R™) et, d’aprés la formule de Leibniz, 8%(xT) € C°(R™)
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pour |a] < k. On déduit du corollaire 2.20 que xT' € Ck(R™), d’ou
T e C’“(IOQ) pour £ > 2. Donc T' € Ck(Q). B

Dans P'énoncé du corollaire 2.19, I'hypothése 7' € C? dans (i) est en fait
superflue et peut étre remplacée par T € D', comme le montre le résultat
suivant.

Exemple 2.22. Soit T € D'(R"). Supposons g% c COURM), j=1,...,n
Alors T € C°(R™).

On traite, pour simplifier, le cas ol n = 2. Supposons que an(; soit donnée
par une fonction g; € C®, pour j = 1,2. Posons,

(2.32) f(z) = /011 g1(t,0)dt + /:2 92(z1,8)ds

C’est une fonction continue; notre objectif est de montrer que T' est donnée
par f-+C, ou C est une constante. En effet, tout d’abord, comme f admet une

e s . N . F . = 8T
dérivée partielle par rapport & z2 continue, on a E;Tf = TBL_ZLQ =T, = Bra
Supposons que ’on montre que

8 oT

2.33 Ty =T, (:_)
( ) 8.'51 g1 azl
On aura alors, pour j = 1,2, %(Tf — T} = 0 et notre objectif résultera du
corollaire 2.18. Montrons (2.33). On a, d’aprés ci-dessus,

) (a:rf) 0 (a:rf) 8 (aT)"i(aT)_aTgl

974 \ 811 dx1 \ 8z3 871 \0zy/)  Oxy \Oz,/ Oz4 ’
donc, 5 1o
Ty
I(ZE 1) = ,,
E (6:51 91) 0 dans D

11 résulte du théoréme 2.16 que %2 — Ty, est indépendante de z; d’aprés
(iii) de ce théoréme, on a, pour ¢ € C°(Ry, ), ¥ € C5°(Ry,),

W) = (2L -1 08) = (G~ Touixw) [ Wa)ing

= Co) [ Wwa)da,
ol x € C&(R), [ x(t)dt = 1. D’autre part, d’aprés (2.32),

(1) = (52 ~ Ty
= —/ [/(/:1 g1(t,0)dt) W’(Zl)dﬂvl] P(ze)dz2
_/{/(/01292(%s)ds)¢'(zl)dxl]w(zg)dxz

—/[/gl(xl,xz)w(ﬂﬂl)dfl]1/)(12)d$2-
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En identifiant les deux expressions de (1), apres avoir effectué une intégration
par parties dans la premiére intégrale, on obtient pour tout =, € R,

<%§f - 91’80¢> :/91(9:1,0)<P(x1)d$1 A/(/Oizgg(zl,s)ds)@’(:tl)d:vl
“/gl(l‘l,rz)go(xl)dxl.

Comme le membre de gauche est indépendant de x5, il en est de méme du
membre de droite (qui est continu en z3). En prenant x = 0, on trouve
que <g—:{- — Ty, ¥) = 0 ce qui, par densité de C§°(R,,) ® C§°(R,,) dans
C$°(R?), prouve (2.33).

2.6. Solutions élémentaires

Définition 2.23. Soit P un opérateur différentiel a coefficients constants sur
R™. Une solution élémentaire de P est une distribution F sur R™ telle que
PE = 6.

Par exemple, dans l’application 2.11, nous avons montré que si
n > 3, la distribution définie par la fonction localement intégrable

1
E ==
©) = G musm ) o2
A. On peut montrer que la fonction localement intégrable

est une solution élémentaire de 'opérateur

H(t) -i=p?
E(t,z) = ——+ze 74
t.2) = gz ©
est une solution élémentaire de Vopérateur de la chaleur P = g—t — Ay sur

R3 X Rg

On verra des applications de cette notion au chapitre 6, paragraphe 4.



Chapitre 4

Convergence des suites

de distributions

On introduit dans ce chapitre la notion de suite convergente dans D'((2) sans
approfondir la topologie de cet espace. Cela sera cependant suffisant pour les
applications.

1 « Convergence dans p'(Q)

Dans ce qui suit §2 sera un ouvert de R et D' désignera D’'(£2).

Définition 1.1. Soit (T}) en une suite de D’ et T € D’'. On dit que (T})jen
converge vers T' dans D’ (et on écrira (T;) — T) si J_I}TOO(T] ) = (T, )
pour tout ¢ € C§(9).

Propriétés 1.2

(i) Si (T;) — T alors, pour tout o € N, (3°T;) — 6T Plus généralement,

si P = > an(z)0™ est un opérateur différentiel & coefficients C'*(Q),
la|<m

(PT;) — PT dans D'. En effet (09T}, ) = (—1)I°I(T};, 0%p) converge vers
(=D)IeNT, 8%p) = (02T, ¢) et (aT;p) = (T}, ap) converge vers (T, ap) =
(aT, ¢), pour tous ¢ € C§°(), a € C®(Q), & € N™.

(ii) Si (T})jen est une suite de D', on dira que la série £ 7} est convergente,
N

dans D’ si la suite (Sn)N>0 = ( }:OTJ) N>o est convergente. Si la série TTj
J:

+00
est convergente, alors pour tout o € N”, la série ) T est convergente et
=0

40 +oo N +o00
ona, 8% Y T; = Y. 8*Tj. En effet, d’aprés (i), (0% Y. Tj) — 8* 3. Tj et
j=0 =0 j=0 j=0

N N
8% STy =3 8°T;.
i=0

=0
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(iii) La convergence'dans L], (Q), 1 < p < +o0, implique la convergence dans
D'. En effet, soit (f;) C LY (£2) telle que (f;) — f dans L .. Soit g tel que
% (1; = 1. Soit ¢ € CF°(Q), suppy C K. D’aprés l'inégalité de Holder,

[{f5,0) = (fro)l = 1f; = f 0l
< / s = fl-loldz <|If; — fllee) @l Lo gy — 0.
K

loc*

(iv) La convergence presque partout n’implique pas la convergence dans

. En effet considérons la suite de L} _(R) définie par f;(z) = Jie iz,
Alors pour tout z # 0, f;(z) — 0 mais (f;) — v/7do dans D'(R) car pour
@ € C§°(R) on a, d’apres le théoreme de convergence dominée,

(fi ) \f/e izt dw‘/ w(%)dyﬂﬁtp(o):ﬁ(éo,w%

Exemples 1.3
(i) La suite (e"%);¢n tend vers zéro dans D'(R). En effet, si p € C§°(R),

0l = | [ e o@is| = |5 [ @@ < = [I@)az —o.

On déduit de la propriété 1.2 (i) que, pour tout N € N, (¥ e¥%) — 0.

(ii) Soit x € L'(R™) telle que [ x(x)dz = 1. Posons x;(z) = j*x(jz). Alors si
a<mn, (x;) —0,sia=n, (x;) = b et si @ > n, (x;) ne converge pas dans
D'(R). En effet (x;,9) = [x;(@)p(z)dz = j*™ [ x(y)p(¥)dy. Comme,
d’apres le théoréme de convergence dominée, [ x y)cp(*;i) dy — ¢(0), on a
(Xj,¥) — 0 (resp. &) si o < n (resp. o = n) et n’a pas de limite si a > n.

(i) Pour z € R et € > 0, posons f.(z) = Log(z + ie) = Log|z + ie] +
i Arg(z + ie), (Arg €] — m,w[). Alors (f.) C LL (R) et, si ; — 0, la suite

Logzx siz>0
v —
(fe;) converge dans D'(R) vers fo(z) = Log [z| +ir siz < 0.

En effet pour ¢ € C§°(R),
J Log(z +i€;) p(z)dz = [Log|z +ic;|p(z)dz +1i [ Arg(z + ic;) p(z)dz =
(1) + (2). Tout d’abord comme |z| < |z +ig;] < |z} +1 (sie; < 1) ona
|Log |z + ie;|| < max(|Log |z, Log(|z| + 1)) € LL.(R); d’autre part,
Log |z + ie;| — Log|z| presque partout. On déduit du théoréme de con-
vergence dominée que (1) — [ Log|z|¢(z)dz. Ensuite, Arg(z + i€;) tend
vers zéro si z > 0 et vers 7w si z < 0; le théoréme de convergence dominée
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implique que (2) — 7 ff’oo @(z)dx; d’ou le résultat. On peut encore écrire
folz) = Log |z| + in H(—x).
D’apres la propriété 1.2 (i) et les exemples 2.3, (2) et (3) du chapitre 3,

on a d 1
lim — = — fg = vp— —indg,
£; -0+t T+ i€; da:fo L= 0

d
lim —f.. =
e;—0+ dz 7

En effet la fonction z +— Logz étant holomorphe dans € \ R™, on a,
2 (Log(z + iy)) = (%(Log z) = 1, pour Imz # 0. On note usuellement

. 1 . 1 3 N = 1 . 1 . .
E}gl&+ I T o D’aprés ci-dessus, 5755 = vpy — imdp. On obtient de
J
maniére analogue z-}iO = vp% + i do, d’ou,

1~1(1+1)6—1(1 1>
P T o\sxi0 T r=i0) P T 2m\z—w0 z+i0/

Cependant, si on ne connait pas la limite, comment savoir si une suite de
distributions converge? Voici un résultat qui fournit une réponse a cette

question.

Théoréme 1.4. Soit (1), une suite de D'(?). Supposons que pour tout
p € C§°(Q), la suite ((T},y)); converge dans C. II existe alors T € D'(§2)
telle que (15); tende vers T' dans D'(2).

1l faut remarquer que ce résultat est inhabituel. En effet, si on a une
suite (f;) de fonctions continues telle que, pour tout z, la suite (f;(z))
converge (i.e. convergence simple), la limite n’est pas nécessairement
continue. L’important dans le théoréme est le caractére linéaire des Tj.

Ce théoréme est une conséquence d’un résultat important d’analyse fonction-
nelle.

2 « Le théoreme de Banach-Steinhaus

Théoréme 2.1. Soient (E, (pe)ecn,); (F,(qk)ken,) deux espaces localement
convexes., On suppose que E est métrisable et complet. Soit (Tx\)xea une
famille d’applications linéaires continues de FE dans F. Supposons que

(2.1) Vk €Ay, Vz€E, ICrz >0:qe(Thz) < Cryp, VAEA.

Alors,

(2.2) Yk€ Az, €€ Ay, 3C>0:qe(Thz) < Cpez), YT € E, VA EA.
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Corollaire 2.2. Dans le cadre du théoréme 2.1, soit (T})jen une suite
d’applications linéaires continues de E dans F telle que

(2.3) Ve e E, Ja, € F: _li:Ln Tjz = a, dans F.
J—too

Posons Tz = a; pour z € E. Alors,

(i) T est linéaire continue,

(i) pour tout compact K de E et tout k € A,,

lim sup qx(Tjz — Tz) = 0.
(3¢

J—oo 4

En particulier,
(i)’ si (zj) — = dans E, alors (Tjz;) — Tz dans F.

Démonstration du corollaire 2.2. La linéarité de T est évidente. Montrons
la continuité. Comme dans F', toute suite convergente est bornée, 'hypothese
(2.3) implique (2.1), donc (2.2), d’aprés le théoreme 2.1, i.e.

(2.4) Vkedr, e Ay, 3C>0:q(Tyjz) < Cpe(z), VjEN, Vz € E.
D’apres (2.3), qx(Tjz) — qx(Tz) dans C. Donc (2.4) est aussi vraie pour T,

ce qui prouve que T est continue.

Montrons (ii). Soit £ > 0; nous devons prouver que, pour toute semi-norme
Gk,

(2.5) INo €N:Vj> Ny, qu(Tjz~Tz)<e, Vz e K.

A Yindice k correspondent £ et C vérifiant (2.4). Recouvrons K par un nombre
fini de py—boules de rayon 55 et de centres yi,...,ya. Pour tout z € K, il
existe mg € {1,2,..., M} tel que,

€
% (Ti(z — ym.)) < Cpelx — ym,) < =,
(2.6) 3
’ 3
(T (z — ym.)) < Cpe(z — ym,) < 3
ce qui résulte de (2.4) appliqué a Tj et & T
D’autre part, pour m € {1,...,M} on a, .ligl @ (Tjym — Tym) = 0. 11
j—+oo

existe donc Ny tel que pour j > Ny, on ait gx(Tjym — Tym) < § pour tout
m € {1,2,...,M}. Alors, pour j > Np et tout z € K on a,

(T~ T2) < qe(Tiz = T5Ym,) + G (Tj ym, — TYm, ) + @ (Tym, — T'z) < ¢,
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ce qui prouve (2.5).

Montrons (ii)’; I'ensemble K = {z;}; U{x} est un compact de E. Soit g une
semi-norme de F et € > 0; soit £ et C satisfaisant & (2.4). Il existe Ny tel que
pour j > No, on ait {(d’apres (i) et 'hypothese de (ii)’)

£
) pz(ﬂj“I)S%~

N &

sup qk(Ty — Ty) <
yeK
Alors (2.4) implique que pour j > N,
a(Tjzj — T'z) < qe(Tjz5 — Tzj) + qp(Tx; — Tx)

< sup qx(Tjy — Ty) + Cpe(zj — z) < €.
yeK

Démonstration du théoréme 2.1. Soit ¢; une semi-norme dans F. Pour
N € N posons,

FN:{meE:qk(T,\x)SN, VAGA}.

a) F est fermé car toute semi-norme est continue.
b) ;LZ Fy = E, par hypothese.

c)Siz € Fy, —x € Fy car gg(Ta(~1)) = gk (Thz).
d) Fiy est convexe car si z,y € Fyy et t € [0,1] on a,

a(Ta(tz + (1 = )y)) <tgu(Thz) + 1= t)qu(Thy) <tN+ (1 —t)N =N

donc tz + (1 —t)y € Fi.
L’espace E étant métrique et complet, il est de Baire. D’aprés a) et b) il

existe Np € N tel que Fy,# 0. Il existe donc zg € Fy,, une semi-norme p,
et g9 > 0 tels que,

By = {z € E: py(z — z0) <&} C Fu, .
Nous allons montrer que cela entraine,
2
(2.7) Blz{er:pg(z)<—2—}CFNo.
En effet, si z € B; on écrit z = %((zo +2z) — x0); on a o € Fy, donc

(d’aprés ¢)) —zo € Fn,; ensuite, o + 2z € By car py(zo + 2z — zo) =
2pe(z) < €0, donc zo + 2z € Fi, ; enfin, d’apres d), z € Fy,.
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On déduit de (2.7)-et de la définition des Fy que
pe(z) < 529 = qr(Thz) < Ng, VAeEA.

Soit x € F quelconque; posons, pour § > 0, T = Alors pe(T) < 22

pg(r)+5 2
donc ¢, (15 T) < Ny ce qui s'écrit,

2
qe(Trz) < :No(pz(ﬂz) +6), VYieA.
Q

1l suffit de faire tendre 8 vers zéro pour obtenir (2.2). B

Démonstration du théoréme 1.4. 1l suffit d’appliquer le corollaire 2.2
dans le cas ot £ = C§°(K) (K compact de 2) et F = C. |

3 « Application : I'espace c*(1,D'(Q))
Soit I un intervalle ouvert de R et pour tout t € I, T; un élément de D'(£2).

Définition 3.1. Soit k € NU {+o00}. On dit que (T;) € C¥(I,D’(2)) si pour
tout o € Cg() Papplication de I dans C, t ~ (T}, ) est de classe C*.

Proposition 3.2. Soit (T;) € C*(I,D'(£2)). Pour tout 0 < £ < k et pour
tout t € I, il existe une distribution T " telle que (T{") € CF=¢(1,D'(Q)) et

e [(5) @) =1, vuel, voecr@.

Démonstration. Pour k = 0, il suffit de prendre Tt(o) = T;. Montrons le
cas k =1, £ = 1. Soit tg € I et (g;) une suite de réels tendant vers zéro;
posons T = ;]- (Ttg+e; — Tto)- Par hypothese, pour tout ¢ € C5°(Q), (T, )
tend vers une limite, pour j — 400, qui est égale & [—gf (Tt, ©)] (to). D’autre
part, d’apres le théoreme 1.4, il existe une distribution, que nous noterons
Tt(ol) telle que (T}, p) — (Tt(ol),cp); d’ot (3.1). Enfin, le membre de gauche de
(3.1) étant continu, on a (Tt(l)) € C°I,D'()). Le cas k > 1 se démontre
facilement par récurrence sur { =0,...,k. |

Proposition 3.3
a) Soit (Ty) € CO(,P'() et v € C§(I x ). Alors I’application
t— (T, ¢(t, -))pr(q) est continue sur I.
b) Soit (Ty) € CYI,D'() et v € CL(I x Q). Alors I'application
t — (Ty, (¢, ) pr(a) est C sur I et

2 Tt ) = (1, (e ) + (T G 1),
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Démonstration

a) Soit to € I et (t;) C I, t; — to. Posons T; = Ty, et ¢; = 9(t;,-).

Par hypothese T; — Ty, dans D'(£2). Ensuite comme suppy C [¢,d] x K,

ou K est un compact de {2, on a supp,; C K et ¥; — 9¥(to, ) dans

C5°(K) car [929(t;, ) — 02%(to,x)| < |t; — to] sup [3,029]. Dapres
[e,d] x K

le corollaire 2.2 (ii)’, appliqué a Tj,¢;, E = CP(K) et F = C, on a
(T5,45) — (Tte, ¥(to, ")), ce qui exprime la continuité en ¢y de I'application
de Pénoncé.

b) Soit tg € I et (g;) — 0. La valeur du membre de gauche de (3.2) en tg est
1 .
(1) = lim ;[<Tto+51,w(t0 tej,)) — (Tco,w(to,-))} = lim 4.
7 o0
On peut écrire

1
A = e_l_ [(no+€jr¢(t0 +e5,0) - ¢(t0:')>] to (Tiore; = Tuo, (o, ) -
’ ' ’ (@)
(1)

D’aprés la proposition 3.2, on a jETm(Z) = (Tt(ol),d)(to, -)). Pour traiter le
terme (1), on utilise le corollaire 2.2 (ii)’. Posons T; = T4, et ¢; =
Eij (¥(to + €5,-) — ¥(to,-)). Tout d'abord, il existe un compact K de 2 tel
que supp, ¥; C K ; ensuite ¢; — %%i(to,-) dans C§°(K) et T; — T}, dans
D'(§2); on en déduit que (1) = (T},%;) — (Tvo, 2L (to,-)). =

Proposition 3.4. Soit (13) € C°(I,D'(2)). Posons, pour 4 € C(I x Q)
() = [0 ooy .

Alors T € D'(I x Q).

Démonstration. Tout d’abord, 'intégrale a un sens car, d’aprés la propo-
sition 3.3 la fonction t — (T3, %(t, -)) est continue et nulle pour t assez grand
car ¥ € C§°(I x 2). Ensuite T ainsi définie est linéaire. Montrons que c'est
une distribution. Soit [c,d] x K un compact de I x . Pour ¢ € CP(K)
Papplication t + (T, ) étant continue, elle est bornée sur [c,d]. 1l existe
donc Cyp > 0 telle que (T3, ¢)| < Cy, Yo € C§°(K), Vt € [c,d]. D’aprés le
théoreme de Banach-Steinhaus, appliqué & F = C§°(K), F = C on a,

3C >0, HEeN:[(T,p)| <C Y sup|d°p|, Vteled], Vo € CP(K).
K

lal<t
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Pour t € [c,d], ¥(t;-) est C§°(K). On peut donc lui appliquer I'inégalité
ci-dessus, i.e.

WTo (6, NI < C ) sup |ogy(t,z)l, Vie[ed).

Jaf<e®
Alors
(T, )] </ (T p(t, Nlde < C > / sup |0%(t, )| dt
jaj<e/c TEK
d’ot1
(T, ) <C' > sup |92yl
o<t [e,d}x
ce qui prouve que T est une distribution. [ ]

Remarque 3.5. Si T € C°(I x Q) alors T; = T'(t,-) et pour 9 € C$°(I x Q)

(Tﬂﬁ)—_—/I/QT(t,z)zp(t,z)da:dt.

Nous verrons des exemples d’applications de ces notions au chapitre 8.

4 . Remarques

(i) On peut définir de maniere tout a fait analogue la convergence d’une suite
(Tj)jen de E'(Q) vers T € £'(Q) en demandant que ((T},¢))jen converge
vers (T, ¢) pour tout ¢ € C*(2). Le théoréme 1.4 reste vrai en remplagant
D'(0) par £'(R) et C(Q) par C=(Q). Cependant il faut prendre garde au
fait suivant.

Soit (T})jen une suite de £'(2) et T' € £'(R). Si (T})jen converge vers
T dans D'() (i.e. (Tj,9) = (T, ), Vo € C§()) cela n’implique pas que
(T3) — T dans £'(Q2). Voici un contre-exemple. )

Soit 1 € C§°(R™) telle que supp ¢ C {z: |z| < 1} et [ (z)dz = 1. Pour
j € N* on pose, ¥;(z) = ]i,.z/)(-;-) (ne pas confondre avec une approximation
de dg ol on aurait ¥(jz)). Alors (¥;)jen C E'(R™) et (¥;) — 0 dans D'(R™).
En effet, si ¢ € C°(R™), (¥5,¢) = [¥(¥)¢(jy)dy — 0, par application du
théoréme de convergence dominée; en effet, lorsque yo est fixé, dans R™ \ 0,

©(jyo) — 0 et [Y(y)e(iy)l < (SUP|QOD|¢(y )| € L. Mais (3;) ne converge

pas vers zéro dans £'(R") pmsque (¥,1) = [¢(y)dy = 1.

(ii) On peut aussi définir les espaces C¥(I,£(Q2)) en remplacant, dans la

définition 3.1, D'(Q2) par £'(Q) et C§°(N) par C°°(Q). Les propositions 3.2,
3.3et 34 correspo‘ndantes sont alors encore vraies.



Chapitre

Produit tensoriel des distributions

Soit £, Q2 deux ouverts de R™, R™2. Pour u; € C°(£2;), 7 = 1,2, on définit
la fonction 11 ® up (que Von lit «u; tensoriel ug») sur €1 x Qy par,

(1.1) (w1 ®ug) (21, z2) = ur(z1)uz(z2), (T1,22) € Q1 x Q.

Alors uy ® up € C°(Q x Q) et pour ¢ € C(Ny x Q2) on a, d’apres le
théoréme de Fubini,

(w1 ® uz, ) = // wi (@) ua(@2) p(z1, o2) dey das
:/u(zl)(/u(:zg)(p(xl,mg)dmz) dzy = (ur, (uz, ¢(z1,))) .
En particulier si ¢(c1,72) = ¢1(21) pa(z2) ot ¢, € CE(Q;) on a,
(u1 ® uz, p1 ® p2) = (u1, 1) {uz, p2)-

L’objet de ce paragraphe est de généraliser cette opération aux distributions.

Théoréme 1.1. Soit T; € D'(£;), j = 1,2. Il existe une unique distribution
T € D'(y x ) telle que, pour tous @; € CP(SY;), 7 = 1,2, on ait

(1.2) (T, 01 ® p2) = {T1, 1)(T3, p2) -
De plus, pour ¢ € C§°(21 % §12),

(13) <T7 (p> - <T1,<T2,(,0(5131,‘))>,

(14) <T1 (10> - (T2) <T1; (P(; Iz))) .

Si T; € &', on a les mémes formules pour ¢ € C™(Qy x Q3). On écrit
T=T1®T; =TT, et T s’appelle le produit tensoriel des distributions
T1 et TQ.
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Démonstration

a) Existence. Soit K; des compacts de (2;. I existe k; € N et C; > 0 tels
que

(1.5) (T3, 0] = Cj Z sup [0%p;], V; € C5°(K;).
lal<k;
Soit ¢ € C§ (K, x Kj). Alors z1 — (Ty,¢(z1,-)) appartient & C§°(K).
En effet, cette fonction est nulle pour z; ¢ K; (car ¢(zy,) = 0) et le
fait qu’elle soit C*° résulte du lemme 6.1, chapitre 2; en effet pour tous
a; € N™, j=1,2, la fonction 877 Jg2¢ est continue sur 2; X {2y et pour tout
z1 € K1, suppdgly C Ky. En outre, ce lemme dit que 99} (T2, ¢(x1,-)) =
X

2
(T2,02 ¢(z1,-)). Enfin d’aprés (1.5),

Sfl(lp‘aza}(T:z’s@(Ih'))'SCz Z sup 921 822 ¢].

laa] <kg K1 K2

Alors (T, (T, (1, -))) est bien définie et, d’aprés (1.5),

[Ty, (T2, o(z1,)))| < Cy Z sup |07] (T2, p(=1, )|

Joa|<hky 1
< C1Cy Z sup |07} 072¢).

jay <k, K1xKa
lagl<ky

On pose (T, ) = (T1, (T, ¢(x1,-))). Alors T € D'(Q) x Q3) et vérifie (1.2),
(1.3).

b) Unicité. On utilise le fait que C§°(1) ® C§°(22) est dense

C§ (1 x Q) (cf. chapitre 1, proposition 4.7). Soit ¢ € C§°(£21 x 22); alors
o= hm ('L/)k®9k) i € CP (), Ok € C°(Qy). Soit T, S deux distributions
qui verlﬁent (1.2); alors U = T — S vérifie,

(U, ) = kli{go(U, Ve ® k) = kl{g{loo ((T1, ¥ ) (T2, Ok) — (T1, i) (T2, Ok)) =

Enfin, la distribution T, définie par (T, @) = (T3, (T, ¢(z2,-))), vérifie aussi
(1.2). L’unicité montre que T = T d’ol (1.4). |

Exemples et remarques 1.2
i) Soit a; € Qy, j=1,2 et T = 4, ; alors Ty @ Ty = J, ol a = (ag,a2).
ii) Si 71 € D'(R,), T2 € D'(Qy) on a 5}- (M eT) = g_n ®T.
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En effet, <£—;(Tl ®T2),<,0> = —<T1 ® Ty, 3%%) = —<T2><T1y %('vy)>> =

(T3, (52 0(,y))) = (57 ® Tas ), pour ¢ € C5°(Qe x Q).
Par exemple, si H(t) désigne la fonction de Heaviside sur R, on a, pour
z = (z1,...,Ta) € RT,

a 0
(1.6) 8—11 L. 5x—n (H(I])@H(Jl?g)@ . ®H($n)) = 5z1::0®- . .®5$n:0 = {g.

iii) Soit T € D'(R:), S € &£'(y). Soit x € C§°(y), x = 1 dans un voisinage
du support de S. On a alors pour ¢ € C§° (0 x £y),

1.7) (T®S,p)={TQS,xp).

En effet (T ® S,¢) = (T, (S, ¢(z,))) = (T,(S,x()e(z,))) = (T &5 x¢).
Ceci montre que 'on peut prolonger T'® S aux fonctions ¢ € C*°(Q; x Q)
telles que x¢ € C3°(Q= x £2y).



Chapitre 6

Convolution des distributions

La convolution, introduite au chapitre 1, § 3.2, est une opération qui concerne
des fonctions définies sur R™. Si u et v sont (par exemple) continues, pour
z fixé, la fonction y — u(y)v(z — y) est continue mais non nécessairement
intégrable sur R™. Par contre si u ou v est, en outre, & support compact alors,
pour z fixé, cette fonction est aussi & support compact donc dans L'(R™), de
sorte que P'on a pu définir u * v par,

<u*v><z>:/u(y)v<x~y>dy, T ER",

Si p € Cg°(R™), la fonction (z,y) — u(y)v(z — y)p(z) est dans L1(RZ") et
on a

(wroe) = [[ ww)oe - v)p(@rdyds = [t + =) dya:

d’out
(urv,0) = (uy ® vz, 9(y + 2)),
le crochet du membre de droite étant pris dans D'(R™ x R™).

L'objet de ce chapitre est d’étendre aux distributions I'opération
« convolution ».

1 « Convolution de deux distributions

Théoréme - Définition 1.1. Soit T € D'(R"), S € £'(R") (ou l'inverse).
La forme linéaire (notée T x S) définie sur C§°(R™) par

(1.1) (T*S,0) = (Ty ® S, 0(y + 2))
est une distribution appelée convolution des distributions T et S.

Démonstration. Le fait que le membre de droite de (1.1) ait un sens,
résulte de la remarque 1.2, iii) du chapitre 5. En effet, si ¢ € C$°(R™) et
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si x € C§°(R™) est égale a 1 sur un voisinage du support de S, la fonction,
(y,2) — x(y) w(y + z), appartient a Cg°(R"™ x R™).

Posons A = (Ty,{S:,¢(y + 2))). Comme S appartient & &'(R"), il existe
Co >0, £ € N, K cC R™, tels que, pour tout ¢ € C°°(R™) et tout y € R™ on

ait,

(1.2) S,y + )] < Co D sup 0%y (y + 2)I.

laj<e*€

D’autre part, T € D’'(R™) et la fonction y — (S,¢(y + -)) appartient &
C&(R™) si @ € C§°(R™); il existe done Cy > 0, k € N tels que

Al < Cy D sup|al(S, ey + )]
1Bl<k Y

<C1 Y sup|(S, (0Pp)(y + ).
181<k Y

(1.3)

En utilisant (1.2) avec 4 = 8%y puis (1.3), on trouve

o+ < Y
Al < C1Co D sup [0 Fply+2) <C1Co 3 sup 07p(z)].

2
Joise <
i<k YT brisk+e®

Cette inégalité montre que T * S est une distribution. Lecas T € &', S € D/
est tout a fait analogue. ]

Les résultats suivants résument les principales propriétés de ce produit
de convolution. Dans ce qui suit, on note D', £ au lieu de D'(R™), &'(R™).

Proposition 1.2. Pour T € D', Se€& ona
(i) T«S=8xT,
(ii) Tx8g =60 +xT =T,
(iii) 0%(T' x S) = (0*T) x S =T % (0*S), Ya € N,

Démonstration

(@) (T * S,0) = (Ty, (Sz,0(y + 2))) = (S, (Ty, (2 + 9))) = (S *T,p),
Vi € CP(R™).

(ii) (T * b0, ¢) = (Ty, (32, p(y + 2))) = (Ty, 9(v)) = (T, ), Vo € C°(R™).
(ili) (0*(T * 8), ) = (=1)1*T % 8,0%¢) = (—1)1°UTy, (S, (8%p)(y + 2)});
or (8%p)(y + 2) = 82 [w(y +2)] et (S,, 83 [p(y + 2)]) = (=1)1*1(8>S, (y +-))

d’ou (8*(T '+ S), @) = (Ty, {(0%S5) 2, e(y+2))) = (T'x(8%5), v} ; 'autre égalité
résulte de (i). |
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Proposition 1.3. Soit T € D'(R"), ¢ € CP(R™) (ou bien T € &'(R™) et
p € C*(R™)). Alors,
(i) T * ¢ est donnée par la fonction C°, x + (T, p(z —)).
(i) Si T € D) (resp. £&'F)) et p € Ck (resp. C*) alors T'* ¢ est donnée
par la fonction continue z — (T, p(z — -)).
(ii) On a, supp(T * ) C supp T + supp .
(iii) SiSe& ona (T*xS)xp=Tx(S*¢).
Démonstration

(1) (T x p,¥) = (Ty, (@2, ¥(y + 2))), pour ¢ € C§g°(R™). Donc,
@0 = (T, [ @)ty +2)ds) = (T, [ ol = 1) v dz).

Comme la fonction (z,y) — ¢(z — y)¥(z) appartient & C$*(R™ x R™), on
peut appliquer le corollaire 6.4, chapitre 2. On en déduit,

W*%w:/@wu~wwmm=«anm»w

et donc, T * ¢ est donnée par la fonction (T, p(z — -)) qui est C*° d’apres le
lemme 6.1, chapitre 2.

(i) Si T € &M soit x € C°, x = 1 sur un voisinage du support de T;
alors xT = T. Si (zn) — o alors (T, x(-) p(zn — )y — (T, x(-) p(z0 — -)}, car
X()p(zn — ) = x(-)(zo — -) dans C¥, puisque (z,y) — 95 [x(y) v(z — )]
est, pour |a| < k, uniformément continue sur B(zo,d) x suppx. Le fail gue
T ¢ soit donnée par cette fonction est analogue a (i).

(ii) Comme supp ¢ est compact, suppT + supp ¢ est fermé. Soit zo appar-
tenant & (supp T + supp ¢)°. 1l existe V, C (suppT + supp ©)¢. On va mon-
trer que, pour tout z € Vg, (T, o(x — -)) = 0 et donc zg ¢ supp(T * ).
En effet, si x € V,,, on a suppT Nsuppy(z — y) = @, car si il existait

y

y € suppT N suppy(z — y), on aurait y € suppT et z — y € suppp d’olt
T=z—-y+y EZupp @ +supp T, ce qui est absurde.
(iii) Les deux membres ont un senscar T* S € D', p € C§° et S € &',
d’apres (ii). On a d’aprés (i),
(T % S) * p)(z) = (T'* S, p(x = -)) = (Ty, (Sz, p(z — (¥ + 2))))
=(Ty,(Sxp)(z —y)) = [T* (S x ©)|(z). u
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Proposition 1.4

(i) Si(S5;)c &, S; —Sdans& et T €D alorsT+S; — TS5 dans D'.
Si(T;)c D', T =T dansD' et S€& alorsTj+S — TS dans D'

(ii}) Pour T € D', S € £ on a, supp(T * S) C supp T + supp S.

(iii) Pour T € D', S, U €& onaT+ (SxU)=(T*S)»U.
Démonstration

(i) Soit ¢ € C§°; on a (T Sj,¢) = (S T,) = (S;,(T ey + 1))

Comme la fonction, y — (T,o(y + -)) est C™ et S; — S dans &£ on a
(T *S;,0) — (S, (T,o(y +-))) = (S*T, ). De méme pour le cas (Ij) C D'

(ii) Soit x € Cg°(R™) telle que supp x C {|z| < 1} et [ x(z)dz = 1. Posons
Xe(z) = e x(£). On sait que xe — do dans &'(R™). D’aprés (i),

(1.4) lim (T'+ 5) * xe,0) = (T*S,9), Vo€ Co°.

Soit zg ¢ (suppT + supp.S), nous allons montrer que

(1.5) 3V, Jeo>0:Ve <eg, Vi N{suppT +supp S+ B(0,¢)) = 0.
On raisonne par ’absurde. Sinon,

VYV, Veo > 0,36 <eg, Jz €V, tel que = € suppT +supp S+ B(0,¢).

En prenant V,, = B(zo, %), €0 = %, n > 1, on construit des suites (e,,),

en < %, (x,) telles que z, € B(zq, %), Zn € suppT + supp S + B(0,¢&,).
On a |z, — zo] < % et d(zn,suppT + suppS) < e,. Alors z, — z¢ et
d(zo,supp T + supp S) = 0, donc z¢ € suppT + supp S (qui est fermé) ce
qui est absurde. Soit ¢ € C§°(Vy,). Comme, d’aprés la proposition 1.3 (iii),
on a (T *8)*yxe =T*(S*xc), il résulte de (i) de cette proposition que
supp[(T * S) * xe] C supp T + supp(S * xc) C suppT + supp S + supp xe C
suppT + suppS + B(0,e). On déduit de (1.5) que pour ¢ < € on a
supp ¢ Nsupp[{T" * S) * x| = B, donc ((T * S} * xe, ) = 0 et d’aprés (1.4),
(T'*S,) =0,V € C§(Vy,). D'olt zg ¢ supp(T * S).

(iii) (T * (S * U), @) = (T, (Sy, (Us, p(z +y + 2))))
={((T*S)xU, ). L

Remarque 1.5. La proposition 1.4 montre, en particulier, que 'on peut
définir la convolution de k distributions, sous I'hypothese que 'une au plus'
n’est pas a support compact. Voici un exemple qui montre que cette hypothése |
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est importante. Prenons T' =1, § = &y, U = H (fonction de Heaviside) alors
T,U €D, S e & mais, en notant g = 0,

(1#8)Y*H=0car 1§ =(1)*5§=0%x6=0

1#(0«Hy=1car '« H=6+«(H) =6+6=0 et 1x5=1.

2 « Théoremes de densité

Théoréme 2.1. Soit §2 un ouvert de R™. Alors C§° () est dense dans D'(Q1)
et dans £'(Q).

Démonstration. On sait que ) est réunion d’une suite exhaustive de
compacts, 2 = :';(j: Kj. Soit x; € Cg"(}o(j“), x; = 1 sur Kj. Soit
0 € Cg°(R™), suppd C {z € R* : |g] < 1} et [O(z)dz = 1. Posons
0; = " 6(jz). Alors pour j assez grand, supp x; +supp 8, C §. D’autre part,
x;T appartient & £(2) C £'(R™). Posons T; = (x;T) *8;. Alors T; € C§(Q)
pour j assez grand, car suppT; C suppx; + suppf; C 1. Montrons que
T; — T dans D'(2). Soit ¢ € CF°(). On a (T}, ) = (x;T, {05, p(y + 2))).
Or (6, 0(u + 2)) = [ 6;(2)9(u +2)dz = (§; * ) (y) ot f5(z) = b;(~2). Donc
(T5,9) = (T, x;(0; = p)) et le théoréme sera démontré si on prouve le lemme
suivant.

Lemme 2.2. La suite (x;(0; * ¢)); converge vers ¢ dans C§°(f2).

Démonstration. Si jo est assez grand, on a, pour j > jo,

supp(6; * ¢) C supp ¢ + B(0, Jl) C suppy + B(0, 310-) =K Ccc.
Si j est assez grand, x; = 1 sur K (puisque les K sont croissants) et donc
supp(xj(éj x @) = supp(éj * ) C K. Montrons que, pour tout a € N7,
(0%(6; * ¢)) converge vers %y uniformément sur K. On a

0+ (@ e@) - 0°6(@) = [ 0,20 (@ - )z~ ( [ 0,(-2)dz) 9%(a).
En posant —jz = y dans les intégrales, il vient

05 + ©°9)(@) ~ %0(o) = [ 0) [ (= + 2v) - 00 (@)] dy
Qo

S, o 1o 0 ,a C
85+ @) -7t < 5 3 owp 07 [ unlotwian <

J
et donc,

sup (05 * (0))(z) ~ 0°¢(a)| < .f_ 0.

La preuve dans le cas de £ est tout A fait analogue. |
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3 « Support singulier d’une distribution

Définition 3.1. Soit T' € D'(§2). Le support singulier de T noté ss(T) est
défini par

(3.1) ss(T)° ={z € 2:T est C° au voisinage de z}.

Comme Vensemble du membre de droite de (3.1) est un ouvert de ,
Pensemble ss(T') est un fermé. Voici quelques propriétés simples.

Propriétés 3.2
(i) ss(T) =0 T e C(N).

(ii) ss(T) C suppT. En effet, si zo ¢ suppT, T est nulle au voisinage de z
donc C*.

(iif) SiT € D'(Q) et f € C°(N) on a,
ss(T'+ f) = ss(T) et ss{(fT) < ss(T)Nsupp f.

En effet, comme f est C°, T + f est C* au voisinage d’un point si et
seulement si T l'est. Ensuite, soit zo € ss(T")¢ U (supp f)°. Si xo € ss(T), T
est C™ au voisinage de zq, donc fT aussi et, si zo € (supp )¢, alors f =0
pres de zp donc fT = 0 pres de zo.

(iv) Ss(g—fj—) C ss(T); en effet si T est C* pres de z¢ il en est de méme de
g_Z;' On en déduit que ss(9%T) C ss(T"), Va € N™.

(v) On déduit de (iii), (iv) que, pour tout opérateur différentiel & coefficients
C®sur Q, P= 3 aq(z)0% onass(PT)C ss(T). L'inclusion inverse est

laf<m

fausse en général. En effet, dans © = R?, prenons par exemple, P = -2

bz,
T = 1,, @ H(z2) ot H est la fonction de Heaviside; T = 1 pour z3 > 0 et
T =0 pour z3 < 0; donc ss(T) est 'axe des z; mais,
I = (21) @ H(zz) = 0® H(zz) = 0.
aT

Donc ss{(£L) =@, ce qui montre bien que ss(T 7 ss(2=—).
EERN By

Définition 3.3. Un opérateur différentiel P pour lequel, pour toute distri-
bution T € D'(Q), on a ss(PT) = ss(T), est appelé hypoelliptique.

Nous verrons plus loin des exemples de tels opérateurs et, pour ce faire, nous
commencons par énoncer un résultat important.

Théoréme 3.4. Soit Ty € D'(R™), Ty € £'((R™). On a,

ss(T1 x Ty) C ss(T1) + ss(T3).
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Démonstration .~

Cas 1. On suppose T; € &', j = 1,2. Posons K; = ss(Tj); c'est alors
un compact (car fermé et contenu dans suppTj). Pour € > 0 notons
Kjc = {z € R" : d(z,K;) < €}. Il existe alors ¢; € Cg°(R™) telle que
Y; = 1sur Kj ¢, supp¢; C Kje. On éarit Tj = ; Tj + (1 — ¢;) T} Alors,

Ty Ty = (01 Th) * (Y2 To) + (b1 Ta) * (1 = 92) T2) + (1 = ¥1) T1) * (2 T2)

F((1 =) T1) * (1= 92)T2) = (1) + (2) + (3) + (4).

Comme ss((1 — ;)T;) C supp(l — ;) Nss(Ty) € KfNK; = 0 et
supp((1 — ¥;)T;) C suppTj, on a (1 — ¢;)T; € C§°(R™). On déduit de
la proposition 1.3 que les termes (2), (3) et (4) sont C*. Il résulte de la

propriété 3.2 (iii) que, ss(T1 * T2) = ss((¥1T1) * (Y2T2)) C supp((¥1T1) *
(2 T»)). La proposition 1.4 (ii) montre alors que

ss(Ty * Tp) C supp(¢y T1) + supp(y2T2) C supp ¢ +supp s C Ky e+ Kape.

11 suffit de faire tendre ¢ vers zéro pour conclure.

Cas 2.SiTy € D', T, € £, on montre que, pour toute boule B(0, R),
ss(T1 * T2) N B(O, R) C [ss(T1) + ss(T2)] N B(0, R).

Supposons supp Tz C {z € R™ : |z} < M}. Soit § € C§*(R"), § = 1 sur un
voisinage de {z € R" : [z} < R+ M}. Nous allons montrer que,

(32) Tl * T2 = (9T1) *Tg sur B(O, R)
En effet soit ¢ € Cg°(B(0, R)); on a
(Tl *TQ,QD) - <(9Tl) *Tz,(p) = <[(1 - 9)T1] *TQ,QD>.

Nous allons montrer que supp|(l — )T} * T3] Nsuppy = @. En effet on
a supp{(1 — 6)Ty *+ Tz] C (supp¢)© car, si'z € supp[(l — 0) Ty = To] C
supp{(1 — 8)T1] + suppTy C supp(l — 0) +suppTs, on a z = y + 2 avec
lyl > R+ M et |2 € M dot |z| > ly] — |2| > R. On a donc (3.2).
Il en résulte que, ss(Ty * T2) N B(O,R) = ss((8Ty) * Tz) N B(O,R) C
[ss(8T1) + ss(T2)] N B(0, R) C {ss(T1) + ss(T2)] N B(0, R), d’aprés le cas 1
puisque 0Ty € &', T € £'. |

4 o Utilisation des solutions élémentaires
4.1. Opérateurs hypoelliptiques

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.
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Théoréme 4.1. Soit P = 5 ao0%, a, € C, un opérateur différentiel &
la|<m
coefficients constants. Si P possede une solution élémentaire E, qui est C*°

en dehors de l'origine (i.e. ss(E) = {0}), alors P est hypoelliptique (i.e.
YT € D', ss(PT) = ss(T)).

Démonstration. Soit tout d’abord 7' € £'; comme E € D’ et PE = §g, on
peut écrire, d’aprés la proposition 1.2 (iii), Ex PT = PExT =0T =T.
Donc ss(T) = ss(E * PT) C ss(E) + ss(PT) = {0} + ss(PT) = ss(PT);
comme on a toujours (cf. propriétés 3.2 (v)) ss(PT) C ss(T), le théoréme
est démontré. Soit maintenant 7" € D’. On va montrer que pour tout R > 0,

(4.1) ss(PTYyNB(0,R) = ss(TyN B(0, R).

Soit x € CP(R™), x = 1 sur B(0,R + 1). D’apres ci-dessus, ss(xT) est
contenu dans ss(P(xT)). D’autre part, d’aprés la formule de Leibniz, on
peut écrire P(xT) = 3. ao ». e

lol<m  f70 \ P
P(xT) = xPT+ fou f =0sur B0, R). Il en résulte que, ss(T)NB(0, R)
ss(xT) N B(O,R) C ss(xPT + f) N B(O,R) = ss(xPT)N B(O,R) =
ss(PT)NB(0, R), ce qui prouve (4.1), puisque l'inclusion inverse est toujours

8P x8%~PT 4 x PT. Par conséquent

vraie. |
Remarques et exemples 4.2

(i) Un opérateur hypoelliptique est done tel que, pour toute distribution T'
et tout ouvert w, si PT € C®(w) alors T € C*(w).

n
(ii) Nous avons vu que le Laplacien A = Y a%; avait pour solution
. j=1 3
élémentaire, E = cyLn|z| sin = 2, E = ¢, |z|> ™ si n # 2. Ce sont des
fonctions C* dans R™ \ 0. Donc A est hypoelliptique. Il en résulte, par
exemple, que les distributions harmoniques (i.e. T' € D', AT = 0) sont des

fonctions C°. .

(iii) L’opérateur de la chaleur, P = 535.— A; dans R x R™, est hypoelliptique,
=2

puisque la distribution, £ = H(t)(4nt)"2e = , qui est une fonction C*°

hors de Porigine, est une solution élémentaire de P.

(iv) L'opérateur 9 = (£ + ia%) est un opérateur hypoelliptique, puisque

5(;11—) = §o. En particulier, les distributions holomorphes (T € D', 9T = 0)
sont les fonctions holomorphes usuelles.

(v) Par contre, opérateur P = 5‘2—1 dans R? n'est pas hypoelliptique, puisque
5‘2‘;(1:1 ® H(x2)) =0.
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(vi) De méme, P'opérateur des ondes, P = 9} — 92 dans R?, n’est pas
hypoelliptique. En effet, soit f : R — R, de classe C? mais pas C*. 11
est facile de voir que P[f(t £z)] = 0.
(vii) L’opérateur de Schrodinger, P = 5 — i/A;, n’est pas hypoelliptigue.
(viil) A la fin des années 50, un mathematlclen suédois, Lars Hormander, a
caractérisé tous les opérateurs hypoelliptiques & coefficients constants & partir
de propriétés algébriques du polyndme p = > a, &%

|o]<m

4.2. Existence de solutions

Théoréme 4.4. Soit P un opérateur différentiel a coeflicients constants,
possédant une solution élémentaire E. Alors pour toute S € £'(R™) il existe
T € D'(R™) telle que PT = S.
Démonstration. Il suffit de poser 7' = E % S, puisque

PT =(PE)xS=20§+x5=2S5. B
Remarque 4.5. En fait, tout opérateur différentiel a coefficients constants

posséde une solution élémentaire; c’est un résultat qui a été démontré a la
fin des années cinquante simultanément par B. Malgrange et- L. Ehrenpreis.

Voici un exemple qui s’ajoute & ceux que nous avons vus auparavant.
Exemple 4.6

(i) Soit P = (32 )’“+2

(6‘2 )k+2 ou k € N. Alors,

H(I]) ¢ H(x,
= (CEmr) ©--- 8 ( (k+1()! )
est une solution elementalre de P. De plus,
(ii) E € C¥(R™),
(i) pour toute S € £'®)(R™) il existe T € CO(R") telle que PT = S.

En effet, on a

k
PE=PE®..0E)= ()" Eo.. . (5—)’ch2
de sorte qu il sufﬁt de montrer que ’on a la formule (g‘_‘)k+2 E; = bz;=0
o F; = k+1 ;x5 H(z;). La fonction z +— z¥+! H(z) est une fonction C*

sur R et donc E E Ck(R"). Ensuite,

(_(%)kH(I:kHH(z)) :I§ (k_;l) (k+1)k...

p=0
. d \k+1-p
— k+i-p( ~
(k+1-p)z (dz) H(z)
k

= (k+ )H() + Y cxpr™ 7768 = (k+ 1)1 H(z)
p=0
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car F+1-P6857P) = 0 On en déduit ((-f;)k“(xk“ H(z)) = (k+1)!5.

D’autre part, d’apres le théoréme 4.4, T = S+ E est une solution de I’équation
PT = S. Comme S € & et E € C*, la proposition 1.3 (i)’ montre que
T e C.

4.3. Structure locale des distributions

Théoréme 4.7. Soit Q un ouvert de R™. Toute distribution T sur ) est

une somme localement finie de dérivées de fonctions continues, c’est-a-dire

VK CCQ, 3keN, 3f, € CUQ), o] < k: (T,p) = > [ falz)0%p(z) dz,
le|<k

Vo € C°(K). Si T € D'F(Q), Pentier k ne dépend pas du compact K. Si
T € &'(Q2), T est une somme finie de dérivées de fonctions continues & support
compact dans Q. '

Démonstration. Soit (x;)ic; une partition de 'unité associée & un recou-
vrement localement fini de £, avec suppy; compact. Soit p € CE(); le
support de ¢ rencontrant au plus un nombre fini de supp x; il existe J C I,
J fini tel que ¢ = ijiap. On a (T, ) = ZJ(T, xiv) = 3 {x:T, ). Comme
1 T i

x:T € £'(Q) elle eset d’ordre fini k;. Soit %i, P, donnésec{ans Pexemple 4.6
avec k = k;. Posons f; = E' x (x;T). Alors P, f; = (P, E* * (x:T) = xiT,
autrement dit, 8O‘ifi =xiT ou o = (ki +2,...,k; + 2). De plus comime
x:T € £'®) et E; € C* on a f; € C°. On peut alors écrire,

(T, ) =Y (-1)1(f;,0% ),
ieJ
ce qui prouve notre assertion.

SiT € D' alors x,T € £® pour tout i et donc o = (€+2,...,£+2) pour
tout %, ce qui montre que l’entier k est égal & n(f+ 2).

Enfinsi T € £'(¥), on n'a pas besoin de la partition (xi); on écrit directement
O*(E+T)=T, ot a= (£+2,...,0+2). Ensuite, si X € C§°(R) est égale 3
1 sur un voisinage de supp T, on a XT =T de sorte que,

(T,sO)=<xT,<p)=<x6“f,<p):Z(—l)“"<a>/f-aa—f3x«3ﬂ<pdz. ]
B<La B
Exemple 4.8

(i) Ona a‘gg(mH ) = do; ensuite si x € C§(R) est égale 4 1 dans un voisinage
de zéro on a xJy = 6. On montre par récurrence sur k, (en utilisant la
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formule de Leibniz pour développer 0%(xT), ou 8 = 3%) que,

k
(4.1) XO*T = 0" (xsT) ot xp € C§°.
=0

2
Alors §g = 3. 0%(xpz H).
$=0

5 « Retour sur les espaces c*(1,7), I intervalle de r

Au chapitre 4, § 3, nous avons défini ces espaces. Nous étudions ici leur
comportement vis a vis de la convolution.

Proposition 5.1. Soit (T3) € C¥(I,&'(R™)) et S € D'(R"). Alors Ty * S
appartient & C*(I, D’'(R™)) et pour 0 < £ < k, (T, *S)® = Tt(l) x S. (Il s’agit
ici de la convolution en variable z € R").

Démonstration. Soit ¢ € C§°(R™). On a (T; x S, @) = (T3, (S, oy + -))).
Comme y — (S, ¢(y+-)) est une fonction C*°, le second membre de 1'égalité
ci-dessus appartient & C*(I), donc le premier aussi. Ensuite,

(Tx )0, = (D) (T2 5,00) = () (T (S, oty + )

= (T (S, 0y +))) = (T + 5, ).
]

Proposition 5.2. Soit (T;) € C*(I,£'(R™)) et ¢ € C®(R™), alors la
fonction de I x R™ dans C, (t,z) + (T, * ¢)(z) appartient.a C*.

Démonstration. On montre pour cela que, 9f 02(T; xp) € C°(I x R™), pour
tout £ =0,...,k et « € N™. Tout d’abord, a ¢ fixé, z — (T} *p)(z) appartient
3 C°(R™), d’aprés la proposition 1.3 et dZ(T; * p)(z) = (T; * (02p))(z) =
(Tt, 02 p(x—)). Ensuite, & z fixé, la fonction t — (T, 8% p(z~)) appartient &
Ck(I) et 8f 02 (T x p)(z) = BT}, 0%0(x — ) = (Tt(l),(‘?;"go(m~ -)). Montrons
que (t,z) — (Tt(e),agw(m —-)) est continue sur I x R™. Soit (tg,zo) € I x R”
et (tj,z;) — (to,zo). Comme Tt(z) € C%I,&), on a Tt(f) — Tt(o[) dans
&'(R™). Montrons maintenant que (92¢(z; — -)) converge vers 03 ¢(zo — -)
dans C*°(R"™). On a

O3e(w; —y) = 02¢(wo — ) = X Jy 5% O2p(tz; + (1= )20 —y)(ef —a) .
=
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Si y est dans un compact K C {|y| < MY, |tz; + (1 —t)zo — y| est majoré
par |z; — zo| + |zo| + M, donc par |zo| + 2M, pour j assez grand. Alors,

supla o(z; —y) — 05p(zo — y)|
yeK

§ sup ]——8"‘ ||x — Tp|.
£ zI<Izol+2M 9z, !

On déduit du corollaire 2.2, chapitre 4, du théoréme de Banach-Steinhaus
que, <Tt(f), 8% p(xj — -)) converge vers <T£(O),8atp(i£0 — . |

6 « Généralisation

Nous avons noté auparavant, que pour définir la convolution de deux distri-
butions, il était important {mais pas nécessaire) que I'une d’entre elles, au
moins, soit & support compact et nous avons montré que cette condition était
suffisante. Néanmoins en examinant de plus prés ce dont on a besoin pour
pouvoir définir cette convolution, on peut voir qu'il est possible de s’affranchir
de cette condition en la remplacant par une autre plus faible. Cela permet
de traiter d’autres cas.

Définition 6.1. Ensembles convolutifs. Soit Fi, . .., Fi des sous-ensembles
fermés de R™. On dit qu'ils sont convolutifs s’ils vérifient la condition
suivante :

VR >0, 3p(R) >0 tel que Y(z1,...,7x) € Fy X Fy X ... X Fy,

lz1+ ...tz SR=|z;| < p(R), i=1,...,k.

Exemples 6.2

a) Si tous les F; sont compacts sauf un, ils sont convolutifs. En effet supposons
Fy,...,Fe_1 compacts. Il existe M > 0 tel que F; C {z : |z|] < M},
i=1,....,k—1 Si(x1,.-..,7%) € Fi x ...x Fp et |z +... + 2| < R,
onalr;] <M,i<k—1et,
lzk] < lz1 + .- k] + o]+ k-] S R+ (k=1 M = p(R).

b) F; = [as, +oo], i = 1,...,k, sont convolutifs. En effet, soit (z1,...,zk) un
élément de Fy x ... x Fy tel que |zy + ... + zx| < R. Comme z; > a; pour
i=1,...,k, on peut écrire,

Zae+x,—§z1+...+zi+..‘+$k§R d’ou aigz;SR-Zag.
e eti
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c¢) Dans R, x RZ, tes ensembles Fy={({tz):t>|z|]} et Fo = {(¢t,z):t >0}
sont convolutifs. En effet, soit (m1,m2) € Fy x Fy tel que |my + m2| < R;
si mi = (ti,x:), on a t; > 0 et |t + 6> + |z1 + 22)2 < R?, d'ou
t1 +ty = |t1 +ta) < Ret |t;] < R, 1 = 1,2. Ensuite, comme m; € Fy,
on a, |z1] < t; < R. Enfin |z| < |21 + z2] + |£1] < 2R. On en déduit que
[m;|? = t2 + |z;|* <5R%

d) Si & k ensembles convolutifs on ajoute un ensemble compact, on obtient
(k + 1) ensembles convolutifs.

e} F1 = [0,+00[, F3 =] — o0,0] ne sont pas convolutifs, car, par exemple,
(n,—n) € Fy x Fy, (ou n € N); on a |n — n| = 0 mais n n’est pas borné.

Proposition 6.3. Si Fy,...,Fy sont des ensembles convolutifs, alors
Fi + ...+ Fy est fermé.

Démonstration. Soit (XP) une suite de Fy + ... + Fx, (XP) — X° dans
k
R™; aton X% € Fy +...4+ Fx? On a X? = 5 2P. La suite (XP) étant

i=1
convergente, elle est majorée i.e. il existe R > 0 tel que |zf + ...+ z}| < R
pour tout p. L’hypothese entraine qu'il existe p(R) tel que |z¥| < p(R) pour

i =1,...,k et p € N. Par extractions successives on en déduit qu’il existe
a(p)

o telle que (z;7’) converge vers 1, pour ¢ = 1,...,k. Comme les F; sont

k
fermés, on a 20 € F; et X°?) = 3~ :c;'(p) converge vers 3 + ... + z¥. Par
i=1
conséquent X’ =z0+... .+ € Fy +... + Fp. | |
On peut alors énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 6.4. Soit Ty,Ty...T%, k distributions sur R™ A supports
convolutifs. On peut alors définir le produit de convolution Ty * ... x Tk;
il est tel que

(i) supp(Ty * ... *Tx) C suppTy + ...+ supp Tk,

(ii) le produit de convolution est commutatif, associatif,
(iii) T; + 8o = T,
(iv) O%¥(Tyx .. xTx) =Ty % ... 58T x...«Tx,i=1,...,k,
(v) ss(Ty*...xTx) C ss(T1) + ... + ss(Tk).

Démonstration. Il suffit de considérer le cas k¥ = 2 puis de faire une
récurrence sur k. Soit (K;) une suite exhaustive de compacts dont 'union

est R™.-Soit 8; € C§°(Kj41), 8; = 1L sur K;. Pour ¢ € C§°(£2) nous poserons

(61) (Tl *TZ, @) :]}:TOO«GJTI) * (ejT'Z)» 90)
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Nous allons tout d’abord montrer que la suite du membre de droite de (6.1)
est convergente et qu’en fait elle est constante & partir d’un certain rang. Soit
R > 0 tel que suppy C {z : |z| < R} et p(R) donné par la définition de la
convolutivité. Il existe jo tel que {z : |z] < p(R)} C K; pour j > jo et donc
§; = Lsur {z : |z| < p(R)}. Soient j,k > jo on a,

((8;T1) * (0;T2), ) — (0 T1) * Bk T2), ) = (((05 = Ok) Ty % (6;T2)), )
H((OkT1) * ((6; — k) T2), ) = (1) +(2).

Nous allons montrer que,
(6.2) supp((8; — 0x) Ty * (6; T2)) Nsuppep = @

ce qui prouvera que {1) = 0.

En effet si € supp((8; — 6x) T1 % (6; T2)) C supp[(6; — 6x) T1] +supp(8; Tz) C
supp(; — 0x) NsuppTy + suppT, on a T = 71 + z2 avec 71 € supp1l,
|z1] > p(R), T2 € suppTs. Alors, par convolutivité on a |z| > R, donc
z € (supp p)°. On prouve de méme que (2) = 0. Il en résulte que la suite
((8; T1) * (8;T2), ) est stationnaire & partir de Jo.

De méme on montre que si ((5]) est une suite qui vérifie les mémes propriétés
que (8;) alors la suite (((6;T1) * (6;T2), ) — ((6;Ty) * (6; T3), ¢)) est nulle
pour j > jo. Donc (6.1) ne dépend pas de la suite (6;) choisie. Montrons (i). II
suffit de prouver que si supp ¢ N (supp 71 +suppT2) = P on a (T1 Ty, ¢) = 0.
Comme supp ;7 C supp7 on a aussi,

[supp N supp(6; T1 )} + supp(0; T2) =0
et donc supp ¢ Nsupp((6; T1) * (6;T2)) = @ d’ou ((0;T1) * (6;T2), ) = 0.

Les autres propriétés sont faciles & vérifier et sont laissées au lecteur. M



Chapitre 7

Image d’une distribution

Soit, pour j = 1,2, ©; un ouvert de R™ et f une application continue de ),
dans 5. Si u est une fonction continue de 5 dans C alors v = 4 o f est une
fonction continue sur €. L’objet de ce paragraphe est de généraliser cette
opération aux distributions. On commence tout d’abord par un cas simple.

1 . Cas ou f est un difféomorphisme c> de o, sur o,

Soit 0, 25 deux ouverts de R™ et f une application bijective de Q sur Q5
telle que f et f~! soient C*. Soit u € C(£2,); on peut écrire,

(uo f, ) =/U(f(w))w(z)de::/U(y)(wOf”l)(y)ldetJ(f_l)(y)!dy

ol ¢ € C§°(Qy) et J désigne le Jacobien. On a alors le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Pour T € D'(22) et € C5°(§Y), posons

(11) (TOf,(p> = (Ta Q)

ot ®(y) = (f~1(y))|det J(fF~1)(y)|.

AlorsT o f € D'((y) et,

(1) siTj — T dans D'(Qy), Tj o f — T o f dans D'().

(2) T o f coincide avec la composition usuelle si T € C%0,).
De plus T'o f, définie par (1.1), est I’unique distribution sur Q4 qui vérifie
(1) et (2).

(3) supp(T'o f) C f~(suppT).

(4) T o f est une distribution positive si T' est positive.

(O) 55 (Tof) = 3 5 (80 ).

(6) @T)o f = (a0 ))(To f), sia € C=(Qy).

(7) To(gof)=(Tog)of.
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Démonstration. Montrons que T o f € D'({4). Soit (p;) — 0 dans
C§°(01); il existe alors un compact K tel que, suppy; C K pour tout j
et (p;) — 0 dans C=(K). Alors ®; = o;(f(y))|det J(f ) (y)] € C=(Q),
supp®;, C f(K) et ®; — 0 dans C°(f(K)); donc (T, ®;) — 0 d'ou
(Tof ;) — 0.

La propriété (1) est évidente, car (Tj o f,p) = (T;,®) — 0, puisque
® € Cg°(f2). La propriété (2) a été montrée avant le théoreme. Montrons
Punicité; supposons qu’il existe S € D'(€;) qui vérifie (1) et (2). Si
T € D'(y) il existe (u;) C C§°(§p) telle que u; — T dans D'(Qy). A la
distribution T on associe T o f par (1.1) et S = f*(T) vérifiant (1), (2).
D’apres (2), uj o f = f*(u;) et daprés (1), ujo0 f — To f et f*(u;) — S
donc § = T o f. Les propriétés (3) et (4) se démontrent facilement & partir
de la formule (1.1). Les propriétés (5), (6), (7) sont faciles pour T' € C°(Q)
et se montrent par densité de C%(Q22) dans D'(§) pour T' € D'(§1y). B

Exemple 1.2. Soit f(x) = Az ou A € GL(n,R). Alors (1.1) g’écrit

(ToA,g)=|det A" (T, p0 A7), T eDR".

2 « Généralisation au cas ou f/(z) est surjective
On considere ici deux ouverts §2; et Qo de R™ et R™2 (avec ny > na).

Théoréme 2.1. Soit f : Q3 — 2 une application C*° telle que, pour tout
z dans Q, f'(x) € L(R",R"?) soit surjective. Il existe alors une unique
application f* : D'(Q2) — D'(§)1) linéaire et continue (sur les suites) telle
que

(1) f{(T)=TofsiTeC Q).
(2) supp f*(T) C f~(suppT).

(3) f*(T) est une distribution positive si T' est positive.
De plus

3

(4) 5§;f*(T)=k lgﬁff*(g—i).

i

(5) f*(aT) = (ao f)(f*(T)), sia€ C=(y).
(6) (go )*(T) = f*(g7(T))-



7 e Image d’une distr[é@tion 83

Démonstration

a) Unicité : suppoéons qu’il existe f}, fy linéaires, continues sur les suites
et vérifiant (1) te. f{(T) = To f, f3(T) = T o f si T est continue. Soit
T € D'(Qy); il existe (T;) € C§°(822) qui converge vers T dans D'(,). Alors,
comme f7(Tj) = f5(1}), on a, a la limite, f(T) = f3(T) et donc f{ = f;.

b) Ezistence : soit xg € €1 ; par hypothese f'(zg) est surjective de R™ dans
R™ (donc ny > ng). Il existe alors une application g : ; — R™ "2 telle
que Papplication h : 21 — R™ | = — (f(z), g(z)) ait, en zg, une différentielle
bijective. En effet, dans des bases, f’(zgp) a une matrice & n; colonnes et
nq lignes, dont le rang est ny puisqu’elle est surjective. Donc ses lignes sont
indépendantes. Il suffit de les compléter par n; — ny lignes de maniere a
former une base de R™ et de prendre g(z) = Az ol A est cette matrice &
ny — ng lignes et ny colonnes. Le théoreme d’inversion locale dit qu’il existe
un voisinage w de xg dans £, tel que k : w — h(w) soit un difféomorphisme.
Soit ¢ € C§°(w). Remarquons que si T € C°(£),) on a,

(Tof,p) = / (T Dla)e@)ds = [ Tw) o )| det T @)l dy.

En effet, si on pose y = h(z) = (f(z),9(z)) = (¥',¥") ot ¢ = f(z) alors
z = h~y) et dz = | det J(h~1)(y)|dy. Donc pour T € D'(2z) on posera,

(2.1) B .
o(y) = (b~ (y))l det J (A7) (y)|-

{ (f*(T),(p> = <Ty’ ® 1y"7q)) Oﬁ:

Alors f*(T') € D'(w), car si (p;) € C§°(w), suppp; C K et p; — 0 dans
C*°(K) alors ®; € C§°(Sy), supp®; C h(K) et ®; — 0 dans C(h(K))
done (T ® 1y, ®;) — 0.

D’aprés le calcul fait ci-dessus, dans le cas ot T € C%(Q;), on a bien
fX(T) =To fsiT € C°y). Ensuite, supp f*(T") C f~'(suppT). En effet
soit 2o ¢ f~ (suppT); alors f(2) ¢ supp T, donc h{zg) n’appartient pas 3
supp(7'® 1); il existe alors Wi(,,) tel que (T'® 1,9) = 0, Vo) € C§°(Wh(zp))-
Posons V = h™}(Wy(,,)); c’est un voisinage de 2. Si ¢ € C§°(V), alors
o h7det J(h™1)| € C§°(Wh(s,)) donc (T ® 1,0 h™1|det(...)]) =0, d’olr
(f*(T),¢) =0 et donc zp ¢ supp f*(T"). Les autres propriétés sont évidentes
lorsque T' € C%(Q2) et par densité de C°(f;) dans D'(§2;) se prolongent &
D'(£22). On a donc résolu le probléme pour chaque ouvert w, i.e. localement.
Pour le résoudre globalement on applique la proposition suivante.
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Proposition 2.2. Soit {2 un ouvert de R™ tel que Q1 = 'UI Q; ot §); sont des
i€

ouverts. Soit T; € D'(§);). Supposons que T; = T; dans Q;NQY;. 1l existe alors
une unique distribution T € D'(Q) telle que T = T; sur ;.

Démeonstration

a) Unicité : si S est une autre distribution telle que Slg, =T, onaT -5 =0
dans ;. Soit K un compact de €2; il existe alors J C I, J fini tel que K
soit contenu igj ;. Soit (x:) une partition de 'unité associée & (€2;);c . Soit

p € CP(K) alors ¢ = 3 xip. On a,
ieJ
(T=8,¢)=(T—8, 3 xip) = 3 (T =S, xip) =0
ieJ ieJ
car supp xi¢ C ;.
b) Eristence : soit (;) une partition de I'unité localement finie associée & un
recouvrement (§2;);cr de . Pour ¢ € C§°(f2) posons,
(22) (T,0) = D _(T:, xavp)
ol la somme est finie, car ¢ € C§°. Alors T € D'(Q) et T = T; sur ;. En

effet si ¢ € C§°((Y;), il existe J C I, J fini tel que p = 3~ xxp. Alors
keJ

(o) = (T D xup) = D (Ts, Xao).

keJ keJ
Comme x ¢ est a support dans €; Nk on a T; = Tk ; donc d’aprés (2.2),

(Ti, ) = Z(Tk,xw (T, ). u

Exemple 2.3. Soit f :]0,+0o[xR® — R, f(t,z) = t* — |z|?. Comme
%t[ =2t # 0, f'(t,z) est surjective pour tout (t,z) €]0,+oo[xR™. On peut
donc définir f*(do) que nous noterons §(t? — |z|2). On utilise pour cela le
procédé décrit dans le théoréme 2.1. L’application de ]0, +oo[xR"™ dans R™*!,
(t,x) > h(t,z) = (t* — |2|%, 71, ., Z,) est un difféomorphisme. De plus

hit,z) = (v, ¥") ERxR" & (t,z) = (V¥ + ly"[%,y") = h 7' (Y, ¥")-
Comme |det J(h™1) (¥, y")| = 3 (v + [y"|2)~%, on a, pour ¢ appartenant &
C§°(]0, +oo[xR™),

1 1
(68 =~ [2l*), ) = (Oy ® Ly (VY + "2 y") 5 (' + Iy"1") %)

1,
= [l
ie.

(5 ~ o)e) = 5 [ Greliela)de, o € G0, +oolxR").



Chapitre 8

Le probleme de Dirichlet
pour le Laplacien

La théorie des fonctions holomorphes permet de résoudre le probléeme suivant,
appelé «probléme de Dirichlet» : étant donnée une fonction ug, continue sur
le bord du disque unité ouvert D de C, trouver une fonction harmonique u
dans D, continue sur D, valant ug sur le bord 8D. La formulation abrégée
de ce probléeme est alors : trouver u telle que

Au =0 dans D,
(0.1)

ulap = Uo,

n
ouA =5 —(,;9—;7 est le Laplacien.
j=1 %

L’'objet de ce chapitre est de montrer comment la théorie des distri-
butions permet de formuler et de résoudre un probléme analogue, dans le
cadre plus général des ouverts de R™ (et, ce qui ne sera pas fait ici, pour
des opérateurs plus généraux que le Laplacien). Dans un premier temps, la
solution obtenue ne sera pas de classe C?, mais appa.rtiendr\a a un espace de
distributions que nous allons introduire.

1 . Les espaces de Sobolev

Soit 2 un ouvert de R™ et m € N. On pose,
(1.1) H™(Q) = {ue L*() : 0°u € LX), |a| < m}.
On consideére sur cet espace le produit scalaire,

(1.2) (U, V)m = Z (0%u, 8°v)r2(qy,

laj<m
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ot (f,9)r2() = [ f(=z)9( g(z)dz est le produit scalaire usuel de L2(Q). Il s’en
suit une norme sur H™($2),

(13) el = (35 10%ullagey)

|al<m

1.1. Propriétés des espaces de Sobolev

1) Sim > m/, H™(Q) est contenu dans H™ (Q) et cette inclusion est continue.
De plus Cg°(§2) est contenu dans H™(f2), pour tout m € N.

2) Muni du produit scalaire défini en (1.2), H™(Q2) est un espace de Hilbert.
Il suffit de montrer qu’il est complet pour la norme (1.3). Soit (ux) une
suite de Cauchy dans H™(R); alors, pour |a] < m, (8%uy) est une suite de
Cauchy dans L?(2) qui est complet. Il existe donc v, € L?(), telles que
(8%uy) — vo dans L2(Q2), donc dans D'(Q2), pour || < m. En particulier
(ux) — vp dans D'(Q) et donc (8%ux) — 9%vg dans D'(2); on en déduit
que 8%vy = vy € L2(2), pour |a] < m. Ceci montre que v € H™(£2) et que
(ux) — vo dans H™(2).

3) Si @ = R™, C§°(R™) est dense dans H™(R™).

e Troncature : Vespace H* = H™(R™) N &'(R™) est dense dans H™(R™).
Soit x € C§°(R™), x(z) = 1 pour |z] < 1, x(z) = 0 pour |z| > 2. Soit
u € H™(R"), posons uk(z) = x(¥)u(z), k > 1. Alors ux € H™ et up — u
dans H™(R"). En effet d’aprés la formule de Leibniz,

ot =0 = (x(7) 1) v+ 3 (5 ) @0 (f) o

Pour 8 # 0, klfl > k; d’autre part I(aﬂx) (%) ] < sup |8Px{y)| = Cg. On en

déduit, puisque ( Y |aa|2)1/2 < Y aal, l’megahte
|aj<m loj<m
x
_ oy < ) _
lluk = wll ey < 16,‘2@“(’“( 2) - 1) 8% az_; 1|a ullge.

Le premier terme du membre de droite tend vers zéro, lorsque k — +o0, par le
théoréme de convergence dominée. Le deuxiéme tend vers zéro trivialement.
e Régularisation : C§°(R™) est dense dans HJ*. Soit p € C§(R™), telle
que p > 0 et [p(z)dz = 1. Soit u € H™. Posons u.(z) = (pe * u)(z) =
J pe(z — y)u(y)dy, ot p(z) = e ™p(%), € > 0. On a u. € CP(R?)
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(car u € & et pe € €§°) et ue — u dans H™(R™). En effet 8% u, = pe * 8%u
(cf. chapitre 6, proposition 1.2) et comme 8%u € L*(R™), on a vu (chapitre 1,
proposition 3.4) que (pe *8%u) converge vers 8%u dans L2(R™), lorsque € — 0.

On peut montrer que C§°(2) n’est pas dense dans H™(Q2) pour m # 0
si Q2 # R™.
On introduit alors la définition suivante.
Définition 1.1. On note HJ*(Q2) Padhérence de C§°(2) pour la norme de
H™(Q).

C’est un sous-espace fermé de H™ (1), que ’on caractérisera au chapitre 11
lorsque 'ouvert () est assez régulier.

1.2. Le dual de Hf(Q)

Le dual (HJ'(Q))', de espace HF*(2), s’'identifie & un sous-espace de D'{Q}).
En effet, soit 7 une forme linéaire continue sur HJ*(Q); alors T' € D'(Q2), car
si () est une suite de C§°(f2) qui tend vers zéro, (p;) converge vers zéro dans
HF(Q) et done (T'(¢;)) — 0. On a donc une application (Hy*) = D', T — T.
Cette application est injective, car si T = 0 dans D'(Q), i.e. (T,¢) = O,
Vo € C3°(Q), on a T = 0 dans (HE")', car C§°(f) est dense dans Hg*(2).
Alors (HJ*(2))' s’identifie & son image dans D'(Q2).

Nous allons identifier (HJ*(€2))’ & un espace plus concret. Posons

H™™(Q) = {T €EDQ):T= Y 6fa fak LZ(Q)}.

fa]<m

Sur cet espace nous considérerons la norme suivante,

_ 12
(L4) 1T = _inf (3 Wallbaw) -
la|<m
Soit T € H™™((2). Alors T définit une forme linéaire continue sur C§°(2)
muni de la norme H™. En efet soit p € C§°(2); on a,

(Tl =| 3 @ fad)| € 3 M) € 3 el 10%0llzs

lal<m lal<m lal<m

Ainsi,
(el < (3 1) (2 10%lia)

la|<m laj<m



88 8 e Le probléme de Dirichlet pour le Laplacien

dotl,

) 1/2
(1.5) [(Tp)l < T::)ljngﬁfu <g; Hfa“%ﬂ) ol = T\ - 1|l -
Comme C§°(Q) est dense dans HF*(Q2), T se prolonge en une forme linéaire
T continue sur HJ*(), i.e. T € (HF*(Q))". De plus Pinégalité (1.5) ci-dessus
montre que ||TH(H5n)/ < || T)|gz-m. On a ainsi une application T — T de
H~™(Q) dans (HJ*(QV))'.

Proposition 1.2. L’application T +— T est Iinéaire, bijective et bicontinue
de H~™(Q) dans (HJ*(1))'.

Démonstration. L’application est évidemment linéaire et continue d’aprés
Pinégalité sur les normes prouvée ci-dessus. Elle est injective car, si T=0
sur H*,onaT = Ticgo =0, donc T' = 0 dans D'(2).

Montrons qu’elle est surjective. Remarquons tout d’abord que V'application
@ HF — (LY)N, u— (8%UW)jaj<m (00 N = cardinal {a: |a| < m}) est une
isométrie de HZ" sur son image, notée En,. Soit alors T € (HZ")'; S = Tod!
est une application linéaire continue de E,, dans C. D’apres le théoreme de
Hahn-Banach, elle se prolonge en une application S linéaire continue de (LHN
dans C, telle que ||S]| = || S]] Il existe donc G = (9a)jal<m € (L*)N, telle que
SU) = (U, G)(z2y~ pour tout U € (L*)N. De plus ||S]| = |5 = 1Gllz2yy =
(3 Nlgall22)?. Soit ¢ € C(Q) et U = (3¢)aj<m € Em; on a S(U) =

lal<m

SU) = (T o @ 1)(8%) = T(p) = (T,9) = (U,G) = Y (0%, 9a)r2 =

fa|<m

¥ {(-1)1*182g,,¢). Done, T = Tl = 3 8°[(-1)*g,] € H™().
lajgm laj<m
L’application est donc bijective.

Nous allons montrer que son inverse est continu. On a d’apres ci-dessus

( 52 Hoallla)™ = 18I = sup fiffh = ITllurgy- On en déduit que

jo|<m
— . 2 1/‘2< T o
1Tl = ol (2 Welfia) ™ < I Tlrpy- "

Proposition 1.3. Pourm € N, u € L%(Q) et v € HJ*(), on a
(16) | [u@ate)do| < lullaniay Poll o

Démonstration. Supposons tout d’abord que v = ¢ appartienne & C§°(€2).
On a u € L?(Q) ¢ H ™(); considérons une décomposition quelconque,



8 e Le probléme de Diﬁchlet pour le Laplacien 89

u= Y 0%fa, ot fa € L*(§2). Alors,

laj<m

(o)l =] S 0N 0°B) < 30 Wfallze 0%l

|af<m Jof<m

< (3 Wels) ety

la|<m

En passant a Pinf sur toutes les décompositions, on en déduit (1.6). Si
v € H*(Q), il existe (i) C C§(£2) qui converge vers v dans HF* (). On
écrit (1.6) pour @i et on passe & la limite; on obtient le cas général. i

1.3. Inégalité de Poincaré

Proposition 1.4. Soit © un ouvert borné de R™ de diamétre d. On a alors

(1.7) lell 2y < de ”az] iy T EHO).

Démonstration. Fixons o € ; alors Q@ C B(zo,d) (la boule ou-
verte). Il s’en suit que, pour tout u € C§(R), u(d + z$,z') = 0, quel

que soit @' = (=z3,...,T,) appartenant 3 R™"!. On peut alors écrire,
u(z) = ;+xo azl (¢, m’)dt On en déduit que, Ju(z)]? < d+$0 |§;‘l (t,z"))*dt
Jzg - 28 —d| <2de (t,z')|2dt. Comme pour z € Q on a, |z; — 29| < d,

on peut écrire,

[ )P ds < 2 /m_xgkd L] 1a—u(t,x’)|2dtdx’dx1
/Q!u(z)Pd:c < 2d</|xl~x§’|<d )Hazl

Ceci prouve l'inégalité (1.7) pour v € C(Q). Si u € HE(R), il existe
(ux) C C§(Q) telle que ux — u dans HE(Q). 11 suffit alors d’écrire (1.7)
pour ug, puis de faire tendre k vers +oo. ]

“ Oz L2 @)’

Corollaire 1.5. Soit Q0 un ouvert borné de R™. La quantité |||ull|

1 |§: [l0%ul| L2y est une norme sur HF* (), équivalente a la norme ||u| gm )
aj=m

introduite en (1.3).

Démonstration. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ||[ul|| < Cllullg=(q)-
Inversement, il résulte de 'inégalité de Poincaré que, pour |8 < m, on a
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10Pulle < Cp S0 ||0%ullLz; en effet, on fait une récurrence descendante
ja|=m

sur |8]. Si |8] = m — 1, 'inégalité (1.7) fournit,
10Pul| e <2d 5 H@ﬁ%um < 2(1! Iz: o%ul|Lz2;
j=1 al=m

si la propriété est vraie pour |3} = m—k, 1 <k < m—1, cette méme inégalité
montre qu’elle est vraie pour |§] = m — k — 1. Alors

llimy = (30 10%ulEa + Y llouliz:)”

1Bl<m—1 laf=m
<Cy Y l10%ulre = Collull]. B
la=m

1.4. Compacité

Théoréme 1.6. Soit Q un ouvert borné de R™ et m > m’ > 0; 'application
u > u, de Hy*(Q) dans HE™ (), est compacte.

Démonstration

Point 1. Comme l'injection HJ"* C Hg”'H est continue et que la composée
d’applications continues et compactes est compacte, il suffit de prouver le
théoréme pour m = m’ + 1.
Point 2. Tl suffit de prouver que l'injection, H}(Q) C L?(Q) est compacte. En
effet soit (ux) une suite bornée de Hy* T1(1), alors (ux) est bornée dans H}
et, pour ja| < m/, (0%ux) est bornée dans HE(2). Il existe donc une sous-
suite (ug(k)) qui converge vers v dans L?(2); la suite (%ﬁﬂ) est bornée
dans H{}, donc il existe une sous-suite (5% Uy, (k)) qui converge vers vy dans
L?(Q). Evidemment v, = 38—::1 (puisque c’est le cas dans D'(€2)). En itérant
ce procédé, on construit une sous-suite (uy)) telle que (0% uy(k)) converge
vers 0%v dans L*(Q) pour |a| < m’ i.e. (uyx)) converge vers v dans H™ (1).
Point 3. L’injection H () C L%(2) est compacte. Cela résultera du :
Lemme 1.7. Soit A une partie de L*(R™). Supposons que

(i) A est bornée dans L*(R™),

(ii) RETOO flxl>R |u(z)|?dz = 0, uniformément sur A,

(iii) lirr(l) Tou = u dans L?(R™), uniformément sur A (ou T,u(z) = u(z + a)).
Alors A est relativement compacte dans L*(R™).

Démonstration. Soit a > 0. Fixons R > 0 tel que pour tout u € A,

(1.8) (/]abﬂtu(z)lzdm)lﬂ <2
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Soit p € C§(R™), telle que suppp C {zr : |z} < 1} et [ p(z)dz = 1. Pour
e > 0 posons pe(z) = e "p(%). Soit u € A; posons us = p. * u. On a
ue(z) — ufz) = [ p(z)[u(z ~ £2) — u(z)]dz d’oly, en écrivant p = p/2pl/? et
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

u) ~ ue@)* < ( [ o2)d2) [ o@lute —e2) - u(a)Paz.
Alors,
o= wells < [ p(a)( [ 1uto — e2) - utz)Paz) dz

< sup |lmu — ull%,.
lyl<e

D’apres (iii), il existe eg tel que sup ||r,u — ul? < (%‘)2, pour tout u € A.
lyl<eo
Dong,

(1.9) e — ey || 2 < % Vue A.

On travaille ensuite avec les u., qui sont des fonctions continues et nous allons
appliquer le théoréme d’Ascoli dans C°(B(0, R) ).

Posons A¢, = {ue, = u*pe()jm ot u € A}. On a pour z,z’ dans B(0, R),
o) ~ teo (@) < [ o (-0)lula +3) —ula’ +y)]dy

Jueo ) — s ()1 < ( [ o)) e~ rlz
< ”pEc)“L2 ”Ta:—z’u - U”LZ .

Il résulte de (iii), que lensemble (A.,) est équicontinu. D’autre part
sup  |ueo(z)] < lullz2llpeollrz; donc A., est borné d’aprés (i). Le

z€B(0,R)

théoréme d’Ascoli implique alors que A., est précompact dans C°(B(0, R)).

Tlexiste doncw! € 4,5 =1,..., N, tels que, A, C jgl Beo(u,, W),
ol Beo est la boule dans C°(B(0, R)). Nous allons montrer que A est contenu
dans jgl Bra(u/, ), ce qui prouvera que A est précompact, donc relativement
compact dans L2(R™).

Soit u € A. Il existe j € {1,...,N} tel que u,, € Bco(ugo, ﬂB_a)a_R)TTﬁ')' On
écrit alors,

lu — |l 2rn) < (/]x|>R Ju(z) — uj(z)lzdx) Ve
+(/];'<R |u(z) — u? (z)]? dz) e
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d’out

lw = 2@y < lullezqersry + 119 2z R) + 1w = ueyllL2(8(0,RY)
(1) (2) (3)
+llue, — w2 (Beo,ry) + 1w, — ¥ |l L2(B(0,R)) -

(4) (5)

D’apres (1.8) on a (1) + (2) < 2. D’apres (1.9) on a (3) + (5) < E Enﬁn
(4) < te, *ug'o“co(m) |B(0, R)|"/2 < .1l en résulte que u € B2 (!, ).

Fin de la démonstration du théoréme 1.6. Pour u € C§°(f), posons
a(z) = u{z) siz € Q, 4(z) = 0siz ¢ Q. L’application v — % de C§°(2) muni
de la norme H' dans H!(R™) est continue. Elle se prolonge en une application
g, continue de H} () dans H*(R™)NE'(Q) (muni de la norme H!(R™)). On a
donc la suite d’applications, H3 () — H!(R™) N £'(T) -5 LA(R™) N £'(R),
ou i est 'injection u + wu. Si on prouve que ¢ est compacte, alors i o § sera
compacte. Soit A un borné de H(R™) N £'(Q), il suffit de montrer que A
est relativement compact dans L?(R™). On utilise le lemme 1.7. On a tout
d’abord, pour u € A, |[ullr2gr) < JJullpiwey < M; donc (i) est satisfaite.
Ensuite, comme 2 est borné, il existe Ry > 0 tel que Q& < B(0, Ro); alors,
pour u € A, suppu est contenu dans € donc, ferRlu(x))zdx = 0, pour
R > Ry et (ii) est vérifiée. Enfin, nous allons montrer que pour u € H(R"),

< M2,

L2(R™)

(1.10) /lu(z+h)~U(w)lzde il 2’1: “% 2
j=1 !

ce qui montrera que (iii) est satisfaite. Prouvons (1.10). Tout d’abord, si
u € CP(R™) on a

n 1
u(z—{-h)——u(z):Zhj/ ﬁ1’—(z+th)dt,
i=1 0 6(13j

done,

n n

luz+h) —u@)P <> w2 > (/01 l%(z+th)’dt)2
i=1 j i

ij=1

S S LA
j=1 J
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ce qui entraine,

/Rn lu(z + h) — u(@)?dz < ) JXZ; /01(/"1%(9:+th)‘2dx)dt

Finalement, pour u € C§°(R"),

1)l ) = ullZageny < I Z I

LR

Soit alors u € HY(R™); il existe (ux) C C§P(R™) telle que ux — u dans
HY(R™). On écrit,

llu(- +h) = ullzz < lJu +h) —ue (- + R[22 + flue( +R) —ullL2 + llux —ull 2

Il résulte de (1.11) que,

)1/2‘

On fait alors tendre k vers +oo et on obtient (1.10) pour v € H'(R™). H

-+ 1) = ullze < 2 — iz + o] (}: B

2 « Probleme de Dirichlet pour le Laplacien

Théoréme 2.1. Soit A > 0 et § un ouvert de R™ (borné si A = 0). Alors
Popérateur P = —A + X est un isomorphisme de H} () sur H~1(£1).

Remarque 2.2. Ce résultat implique, en particulier, que pour tout f
appartenant & H~1(1), il existe une unique v € H (), solution de 'équation
~Au+ M = f. Nous verrons, au chapitre 10, que I'appartenance & HE($2)
donne une information sur « au bord de Q; par exemple si u était continue
sur §2, cela signifierait que v = 0 en tout point du bord.

Démonstration du théoréme 2.1

(i) P envoie H}() dans H™1(§2) car, —Au+ du = ), 6‘2] L L) + Au et
i=1

U, az € L*(Q); ensuite || — Au + Aul|g-1(q) étant, d’aprés (1.4), Pinf sur
toutes les décompositions, on a,
1/2
| = Au+ Mufl -1y < ( Z | & “L2 + A% full2,) " < max(1, \) lull 2 @)

donc P est continu.

(ii) P est injectif; nous allons montrer pour cela l'inégalité,

(2.1) lull gy < CON = Au+ Mullg-1(), Yu € Hg().
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En effet, si A > 0, on a, |]u|[%1$ < max (§,1)( i_ ‘ ”L2 + Alul|2,) et, si

A =0, |]u||§1} <C Z || &~ . “L2 d’apres la proposition 1.4. Pour « € C§°(Q),

on a dong,

ol < V(2 (2 24) + ),

“\/ou Ou
kil Mu. T
c(A)(; <8$j , a$j> M),
lully < CO(=Au+ du, @) < CI| ~ Au+ Xull g [full gy ,
la derniére inégalité résultant de la proposition 1.3.

Si u = 0, linégalité (2.1) est triviale et si u # 0, il suffit de diviser par
llullz; pour obtenir (2.1) lorsque u € C§°(Q). Si u € HY(), il existe
(ur) € C§°(§Y) convergeant vers u dans H}. Alors (Puy) converge vers Pu
dans H~}, puisque P est continu, d’aprés (i). L'inégalité (2.1) écrite pour les
ux se prolonge donc a u.

On déduit de (2.1) que P est injectif et, lorsqu’on aura montré que P est
surjectif, (2.1) impliquera que P~ est continu.

(iii) P est surjectif. Munissons H} du produit scalaire,
"L/ 0u  Ov
(2:2) (u,v)x = ; (éz_]’ 8—%)” + A, v) 2

La norme qui en découle est équivalente & la norme usuelle (d’aprés le
corollaire 1.5, si A = 0 et Q est borné). Soit f € H~Y(Q). D’apres la
proposition 1.2, f s’identifie & une forme linéaire continue sur H} muni de la
norme issue de (2.2). D’apres la caractérisation des formes linéaires continues
sur un espace de Hilbert, il existe u € Hj () telle que, pour tout v € H},

f) = (w,u)r=A UU)L’*‘Z({ﬁJ axJ)Lz

Si v € C§°(2), cette égalité s'écrit dans D'(Q),

(f,v) = Z(S“ (%’j) +M@,0) = (~AT+ AT, v),
=1

i.e. —AT+ AT = f; comme T € H}, cela montre que P est surjectif. n



N Chapitre 9

L’équation des ondes dans R, xR}

L’opérateur différentiel du second ordre dans R; x R,

9’ N4

O==s—-A;, ou A,= —

ot , Oz?

i=1 K

est appelé opérateur des ondes ou encore d’Alembertien. C’est un modele pour
Pétude physique des phénomenes de propagation d’ondes (lumieére, cordes

vibrantes, etc.).

Nous nous proposons dans ce chapitre d’utiliser les outils introduits aux
chapitres précédents, pour formuler et résoudre un probléme bien adapté
A cet opérateur (le probleme de Cauchy), puis pour décrire les propriétés
qualitatives de la solution.

1 . Solution élémentaire de 0O dans R, x R?

Considérons, pour t € R, la forme linéaire sur C§°(R3) définie par,
(L1) (Te) = 1= [ pltw)do
. ty @) = 47[' 52 30 w

ot dw désigne la mesure de Lebesgue sur la sphére unité S% de R3. 1
est facile de voir que T; est une distribution d’ordre zéro sur R3 et que
suppT; = {r € R® : |z] = |{t|}. Donc T; € &'(R3). Nous allons étudier
quelques propriétés de ces distributions en utilisant les espaces introduits au
chapitre 4, § 3.

Proposition 1.1. On a (T;) € C*°(R, &' (R?)).

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour toute ¢ € C*(R?), tout
to € R et tout k € N, la fonction t — (T}, ¢) est C* au voisinage de to. Cela
sera une conséquence du théoréme de dérivation de Lebesgue. En effet, pour
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tout w € S?, la fonction t +— @(tw) est C* sur [ty — 6, to + d]; ensuite comme
[tw| = |t| < |to] + 6, on a, pour tout £ < k,

ottt = |[(Sow i) ] )

<G Y s jozee)l e Li(S?)

T a2 lalSitol+s

d’ou le résultat. ]

Notons Tt([) les distributions définies pour ¢ € N par,

(1.2 (£) o =100, wecE®),

(voir chapitre 4, § 3). On a alors le résultat suivant.
Proposition 1.2

(i) To =0, TV = 6o, &P =0,

(i) T? — AT, =TS — AT =0, dans '(R?), pour t > 0.

Démonstration. La formule (1.1) montre que Tp = 0. Ensuite, par
dérivation de (1.1) on obtient,

(1) —_— wjaw + —— wiaw.
13) (T, ) = W/Sga(td+ Z/ (t)d

3

@ oy _ L v
> [ i) du
3
t 9%y
+ - i]Z:l /;‘2 Wi wj m@xiaxj (tw)dw.

On déduit de (1.3) que, (Ty", ¢) = & ( f52 dw) 9(0) = ¢(0) = (do, ¥)-
Prouvons tout d’abord que, T( ) = = AT;; nous en déduirons que T(z) = 0.
On a, pour ¢ € C(R3Y),

(1.5) (AT, ) = (T Ag) = [5 Ag(tw)do.

Pour r > 0, la formule de Green (chapitre 3, théoréme 2.10) montre que

[ %
(1.6) /m« Ap(z)dz = /.I,z,- 2 (z)do,
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ou a est la dérivée normale extérieure. On a ici d =1 ZL 5.-- En passant
en coordonnées polaires, z = tw dans (1.6)on a, dr = t2 dtdw et do’r =r?dw.
On en déduit,

Ap(tw)t? dwdt = r? / (rw)dw.
| [ st Z

Les deux membres étant dérivables par rapport & 7, on obtient par dérivation,

3
(1.7) F(r):= /52 Ap(rw)ridw = 2r Z/zwlgx%(rw)dw

Z/wl Ja a - (rw)dw.

1,7=1

On déduit de (1.4), (1.5) et (1.7) que

1
(AT 9) = —F(1) = (17, ),

ce qui prouve la premilre partie de (ii). Notons qu’alors, (T, (2),90)
(To, Ap) = 0, Vo € C°(R3). Enfin, en dérivant par rapport a ¢ 'égalit
(Ttm, @) = (Tt, Ayp), on obtient la deuxieme égalité de (ii).

E S

Considérons pour ¢ € R les distributions,

Tt si tz(),
St:
0 si t<0.

Alors,
(1.8) (S¢) € C°(R, &' (RY)).

En effet, la fonction t — (S, ) est C® pour t > 0 et t < 0; de plus
Jm (Se, ) = lim (T3, ) = (To, ) = 0 = Jim (St ).

Nous avons vu au chapitre 4, proposition 3.4, que la forme linéaire sur
C§°(R*) définie par,

+o0
(19) <&w=4@¢w»a=ﬁ (T (2, ) dt
- /+°° 4i Wt tw)dwdt, € C2(RY),
0 m |w|=1

est une distribution sur R%. On a,
(1.10) S suppE = {(t,z) eRxR*:t >0 et |2| =t}.

D’autre part, on a le résultat suivant.
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Proposition 1.3. FE est une solution élémentaire de [ i.e. UE = §y dans
D'(RY).

Démonstration. En effet, on a pour ¥ € C5°(R*),
(OE, ) = (B,0{v) = (B,A¢) = (1) = (2).

Considérons le terme (1). On a

2y [T 8y
(E,0; ) _/0 <Tc, ‘a*t—g(t,-)>dt.

Nous allons utiliser la proposition 3.3 du chapitre 4. On a

0 oY (1) 31,0 0%
§<T" 79?(t,-)> <T, 5 (6 )> + <Tt, S (b )>
4] 15}
81,99 = (12, 52 09) + (12,0169,
On en déduit,

1) (1 220) = 2(1, Wa,0) - Zir®, wie, )+ 1w ).

En intégrant cette égalité entre O et +co et en remarquant que 9(t,-) et
%‘f (t,-) sont nulles pour t = 400, il résulte que,

+o0
(B,07) = —(To, 22.(0,)) + (1", 9(0,) + /0 (T2, (e, ) de

On utilise alors la proposition 1.2; elle montre que <To, %%O,-)) = 0 et
(T8 (0, )) = (60,%(0, )} = 1(0,0); ensuite T) = AT;. On en déduit,

+o00 +o0
(E,00) = 90,0+ [ (ATpte N =v0.0)+ [T, avte Nar
0
d’ont (E, 82¢) = 1(0,0) + (E, Ay), ce qui prouve le résultat annoncé. [ ]

2 « Le probleme de Cauchy dans o, +oo[xR?

Rappelons tout d’abord une convention de notation déja utilisée. Si (u:)
appartient & CO(R, D’'(R3)), on note, u € D'(R*?), la distribution définie par

21) (u, ) = /R (e, ¥t ) dt, € CP(RY.
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2.1. Le probleme homogene

Théoréme 2.1. Soit f,g € D'(R®). Il existe (u;) € C®(R, D'(R%) et
u € D'(R*) donnée par (2.1) telles que,

Ou =0 dans D'(]0, +-oo[xR?)
(2.2) up = f

1
ué):g.

Le probléme (2.2) s’appelle le probleme de Cauchy homogéne pour
Péquation des ondes (le probléeme inhomogeéne consistera, a résoudre Cu = F).
C’est un probléme pertinent pour cette équation, comme 1’était le probleme
de Dirichlet pour le Laplacien. Nous verrons plus loin que la solution donnée
par le théoreme 2.1 est unique.

Démonstration. Posons u, = T * g + Tt(l) * f. Il résulte de la proposi-
tion 5.1 du chapitre 6, que (u;) € C(R, D’(R)) puisque, d’apres (1.2), on a
(Ty) € C=(R,&'(R?)). D'autre part, ug = To * g + Tél) xf=68+f=7f
d’apres la proposition 1.2 et, comme ugl) = Tt(l) *g+Tt(2) * f (proposition 5.1,
chapitre 6), on a u(()l) = 8o * g = g. Enfin, soit ¥ € C§°(]0, +co[xR3); alors
¥(0,-) = P(400,-) = 0 (de méme pour %’{E)A On a,

9%

Ouw) =) = [ (v ZE0) ~ o b0t )

On utilise (1.11) et on obtient

/0+°° <ut, %fg(t,-»dt:/;w %<ut, %(tw)ﬁt
_ /O = 2 () (e, i+ /0 e, e
:/+m(u£2), (t,-)) dt.
0

On en déduit que
-+o0o
0

(2.3) @) = [ (w2900, — Byl ) e

Toujours d’aprés la proposition 5.1 du chapitre 6, on a ugz) — Auy =

(Tt(z) - AT) g+ (Tt(3) - ATt(l)) * f = 0, d’aprés la proposition 1.2. D'ou
Ou = 0 dans D'(J0 + co[xR3).
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Théoréme 2.2. Si f,g sont dans C*(R?), la solution u donnée par le
théoréme 2.1 appartient & C*(R*) et on a, u(t, v) = u(z).

Démonstration. On a vu a la proposition 5.2 du chapitre 6 que si (T) est
dans C(R, &'(R?)) et ¢ dans C>(R?), alors la fonction (t, z) — (T} * ©)(z)
appartient & C*(R*). On en déduit que (¢t,z)  u(z) est C°° sur R*. Alors
pour ¥ € C§°(]0, +0o[xR?), (u,%) = [ [as ue(z)¥(t, z)dzdt, donc u est
donnée par la fonction u.(z). B

2.2. Propriétés de la solution
Dans ce paragraphe, u désignera la solution donnée par le théoréme 2.1 (dont

on verra qu’elle est unique).

Proposition 2.3 (Décroissance a infini). Si f,g sont dans C§°(R?), on
a

st 2 10" flirwsy) £>1.

1<]al<2

3
u(t, )| < 4—,1,;(;”%[

Démonstration. Onau(t,z) = u,(z) = (T} *g)($)+(Tt(l)*f)($) = (1)+(2).
Ona, (1) = (T1,9(z ) = &5 [52 9(z — tw)dw. Comme g € C$°, on peut

écrire g(z —tw) = — f:oo L (g(z~sw))ds = é[tﬂo wy 31 2L (x—sw)ds d’on,
(1) =4 23: ft+°°fsg %wi%(x—sw)szdwds. Or % < % et |w;| < 1; don,
[(1)] 23: 57 fea | 22 -(z — sw)|s*dwds, d’ol, en posant, y = sw,
(1]

(13), (2) = (T )(2) = & [ga fla—tw)dw+ £ éfsz A (5~ tw)w; dw.

Un calcul identique montre que,

3
1< gz s

IA
,u'“

IA

47rt Z f|yl>t ]61‘ - y)]dy < Z%r-tizzjl ”%”LI(W’)' Ensuite d’apres

LI(RB) Z ”a f”Ll(Rii)

lal=2
]
Proposition 2.4 (Propagation & vitesse finie). Soit f,g € C5°(R?) telles

que supp f C {z € R3, |z| < R}, de méme que supp g, alors pour tout t > 0,
suppu(t,’) C {z €R: |z| < R+ t}.

Démonstration. On a u(t,z) = (Ty, g(z — -)) + (Tt(l)f(x —)) ={(1) + (2).
Ensuite, (1) = & [s2 9(z — tw)dw. Pour t > 0 fixé, si |z] > R+¢, on a
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|t —tw] > |z] = |t| = |z| =t > R, donc g(z ~tw) = 0 et (1) = 0. De méme
pour (2), d’ot le résultat. |

Proposition 2.5 (Principe de Huygens). Soit f,g € C$°(R?) telles que
suppf C {z € R : |z] < R}, de méme que supp g, alors u est nulle dans
Pensemble {(t,z) : t > R, |z| <t — R}.

Démonstration. En effet, sit > Ret |z| <t—R,onalz—tw| > [tw]—|z| =

t—|z] > R, donc g(z — tw) = 0 pour tout w € 5% et 4 [, g(z —tw)dw = 0;

donc (T}, g(xz — -)) = 0. On montre de méme que (Tt(l), flz=1))y=0. B
Voici un dessin qui résume les propositions 2.4 et 2.5.

t

-R

supp(f.g) K

figure 1

Proposition 2.6 (Domaine d’influence). Soit (tg, 7o) € Ry x R®. La
valeur de la solution u au point (to,z¢) ne dépend que de la valeur des
données f, g sur l'intersection de I’hyperplan t = 0 avec le cone rétrograde de
sommet (to, Zo).

Démonstration. Notons C/(to, o) ce cdne (voir fig. 2 ci-dessous). La propo-
sition dit que si on modifie les données en dehors de C(to, zo)N{(t, z) : ¢ = 0},
on ne modifie pas la valeur de u en (tg, o). Cela découlera du fait suivant :
si les données sont nulles sur C(tg, o) N {t = 0} alors la solution est nulle
dans tout le cone C(to, zg) (considérer la différence de deux données). On a
C(to,zo) = {(t,z) : |z — zo] < to — t,t < to}. Supposons donc f =g =0
pour |z — zq| < to i.e. supp f (et suppg) C {z : |z — 20| > to}. Pour t €]0, to[
on a, supp(T; * g) C suppT; +suppg C {z : |z| =t} + {z : |z — zo] = to} C
{z : |z — zo| > to — t}. Eneffet, si z = y + z avec |y| = t et |z — 20| > to,
on a |z — zo| > |z — zo| — |y| = to — t. Par conséquent si (¢,z) est tel que
jz — zo| < to — ¢, on a (Tt * g)(z) = 0 (de méme pour Tt(l) * f) donc u =0
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dans C(to, o) et par continuité dans C(to, o) i.e. u(to,zo) = 0. | ]

(g

figure 2

Proposition 2.7 (Conservation de ’énergie). Soit f,g € C§°(R®) et u
la solution donnée par le théoréme 2.1. Pour toutt € R on a

B0 = [ (|F )] +H(TuwoF)ds = [(o@+19 f@)P)de = B(O)

3
N 8. 12
ou|V-2=3% |6z,-[ .
i=1
Démonstration. La quantité 2 F(t) est appelée «’énergie de la solution a
l’instant ¢»; la proposition affirme que cette énergie est conservée au cours

du temps et qu’elle est donc égale a I'énergie des données.

Nous savons, d’aprés le théoreme 2.2 et la proposition 2.4, que
u € C°(R*) et que pour tout ¢t € R, la fonction z — wu(t,z) appartient
a C§°(R?). 11 est alors facile de voir que la fonction t > E(t) est C* sur R et
que l'on peut la dériver sous le signe intégral.

Notons (,) le produit scalaire de L2(R?). On a,
d 8%u Ou > Ou 8%u
B0 = 2Re (G (6, Gi(6)) + 2Re (Gt ) 7o (6)-

Comme u(t,-) € C§°(R?), une intégration par parties montre que,

Ju &%u 8%y Ou
(32 ®) gagi®)) =~ (5200 57 0))-
On en déduit que, pour t € R,

d %u 2. 2 Ou

2 B(t) = 2Re (57 (t) - g 5a ) 57 (0 )) =0,
puisque Cu(t, z) = 0 sur R x R3. 1l en résulte que E(t) = E(0). Remarquons
qu'un argument de densité (de C°(R3) dans H'(R®) et L?(R3)) permet de
montrer que 1'énoncé reste valable poour f € H'(R?), g € L2(R3). ]
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2.3. Le probléeme inhomogene

Rappelons que ﬁii = {(t,z) € RxR3: ¢t > 0}. On dira que F € Cm(ﬁi,)
si c’est une fonction de 0, +oo[xR? dans C et si il existe G € C®(R?) telle
que F' = G pour t > 0. Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 2.8. Soit F € C“(ﬁi) et f,g € D'(R3). Il existe (u;) appar-
tenant & C=(R,D'(R%)) telle que, si u est la distribution sur R* associée
(cf. 2.1)), 0n a

Ou = F dans D'(R; x R?),
(2.4) u = f,

u(()l) =g.
Démonstration. Supposons qu’il existe (v,) € C®(R, D'(R?)) telle que

Ov = F dans D'(R; x R®),
(25) Vo = 0,

U(()l) = 0.
Soit @ la solution donnée par le théoreme 2.1. I est facile de voir que v = @ +v
vérifie (2.4). 11 suffit donc de résoudre (2.5).

Proposition 2.9. Il existe une fonction v € C™® (ﬁi) telle que, si 'on pose
vy = v(t, ), alors v est solution du probléme (2.4).

Démonstration. Notons F la fonction définie sur R? par, F(t,z) = F(t,z)
sit>0, F(t,z) = 0sit < 0. Alors F' € D'(R*) et supp F est contenu
dans {(t,z) € R* : ¢t > 0}. Soit F la solution élémentaire de I'opérateur OJ
construite dans la proposition 1.3. On asupp F = {(t,z) : t > 0 et t = |z|};
comme les ensembles {(t,z) : ¢ > 0} et {(t,z) : t > 0 et ¢t = |z|} sont
convolutifs (voir chapitre 6, exemple 6.2 c)), la convolution E * F est bien
définie. Posons

(2.6) v=ExFeDRY.
On a alors le lemme suivant.
Lemme 2.10

(i) Ov = F dans D’(]Ri),
(ii) v e C=(RY),
(iii) v(0,) = 53(0,-) = 0.
Démonstration
(i) Soit ¢ € Cg°(R%). On a Ov = (OB)  F = F dou (v, 9) = (F,¢) =
(F,v) car F = F pour ¢t > 0.

(ii) et (iii) résulteront du lemme suivant.
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Lemme 2.11. Pourt >0, 0n a
—~ ¢ S
(2.7) (E*F)(t,x):/ / — F(t - s,z — sw)dwds.
s} 52 4

Admettons un instant ce résultat et montrons (ii) et (iii). Rappelons
que F € C"X’(@i), c'est-a-dire qu’il existe G € C(R?) telle que F = G
pour ¢t > 0. Considérons pour (t,z) € R x R3 la fonction H(t,z) =
fot Js: 3= G(t — s, — sw)dwds. Il est facile de voir que H € C>®(R*) et
que H = Ex F pour t > 0. Donc E+F € C’O"(ﬁi) Comme 2 (ExF)(t,z) =
= [ F(O,z —tw)dw+ fot Js2 &1 --Jdwds, il est évident que (E x F)(0,z) =
%(E * F’)(O,m) = 0, ce qui prouve le lemme 2.10, la proposition 2.9 et le
théoréme 2.8. H

Démonstration du lemme 2.11. La difficulté dans la preuve de (2.7) réside
dans le fait que F' n’est pas une fonction C* au voisinage de ¢ = 0. On
commence donc par la tronquer au voisinage de ce point. Soit x € C*=(R),
x(t) =1sit>1, x(t) =0sit < 0et [x(t)dt = 1. Posons Fi(t,z) =
x(%) F(t,z). Alors F. € C*(R*). Nous allons montrer que,

(2.8) (E * F.)(t,z) :/O /52 %Fg(t—s,x~—sw)dwds.

Si E était & support compact, cette formule résulterait immédiatement de
la proposition 2.3, (i) du chapitre 6. Mais ici les supports sont seulement
convolutifs et donc d’aprés le théoréme 6.4, chapitre 6 on a,

ExF, = (9E)*(0F;) pour |(t,z)| <R

oll § € C°(R*) est égale & 1 dans un voisinage de la boule {|(t,z)| < p(R)}.
On peut évidemment supposer p(R) > 3R. Comme 6F € Cg° on a,

(B x Fe)(t, ) = (OF, (OF)(t — -z —-)) = (B, 0(-)(0F:)(t — -,z — -))
ts t—s
:/(; a—;/gg()(s,sw)@(t—s,x—sw)x( . )

F(t—s,z— sw)dwds.

Comme 0 < s < t, on a |(s,sw)|* = |s[* + |s|? = 2s% < 2¢2 < 2R?, puis
[(t=s,2—sw)|?> = [t—s*+|z—sw|* <8R?,si|(t, z)| < R. Alors, |(s,w)| < 3R,
[(t = s,z — sw| < 3R et 6(s,sw) = O(t — s,z — sw) = 1, ce qui prouve (2.8).

Ensuite x(%) F converge vers F dans LL_(R*%), donc dans D’ (R%). Alors

loc

E x F. converge vers E % F dans D'(R*) donc dans D’ (R%). Dautre part,
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le second membre de (2 8) converge uniformément sur tout compact de R4
vers fo Js2 = F(2 . — sw)dwds (donc dans D’'). En effet supposons
(t,z) € [0, M] x B(O7 R) et considérons

I.(t,x) :/ot/y %(XU;S) —~1) F(t — s,z — sw)dwds.

Alors 0 < t—s <t < M etz —sw| < |z| +|s| < R+ M. 1l existe donc
A > 0 tel que, |F(t — s,z ~ sw)] < A. Ensuite x = 1 pour t > 1 donc
L(tz)= [/ [s () F()dwds don,
1] < jt . Jor =2Adwds <2Ate <2AMe.

On peut passer 2 la limite dans Pégalité (2.8) et on obtient I'égalité (2.7)
dans D'(R%). Mais les deux membres de (2.7) étant des fonctions continues
sur RY, on a I’égalité ponctuelle. L |

2.4. Unicité de la solution

Théoréme 2.12. Soit (ut) € C°(R;, D’'(R3)) une solution de Ou = 0 pour
t > 0, telle que ug = uo = 0. Alors (u¢) = 0.

Ce résultat implique évidemment 'unicité de la solution du probléme de
Cauchy (2.4).

utt>0

Démonstration. Posons pour t € R, @, = { . On a alors (ﬂﬁk) Py =

0 t<O
H(t)(u (k),go) pour 0 < k < 2. Le cas k = 0 est évident. Pour k& = 1 soit
¢ € C5°(R%); on a,

(@, 0) = Z [H(t)(ur, 9)] = o, ) + HE{uD, 0) = Hitji ) 0)

car {ut, @) 6e=0 = (Uo, ) ds—0 = 0. Le cas k& = 2 est analogue puisque u(()l) =0.
D’autre part (Ady, ) = (G, Ap) = H(t)(ue, Ap) = H(t){Aws, ). Donc
(1152) — Aty ) = H(t){u: — Aus, ). Soit alors @ la distribution associée a
(ﬂ,t) i.e.

(@,9) = J/ (@, P(t, ) dt.
R
Alors, (cf. (2.3)), pour ¢ € CS°(R?),

i, 9) = / (P~ A, ¢, ) ) dt = / (uP — Ay, Y(t,))dt = (O, 9).
R 0

Donc 0@ = 0 dans D’(R*) et le théoréme résultera du lemme suivant.
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Lemme 2.13. Soit @ € D'(R*) telle que suppii C {(t,z):t > 0} et O = 0.
Alors @ = 0.

Démonstration. Les supports de 4 et de la solution élémentaire E de [J sont
convolutifs. On peut donc former E+ 4. On a O(E x @) = UF x @ = F « Ou;
doudp*xt=FE*x0=0, et =0. B
Corollaire 2.14. E est I'unique solution fondamentale de O & support dans

R,



- Chapitre 10

La transformation de Fourier

C'est une transformation d’une importance capitale en Analyse et plus
particulierement en équations aux dérivées partielles. Elle permet, entre
autre, de convertir des problemes de nature différentielle en des probléemes
algébriques, souvent plus faciles & résoudre. Les distributions lui fournissent
un cadre trés général et particulitrement bien adapté.

1 . L'espace s(r"). La transformation de Fourier dans
S(R™)

1.1. L’espace de Schwartz S(R™)

Toutes les opérations sur P’ que nous avons étudiées ont été définies par
dualité & partir de Cg°; il était important pour cela que C§° soit invariant
par ces opérations. Or, comme nous le verrons plus loin, la transformée de
Fourier d’un élément (non identiquement nul) de C$° n’est jamais & support
compact. Il faut donc commencer par trouver un espace qui soit invariant par
la transformation de Fourier. L’espace de Schwartz S(R™) conviendra.
Définition 1.1. L’espace & = S(R™) est constitué des fonctions u appar-
tenant a C*°(R"™) telles que \

(1.1) VYo, €N", 3Cop5>0, [2%0Pu(z)] < Cap, Vz €R".

Toutes les dérivées d’un élément de S tendent vers zéro a P'infini « plus
vite» que tout polyndme. Voici des exemples.

Exemples 1.2
(i) C(R™) € S.
(i) La fonction u(z) = e~ z ¢ R™, appartient & S.

(iii) Plus généralement, pour z € C tel que Rez > 0, la fonction sur R™,
u(z) = e~*1=* appartient & S.
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Remarquons que 'on aurait pu, dans la définition 1.1, remplacer la
condition (1.1) par |z|*]8° u(z)| < Ckg, pour tous k € N, 8 € N*, z € R" ou
par lim {z*dPu(z)| = 0, pour tous o, € N.

lx}—+o0

Voici quelques propriétés élémentaires dont nous laissons les preuves au
lecteur.

(1.2) Muni des semi-normes pog(u) = sup |z*8%u(z)|, o, f € N*, S est un
z€R"
espace vectoriel métrisable et complet.

Soit T un intervalle de R et ¢ : I x R* — C. On dira que ¢ € C%(1,S) si,

pour tout A € I, on a p(A,.) € S et, pour tout Ao € I, toute suite (\;)

de I convergeant vers Ag on a _Hl;l_l Papl{w(Xj,-) = ©(Xo,-)) = 0, pour tous
j—+oo

@, 3 € N*. On définit de manitre analogue C(I, S) puis C*(I, S) pour k > 2.
Par exemple S(R x R™) ¢ C*(R, S), pour tout k € N.

(1.3) Pour tout « € N, les applications u — z%u et u — 9%u sont continues
de § dans S.

(1.4) Le produit de deux éléments de S appartient & S.
(1.5) C§°(R™) est dense dans S.
(1.6) Pour tout 1 <p < +o0, S C LP(R™).

1.2. Transformation de Fourier dans S

Définition 1.3. Pour u € S, la transformée de Fourier de u, que I'on note 4
ou Fu, est la fonction sur R™ définie par,

(1.7) a(8) = Fu(e) = / e Ey(z)ds, €€R",

Oﬁ ZE‘§=II£1 ++$n§n

Cette définition a bien un sens puisque, d’aprés (1.6), e™= ¢y ¢ L1(R™).
Remarque 1.4. On peut trouver, chez certains auteurs, une autre définition
de @ dans laquelle z - £ et dz sont remplacés par 27 (z - £) et (2n)"dzx. Les
deux théories sont, bien entendu, tout a fait paralleles; seules les formules

different de puissances de 2.

Exemple 1.5. Soit z € C tel que Rez > 0. Soit u(z) = e=*, On a,

(1.8) i) = (Y2)" e

\/E e 4z
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1) On commence par-e cas n = 1 et z = A > 0. Par définition, 4(§) =
fe'irfe”’\‘“52 dz. Le .théoréme de dérivation de Lebesgue montre que u
est dans C!(R) et i—’;‘({) = f”iite"ixﬁe*AIZ dz. II suffit pour cela de

remarquer que e ¢ 2Ll(R). Comme ze " = —5133‘1;6“’\12, on a

%2—‘({) = 55 fe“”g ;id—re“)‘l dz et une intégration par parties montre que

%2—‘ = ~§% [e ¢ e=**" dz, de sorte que 4 est solution de ;‘% = »Q%ﬁ, avec
_£2

4(0) = [ e dg = %, dont 1'unique solution est, 4(£) = % ey

2) Casn > 1 et z = A > 0. On peut écrire, en utilisant le théoreme de Fubini

/e“”"f =M= gy — </e_iz1 €1 g=Aa? dacl) (/e-‘ir,l(n o= A% dacn>

n —le?
)eu.

de sorte que @(§) = (3\%?

3) Enfin, pour n > 1l et z € @ = {z € C: Rez > 0} considérons a ¢ fixé la
fonction,

(z) = /e_”“'&e“"“”[2 dz.

C’est une fonction holomorphe de 2 dans . En effet, 'intégrant est holo-
morphe et, si z est dans un compact de 2, on a en particulier Re z > ¢, d'ou
le~i=¢ e“‘m?' < e¢=" ¢ LY(R"). Pour z = A € Ry on a, d’aprés Pétape
précédente,

(1.9) B(\) = (ﬁ)”e%‘f.

VA
Le membre de droite de (1.9) se prolonge en une fonction holomorphe sur
'ensemble §). Ces deux fonctions holomorphes coincident, d’apres (1.9), sur
Paxe réel positif. Le principe du prolongement analytique implique qu’elles
coincident dans §2, ce qui prouve (1.8). ‘

Théoréme 1.6. La transformation de Fourier F est une application linéaire
bijective bicontinue de § sur S. Si on pose pour v € S,

(1.10) Fo(z) = (2m)~" / ¢ () de

alors F envoie S dans S et on a FF = FF = identité de S, i.e. F~1 = F.

Démonstration. Montrons tout d’abord que F et F envoient S dans S.
Comme Fu(z) = (2r) " Fo{~x), il suffit de le faire pour F. Tout d’abord
ona Fu € C*® si u € S. En effet pour z fixé la fonction & — e~ 4 u(z) est
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C™ et ]8?(6“1‘5u(a:))l = |(—iz)Pe ¢ u(z)| = |2Pu(z)| € L'(R™). Donc
Fu € C™ et,
(1.11) 8 Fu() :/67”‘6(~iz)ﬁu(x)da:.

On montre ensuite, par intégrations par parties successives, que pour
o, € N*,

20 Fu(e) = [I(-D2)e (i) u(w)do

(1.12) _
- / e~ D((=iz)P u(z)) dz.

On déduit de (1.12) que,
60 Fu(©)] < / D2 (&P u(x))|dz < +oo, VEE R,

ce qui prouve que Fu € S(R™) et que 'application u — Fu est continue de
S dans S d’apres la formule de Leibniz.

Prouvons que F Fu = u pour u € S. Il nous faut considérer Pintégrale
Je=5( [ e € u(y)dy) d¢. Mais la fonction (y,£) — ¢ e~ %€ y(y) n’appar-
tenant pas a Ll(R;’ X R?), on ne peut intervertir les intégrales. On remarque
alors que, d’apreés le théoréme de convergence dominée,

£e—0
>0

lim [ eizéeclel (&) dE = lil’I(l) I = /eixfﬁ(g) dg.
£—

Comme la fonction (y, £) — €€ e=¢lI” =€ y(y) appartient & L1 (R} xRE),
pour ¢ > 0, on peut utiliser le théoréme de Fubini et en déduire que,

I :/(/ei(rﬁy)fe—elflzdg) u(y)dy.

D’apres (1.8) on a
—ayl?

I = (g)"/e%ﬂ— u(y)dy = 7% 2"/6—12‘2 u(z — 2vE2) dz.

D’apreés le théoréme de convergence dominée, lirr(l) I =73 2"u(z) [ el dz =
£—

(2m)"u(z), d'on, [e=¢a(€)de = (2m) u(x).

L’égalité F Fu = u a une preuve identique. L]

Remarque 1.7. 1l résulte de Pégalité Fuv(z) = (27) " Fuv(—x) que lon a

FFu = (2n)" 4, o i(z) = u(—2z).
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2 « Propriétés'de la transformation de Fourier dans s
Elles sont résumées dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1. Pour u,v € S on a,

() fa(€)v(&)dE = [u(x)i(z)dz,

(i) fu(r) z)dz = (27)~ "f (€)a(e)de.
En partzcuher Slu(@)Pdz = (2n)~" [ |a(€)]? de,

(iii) uxve S et Fluxv)=14-10,

(iv) w- o = (2r) ™0 *D

(v) Dju =&, ot Dy = 1 52

.Y
dx;

(Vl) mi*Djﬁ, ou D]' l%

Démonstration

(i) Le membre de gauche vaut [ ( e~ u(z)dz) v(£)df. Comme intégrale
double est absolument convergente, elle s’écrit, par le théoréme de Fubini,
S (f e =€ 0(6)de) ula)dz = [ 9(z)u(x)dz.

(ii) Appliquons (i) A u et w = (21)™™%. On a Ja€)w(€)dé = [u(z)w(z)de.
D’autre part w(z) = (2r)7" [e =€3(¢)de = (2m) )T [eiTip(€)de =
m =7(z), d’ou le résultat.

(iii) Tout d’abord u x v est bien définie par Ju(y)v(z — y)dy car v € L,
u € L et donc Vintégrale converge absolument. Ensuite, 3 y fixé, la fonction
z = wy)v(z - y) est C et |97 (u(y)v(z — )| = |u()(Pv)(z - y)| <
Mglu(y)] € L}, donc uxv € C® et 8°(u x v) = u » Pv. Enfin, comme

=@Z-y+y)*= Z<: (3) (z — y)"y*"" on peut écrire,
TSo@

2% 9% (u* v)(z) = 2% (u * P (z) = Z (:) (& Tu) * (7 9°v) € L®°(R™),

y<a .
donc u *x v € S. Ensuite, comme d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli la
fonction (z,) - u(y)o( - y) est dans L (R?") on a

@0)© = [[ e u)o(e — v)dyde
= [ et [t tue — yyar)ay = a(eyace).

(iv) Appliquons (iii) & ¢ =@, ¢ = 9. Ona ¢ = (21)"4, P = (2m)"7 et
Flpy) = F(i- 9) = F(F(u+v)) = (2r)"u*v. Ensuite,

(u30)(8) = (w)(=) = [ ulm)o(~¢ ~ n)dn = (2m) " / P~ D(E + ) dn
= @n) " / Gm)B(E — m)dn = 2m)7" (3 * ().
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(v) Par intégration par parties on peut écrire,

[emet uu)dx:i/ai] (e Yu(z)de = & a(E)

i dzr]
et w
@© = [ su@de = [~ 50T Out)ds
1 (95]
= —% % / e~ =S u(r)de = -D;a(€),
par le théoréme de dérivation de Lebesgue. [ ]

3. L'espace s’ et la transformation de Fourier dans s’
3.1. L'espace S’ des distributions tempérées
Définition 3.1. S'(R") = S’ est le dual topologique de S, i.e. I'espace

vectoriel des formes linéaires continues de S dans C.
Donc une application linéaire, T : § — C appartient & S’ si et seulement si,

Jk,feN, 3C>0:|(T,p)| <C Z sup"lzaaﬁap(x)h Vo€ S.

lal<k T
11<e

Remarques et exemples 3.2

(i) &’ s’injecte dans D'(R™) par application T+ T|ce(rn). En effet si
K est un compact de R™ on a sup |z29P p(z)] < Ck o sup|0Py|, pour
K

T€R™
¢ € CP(K), de sorte que, |(T,9)| < C( Y Ck.a) Y supldPy|; donc
lo <k |Bl<e K

T|cge € D'. Ensuite si T|cge = 0, alors T = 0 sur §, car Cg° est dense dans
S; Papplication est donc injective.

(ii) On a & C &', car si T € &' elle est définie sur C*° donc sur S et il
existe KCC R™, £ € Net C > 0 tels que (T, ¢)| < C 3 S\Il(p |88 | pour tout

18|<¢

peS.

(iii) Si T € &' alors g% et z;T sont dans &', i = 1,...,n. Cela résulte
immédiatement de la définition. Donc si P est un polyndme sur R™ et o € N7,
PO*T e S

(iv) Soit f € C*°(R™) vérifiant la condition suivante :
Ik eN:Vae N, 3C, > 0: 108 f(&) < Ca(l +I€])F, VEER™.

Alors, pour T € &, fT € &', 0 (fT,¢) = (T, fp), Yy € S. En effet pour
p € Sona fpeS et application ¢ — fo est continue de S dans S.
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(v) Pour 1 < p < 4o, LP(R™) C S'(R"). En effet, tout élément f de LP
définit une forme linéaire continue sur S par ¢ — [ f(z)@(z)dz. On écrit
pour cela, Uf(r)g)(m)dx’ < W fller lellna, on ‘,(—1) Aké = 1. Si ¢ = +00 clest
terminé et si ¢ < +oo on écrit, pour un entier N > n,

[1w@ias = Ja+iah ™+ ) @)z

< (f o) s+ k) loto)le < € [sup + ) ¥ (o]
(vi) Comme la fonction z — 1 est dans L, si P est un polynéme P(z)-1=
P(z) € §'. Plus généralement, si f : R* — C est une fonction mesurable
telle que |f(z)| < |P(z)}, z € R™, ot P est un polyndme, on a f € S'. En
effet, soit N > n+ d°P. On a, [ff(x)go(z)dz] <A+ 2y NMiP@) -1+
)V le(@)ldz < (f(1+|2])~N|P(z)| dz) S;np(l + 1z lp()]-

(vil) Mais pour appartenir & S, il n’est pas nécessaire d’étre majoré par un
polynéme. En effet, soit, pour z € R”, f(z) = e®¢®”. Alors |f(z)| = €%, mais
flz) =1Le'" €8 car " € L®(R).

(viii) Par contre, la fonction f(z) = €*" n’appartient pas & S(R). En effet
soit ¢ € C§°(R), suppy C [0,2], ¥ = 1 sur [3,1]. Considérons pour j > 1,
pi(z) = e“rw(f—.) € C§° C 8. Pour tous a, 3 € N on a,

[2%0° p;(z)| = lzﬁ: (g) (~)hlgee== jﬂl-y (8P~4p) (;)’
=0

s
< Capsupla®e™™| Y sup [0 T(x)] = Magp.
x> =0

. ) o2
Mais (f,¢;) = f02] e*’ e“’z/)(f)dz > f:‘; e~ dy > %e%*] — 400 si
J — +oo. De méme, pour tout € > 0, efl*! ¢ S'(R™).

(ix) Soit T € 8" et p € C*(I,S), ot k € N et I est un ouvert de R™. On pose
F(A) = (T,¢(),-)). Alors F € C*(I). Ce résultat est I’analogue pour ’espace
&', du lemme 6.1, chapitre 2.

(x) On peut aussi définir la convergence des suites dans S'. Soit (T})jen une

suite de S’ et T € §'. On dira que lim Tj = T dans &, si lim (Tj,9) =
Jj—+oo Jj—+oo

(T, ), pour tout v € S. Le théoréme 1.4, chapitre 4, est encore vrai dans ce

contexte.

(xi) Soit I un intervalle de R. On peut définir I'espace C* (I,8’) en disant que
(T) € C*(1,8') si, pour tout p € S, Vapplication de I dans C, ¢ — (T}, ¢)
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appartient & C*(J). Les résultats du § 3, chapitre 4 restent vrais lorsqu’on
remplace D’ par S’ et C§° par S.

3.2. Transformation de Fourier dans S’

Théoréme-Définition 3.3. Si T € §’, la transformée de Fourier de T,
notée FT ou T, est la forme linéaire sur S définie par

(3.2) (FT,0) =(T,Fp), YpeS§
et FT € S'.

En effet T € &' car (T, Fp)| < C 3 pap(Fp) (ol les pag sont des
i<k
i<

semi-normes de S) puisque T' € §’; mais comme F est continue de S dans
S, pa,p(F) est majoré par des semi-normes de ¢ dans S. ]

On définit FT par une formule analogue & (3.2).

Théoréme 3.4. La transformation de Fourier est une application linéaire,
bijective et bicontinue sur les suites de S’ dans S’ et F~1 = F.

Démonstration. Cela résulte du théoréme 1.6. En effet, on a FFT =
FFT = T pour tout T € S’ car (FFT,p) = (FT,Fp) = (T,FFyp) =
(T, ) pour ¢ € 8. Donc F est bijective et F~! = F. Ensuite, si Tj — T
dans &' on a (FTj,¢) = (I}, Fp) — (T, Fp) = (FT,y), donc FT; — FT.
De méme pour F. |
3.3. Propriétés de la transformation de Fourier dans 5’

Théoréme 3.5

(i) La transformation de Fourier dans S’ coincide avec la transformation de
Fourier dans S (définie en (1.7)) siT € S.
Pour T € §' on a,

(ii) FFT = 2n)"T, ot (T, p) = (T, @) et p(z) = p(~z).
(iii) F(D;T) =& FT, Dj = 10;,

(iv) F(z;T) = -D; FT.

Démonstration

(i) résulte du théoréme 2.1, (i); (ii), (iii), (iv) résultent trés facilement de la
remarque 1.7 et du théoréme 2.1, (v), (vi). [ |
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Exemples et remarques 3.6

1) Fbo = 1. En effet (Fdo, ) = (do, Fo) = (Fep)(0) = [(z)dz = (1, ¢).
2) F1 = (2n)" 8, car F1 = FF 8y = (2m)"d¢ = (27)" ;.

3) Soit A € R\ 0 et T = e*=l” € S'(R™). Nous allons montrer que,

(3.3) FT = (__\\//{%ei sgnxg_)”e;i%"lv

ou sgn A désigne le signe de A.

En effet pour ¢ > 0, posons 7. = e—clel’ eiM=l® ¢ S(R™). On a
T. — T dans &', car (T.,p) = fe‘elrlz eirl=l’ p(z)dz converge, d’apres le
théoréeme de convergence dominée, vers fe“\mz p(z)dz = (T,¢). On en
déduit que FT. — FT dans S'. Ensuite, FT. = Fe~*12I" o 2. = ¢ — i A.

—lgf? iz
D’apres (1.8), FT. = (%)ne 2, .Si A > 0, z. tend vers Ae 'Z, donc
VZe — Ve i et si A < 0, zz — |Me'E, donc 2z — [Me'F.
2

: x I&t

En résumé /z, — +/|Me *8"* 3. D’autre part e_ﬁ converge vers
12 €12 2(e+i 2)

e "X dans S'(R™). En effet /e"“s—**? p(&)d¢ :/ e s p(&)dz et

s (ELELI ot = exp (- 75 lot6) < ot € L',

donc le théoréme de convergence dominée fournit la conclusion. On en déduit
que FT = (\/" isgn )" e"L‘Kr

N
4) Soit, pour j = 1,...,k, T € S'R™) et T = Ty ® ... ® Ti. Alors
FT = (FT1) @ ... ® (FTx). 1l suffit de le prouver pour k = 2. On a
(F(i®Tr),¢) = (i @ Ty, Fop) = (T1, (T2, Fo(yr +-))). Or (Fp)(y1 +y2) =
[l et @rnttava) (g 1 &)dérdEs = Fe, ([ e p(ys + ) dér), dou,

(To, Pl +)) = Fea T, [ €78 (6 +)
- / e I (Fey T, (61 + ) dér = Ty (Feu Ta, 061 + )
d’apres 'analogue du corollaire 6.4, chapitre 2. Donc
(FI1 @ D), ¢) = (Fe, T, (Fe, T, p(&1 +))) = (Fe, Th @ Fe, Tz, ) -

5) Soit D une matrice réelle, diagonale, inversible, D = diag(};). Alors

(3.4) FeiDeo) - (lde:Dl)%ein% sgnD ~$(D7E6)
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ol sgn D est la signature de D qui est égale & ny. —n_, ol ny (resp. n_) est
le nombre de A; > 0 (resp. A; < 0).

En effet P =T ®...Q T, ouTj = ¢ 73 11 suffit alors d’appliquer 4)
et 3) ci-dessus.

6) Soit A € GL(n,R). SiT €S onaToAc S et
(3.5) F(ToA)=|det A7TY(FT)otA™ .
En effet,

(T o A, )| = |det A| (T, oo AT < C > sup |20 (p 0 A} (2))]
jaj gk TERT
iBi<e

< Z sup |2 3P p(z)].
fojgk TERT
e

Donc T o A € &’. Ensuite on peut écrire
(F(T o A),0) = (ToA,@) = |det A (T, po A™Y)
P(AE) = / = AT y(3) di = / A7) (1) da
= IdetAi/eﬂ'y‘f (*Ay) dy = | det A| F(p 0 *A)(€).
Alors,
(F(ToA),p) = (T, F(po'A)) = (FT,po’A) = |det A"} ((FT) o 'A%, ).

7) Soit B une matrice n x n réelle, symétrique et inversible. Alors,

71,71/2
/| det B]

ou sgn B est la signature de la matrice B.

(36) ]_—ei(Br,r) — ei%sgnBGA-}(B'lﬁ,f)

En effet, il existe une matrice orthogonale A et une matrice diagonale D
telles que B = ADA~L. Notons S = €/ P**). Comme (DA™ 'z,A 1z) =
(ADA™z,z) = (Bz,z) on a eF>%) = S o A~1. Utilisant (3.5), on peut
écrire F(e'(B=%)) = FSoA™! car |det A| = 1 et *A = A~L. Or, d’apreés (3.4),
FS = (m—g—m)nlzei%Sg“De_?‘f(D_lf’g). Comme det D = detB, sgnD =
sgnBet (D71A7YE A7) = (AD7TA71E,€) = (B¢, €), on déduit (3.6).
8) Si T' € &' est invariante par rotation (i.e. T'o A = T pour toute matrice
A orthogonale), T est aussi invariante par rotation. En effet, on a alors
FT=F(ToA)=FToAcar|detAl=1et*A™1 = A
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9) Si T est homogene de degré m, alors T est homogene de degré —n — m.
En effet To Ay = A™T ot Ax = Ad, A > 0; alors T = A" F(T 0 A,) =
ATmA T o A;I ou A;l = 1 Id. Posant % =1 il vient, T o Ay, =p"m T
10) Si T € S’ est paire (resp. impaire), il en est de méme de T'. T paire veut
direToA=Tou A= —1Id;alors FT = F(ToA) = FTo A, car |det A| = 1
et A7! = A. Méme raisonnement si T est impaire.

11) Soit T' = vp%. Alors T € S'(R) et T = —2in H + iw, ou H est la fonction
de Heaviside. En effet, pour ¢ € S, (vp,¢p) = lir% flrl>6 elz)

e >

x

dr = lir%lg.
Onal = [ 23 gy 4 firlzl @) gy = J. + K. On écrit p(z) =

x T

©(0) + z(z), ou [¢(z)] < suply'(z)]. Comme f6<lxl<1 2O gz = 0, on a
R <z

x

I = fsSMSI W(z)dz + fIIIZI #2) 4z, D’aprés le théoreme de convergence

T

dominée, lin}) I, = f11[<1 Y(z)dz + f|z|>1 2) gz On en déduit que,
£— = 2

(o020 < Couplef ) + ( /M = sup o:p(z)]

Donc vp% € §’. Calculons T. On part de Pégalité, :cvp% = 1. On en déduit
F(zT) = 2mdy d’ou —% a‘—igf‘ = 2méy. Il en résulte que, T = —2irH + C.
Comme 7T est impaire, T lest aussi; donc ~2¢r + C = —C, d’ott C = im.

D'autre part FFT = 27T = —27rvp%, donc —2in F H +im-2n8g = —27rvp%,
par conséquent F H = —-ivp—}; + mdo.

4 . Transformée de Fourier des distributions 2
support compact

Théoréme 4.1. Si T € £'(R™), T est une fonction C* sur R™ donncc po
T(€) = (T, e~*=¢). De plus, il existe k € N tel que (8‘§"T(£)I < Call+[ED5,
pour tout a € N" et tout £ € R™.

Démonstration. Posons v(§) = (Ty, e™"*¢) ; d’aprés le lemme 6.2, chapitre 2,
ona,v € C®(R") et Ofv(€) = (T, (—iz)*e~*=¢); il existe donc k € N, C' > 0
et K compact de R™ tels que

1gv(€)] < C Y sup |98z e ) < O (1 + [¢])E.
iBI<k €K

1l reste & prouver que v = T'. Pour ¢ € C§°(R™) on peut écrire,
(T, ) = <T, @)= <Tx’/€_iz-£§9(§)d€> = (Tza <¢E76_izi€)>
= (TI ® 23 e‘iIA£> )
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ce qui a un sens puisque T; ® @ € &'(RY x RE) et (z,£) — e~ ¢ est C°°.

Par conséquent on a également,
(7, 0) = (e, (Tore™) = [ 0O0(€)dE = (0,9,

On en déduit que T" = v sur C§*(R™) qui est dense dans S(R™). Donc T=v
sur S. L |

Exemple 4.2. Nous allons calculer la transformée de Fourier de la mesure
de surface dop portée par la sphére de R® de centre 0 et de rayon R. Comme
cette mesure est a support compact on peut appliquer le théoreme 4.1 et
écrire,
&;}({) = (dop,e %) = / e = tdopg.
|z|=R

La mesure dop est invariante par rotation. En effet, soit A une matrice
orthogonale. On a (dog o A,¢p) = (dog,p o A™!). D’autre part, en posant
z = Ay, on voit que pour r > 0, flzkrcp(A‘}x)da: = flyl<r p(y)dy, puisque
|Ay| = |y| et |det A] = 1. En passant en coordonnées polaires, cette égalité
s'écrit, [y f}:z]:t (A z)doydt = fg fl:cl:t o(y)dordt. En dérivant cette
égalité par rapport & 7, puis en faisant r = R, on déduit que (dog, po A7) =
(dog, ¥).

11 résulte du théoreme 4.1 et de I'exemple 3.6, 8), que d/a\R est une fonction
C® invariante par rotation. Par conséquent d/a\;g(ﬁ) = d?c\R(O, 0,k =
f!xl:R e~3léldop. En coordonnées polaires on a, r1 = Rsinf cosep, 12 =
Rsinfsing, z3 = Rcosf,010 < ¢ < 27,0 < 8 < 7, et dog = R? sinfdfdyp.
On a alors,

27 T T
dogr(f) = / / e iElI¢lcos 8 p2 gin 9didyp = 27rR2/ e RIgtcos 8 in 040
0 0 0

Posons t = cos 6. 1l vient,

1 —iR[g]t 1 i
Ty 2 —iRIEE 3p 2f¢ _ 2 sin(R[¢])
dog(€) =27 R /—16 dt =27 R [—-iRIEI]~1 =47 R —————R!fl
d’ou,
(4.1) dop _ sin(RIE)

R[]
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5 « Transformation de Fourier dans ! et 1?2

On sait que L*(R™) et L?(R™) sont contenus dans S’(R™). Nous allons étudier
la restriction a ces espaces de la transformation de Fourier.

Théoréme 5.1

1) SiT € L', T est donnée par la fonction continue T(¢) = [ e =€ T(z)dz.
De plus T tend vers zéro a Dinfini.

2)SiTelLletT e L, onaFT = (2my*T presque partout.

3) L’application T + (21)" 2T est une isométrie bijective de L? sur lui-
méme.

Démonstration

1) Pour ¢ € S, on a

(o) = o) = [Tt = [T@)( [e= o)) da
= [ ( [ e rtayaz) ae,

la derniere égalité étant justifiée par le théoréme de Fubini, applicable ici
puisque T(z) p(€) € L*(R?"). On a donc

(T, 0) = (v,0), on v(¢)= / e 4T (z)dx € L®(R™).

11 résulte facilement du théoréme de convergence dominée que v est continue
sur R™ et et du théoréme de Riemann-Lebesgue que v tend vers zéro & 'infini.

2) On a, dans §', FT = (2r)"T. Comme T € L', les deux membres sont des
fonctions de Llloc. L’égalité a donc aussi lieu presque parfout.

3) On a vu au théoréme 2.1, (ii) que pour ¢ € Son a, ||pllzz = (27) "% ||@]| Lz
D’autre part S est dense dans L? (en fait C$° est dense dans L?). Soit alors
T € L? et (T;) C S telle que T; — T dans L2 Comme (7}) est de Cauchy
dans L?, il résulte de ’égalité précédente, que (T]’) est de Cauchy dans LZ.
On en déduit que f’J — T dans S, dou T = g dans &’. Donc T e L2
Ensuite, en passant & la limite dans légalité || T}, = (27)~% ||T}]/z2, on
obtient ||T|2 = (27)~% || Tl 2. On en déduit que T+ 7' (27)~% est une
isométrie. Elle est bijective car elle est inversible (utiliser F). |
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6 « Transformation de Fourier et convolution
Théoréme 6.1. SiTe€S et Se& onaT+SeS et F(T+S)=T35.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que 'expression T'S est bien
définie, car S est une fonction C*° sur R™ telle que |Og S| < Ca(l + |E]*
et T € S (cf. remarques et exemples 3.2, (iv)). Supposons tout d’abord
T,S € €. On sait alors que T * S € & et T, § sont C. D’autre part, en
désignant par (-,-) le produit scalaire de R", on a

F(T+ 8)(§) = (T +5,e709) = (T, ® 5., e "0*=9))
= (Tyy, (S, e 730 W)y = (T e ) (S,, e 7=0) = T(£) §(€).

Soit maintenant T € §’, S € £’. On utilise le lemme suivant.
Lemme 6.2. Il existe (T;) C &' telle que T; — T dans S'.

Démonstration. Soit 6 € CP(R™), § = 1sijz| < 1,0 = 0si |z] > 2.
Posons T = 0(%) T. Alors, pour p € S, {T; — T, ¢)| = (T, (9(?) —1)p)| <
C > sup [e*37((0(2) ~ 1) ()| < S pre(0) = 0. L

laf<k TER™
18i<t

On déduit du lemme que 7; — T dans S’ . Ensuite, comme Tj,
S € &', il résulte du premier cas que F(Tj * S) = 'ij' et, comme S est
a croissance lente, ;8 — T'S dans §'. Posons U = F(T'S) € S’; on a
alors, Ty + S = F(138) — F(T'S) = U dans &', donc dans D'. D’autre
part T; * S — T % S dans D’. On en déduit que T+ S = U € & et
F(T xS) = FU =T8§, ce qui prouve le résultat cherché. =

Voici un autre cas non couvert par le théoréme précédent. Si T € S’ et
¢ € S, on peut définir T * ¢ par,

(6.1) (T*p)(x) =(T,p(z—)).

La remarque 3.2, (ix) montre que T * ¢ est une fonction C*® et que
8&(T*y)(z) = (T, 0%p(z—)). D’autre part, si . — ¢ dans S, T*xp. — T*p
dans S'.

Théoréme 6.3. Soit T €S et p €S, alorsTxpe C®NS' et

(6.2) F(Tx)=¢T.
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Démonstration. Soit ¢ € C§°; on a (T * ¢, ) = (T, o(z — y)),¥z) =
(Ty ® ¥, p(z — y)) = (Ty, (p(z — y),¥z)) = (Ty, ¢ * ¥). On en déduit que
(Txp)<C > sup [y“( * ") ()]

jaj<k YE
is1<e

Or, e+ PNWI=| [- 2420200 - 2)d]

I (5) s

7<a

<o( Y [ e)lds sup a7 0% 2)1)

7S
Donc T * p € 8’ puisque C§° est dense dans S. Montrons la formule (6.2). Si
¢ € C°, il résulte du théoréme 6.1 que, F(T * ) = T'¢. Ensuite si € S, il
existe (p;) C C§° telle que p; — ¢ dans S. Alors F(T * p;) = T'¢;. D’autre
part T¢j — T¢ dans 8" et T * @; — T * ¢ dans §’. On en déduit que
F(T % ;) = F(T % ) dans S’ et donc F(T * @) = ¢T. B

7 « Transformation de Fourier partielle et applications

Dans R? x R™, nous noterons (t,z), ou t € R? et z € R", la variable. Pour
p € S(RP x R™), on définit la transformation de Fourier partielle en z par la
formule

(71) Folt,) = o0 = [ e Spltz)dr

Alors F est bijective de S(R? x R™) dans lui méme, d’inverse

(7.2) Fly(t,z) = (2m)™ /R e Eap(t,€)de, 1 € S(RP x R™).
Cela permet de définir F sur S’(RP x R™) par

(7.3) (FT,p) = (T, Fp), e SRPxR").

Alors F est un isomorphisme bicontinu (sur les suites) de S’(R? x R™) dans
lui-méme. Il est ensuite facile de vérifier que ’on a les formules,

F(DST) =¢*FT ow DY =Dg'... D¢, Dy, =

| et

E
5,
(7.4) F(2°T) = (—De)* 7T,

F(DPu) = DP Fu.
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Exemple 7.1. Calculons Fbo. On a (Fo,p) = (80, F6) = Fp(0,0) =
J¢(0,6)d¢ = (bt=0 ® g, p); clest une mesure portée par Pensemble
{(t,€) : t = 0}.

7.1. Application a la recherche de solutions élémentaires

1) On cherche E € S'(R; x R}) a support dans I'ensemble {(t,z) : t > 0},
telle que OF = &y, ou (1 = 02 — A, est le d’Alembertien dans R, x R7. Il est

équivalent de résoudre I’équation, FOE = F$§. D’apres les formules (7.4) et
I'exemple 7.1, cette équation est équivalente &,

(7.5) (02 + 1) E = 61—0 ® 1¢.

Hors de t = 0, la distribution E est solution de 'équation (87 + |€ ) E = 0.
C’est une équation différentielle en ¢ qui admet des solutions de la forme
a(€) cos(t|€]) + b(€) sin(t|€]). Comme on souhaite que E soit & support dans
t > 0 on tente de prendre E de la forme,

E(t,€) = H(t)(a(€) cos(t|€]) + b(€) sin(t|¢]))

en espérant trouver a et b telles que E appartienne 3 S'(R; x R?) et soit
solution de (7.5). On a alors, O E = e—o{a(€) cos(t|€]) + b(£) sin(tl€])) +
H(t)(—|la(€) sin(tlé]) + 1€1b(€) cos(tle])) = H(E)(=]a(§) sin(tlE)+
|€1b(€) cos(t|€])) + d1=0 @ a(§). De la méme fagon,

02 E = H(t)(—|£*(a(€) cos(t|€]) +b(€) sin(t€]))) +8i=0 ® €| b(€) +t—o ®a(E),

de sorte que, (97 + [€|2) E = Si=0 ® [£|b(€) + §i—o ® a(€).
Pour que E soit solution de (7.5), il suffit donc de prendre a = 0 et b(§) = ﬁ
c’est-a-dire de poser,
sin(z|¢])
¢l

On définit ainsi une fonction C* en ¢ telle que |E(t,€)| < max(t,0). Donc
on obtient un élément E de S’(R; x R?) solution de (7.5) et par conséquent

(7.6) E(t,€) = H(t)

une solution élémentaire F de O définie par,

an  ma=EEe= [ (2D o)

Pour n = 3, nous allons retrouver la solution élémentaire donnée au

chapitre 9. En effet, nous avons vu au § 4, exemple 4.2 que pour ¢ > 0,

sintl¢]) _ doe

(78) el 4nt’
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~ + o a
Dmm(Fw):f“m<%%w()%“(bmme<mw¢ ) = (52, 0(t),
on obtient (E, @) fo (do, @(t, -))dt, pour tout € S(R; x R?). En
posant ¢ = 1), on obtient,

+oo 1 +oo ¢
Eﬂf}):/ — P(t, z)do dt:/ —/ Y(t, tw)dwdt.
< o ATt Jiz— (t,2) dov o AT Jiu=1 ( )

On retrouve la formule (1.9), chapitre 9.

41rt

2) Examinons le cas de Popérateur de la chaleur, P = g—t — Ax. Résoudre
PE = §o est équivalent & résoudre (9, + [§]>)E = —¢ ® 1¢. En dehors
de t = 0, E est solution de (9; + |¢[>) E = 0. Cette équation admet des
solutions de la forme a(€) e8I’ On tente donc de trouver une fonction a
telle que E(t,£) = H(t)a({)e’”612 soit solution de notre probleme. Comme
OE = —|§|2H(t)a(€)e’”ﬂ2 + 6¢=0 ® a(€), on voit qu’il suffit de prendre
a(§) =1, ie. E(t,€) = H(t)e"‘mz. Cette formule définit bien un élément de
S'(R,®R?) qui appartient & S(R™) pour tout ¢t > 0. Comme F FT' = (27)" T
on obtient (27)"E = H(t)f—"e“"f‘2 En utilisant Pexemple 1.5, on en déduit
§ ] ey
Qo E=H(t)(2) ¥ e ™ alors E=E et B = =

(4 t)"/2€ 4t

3) L'opérateur de Schrodinger, P = 3, — iA,. Un raisonnement identique
conduit & prendre E(t,£) = H(t)e itkl* € S'(R, x R?). L'exemple 3.6, 3)
H(t 2 t in

( ) (\/~) —1n— 614—‘ _ H( ) e—tn—

4 ij%i t
(27r)" ()72 e est une
solution élémentaire de P, & support dans t > 0.

montre que E =

8 « Le théoreme de Paley-Wiener-Schwartz

Il s’agit d’un résultat permettant de caractériser, a I’'aide de la transformée
de Fourier, le fait qu’une fonction (puis une distribution) ait un support
compact. .

8.1. Le cas des fonctions

Théoréme 8.1 (Paley-Wiener)

1) Soit ¢ € CF(R™) avecsupp C {t € R™ : |t| < r}. Il existe une fonction
F : C* — C, holomorphe sur C" telle que F(£§) = ¢(€) si £ € R™ et

(81) YN €N, 3Cn >0:|F(2)] < Cn(14]z]) NetImzl | vz eCm.

2) Réciproquement, soit F : C* — C une fonction holomorphe sur C*
vérifiant (8.1). Il existe p € C§°(R™) telle quesupp ¢ C {t € R™ : |t| < r}
et (&) = F(§) si{ e R™.
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Rappelons ce que signifie «F' holomorphe sur C"». Un point 2z de C"
est repéré par ses coordonnées, z = (21,...,2n), O z; = z; + ty; € C,
j=1,...,n. Une fonction F : C* — C est holomorphe sur C™ si Papplication
de R* dans C, (21,Y1s---»ZTn, Un) — F(z1 +1y1, ..., Tn + 1y, ) est de classe
C? et si pour tout j = 1,...,m, gf
c™.

%(% +1 g;‘j) = 0 en tout point de

Remarque 8.2. Le résultat ci-dessus montre en particulier qu'’il n’existe
pas, en dehors de la fonction nulle, d’élément ¢ € C§°(R™) tel que ¢ soit &
support compact. En effet, d’apres 1), ¢ est la restriction & R™ d’une fonction
holomorphe. C’est donc une fonction analytique sur R™ et une telle fonction,
nulle sur un ouvert non vide, est identiquement nulle sur R™.

Démonstration du théoréme 8.1

1) Posons pour z € C*, F(2) = [, e " p(t)dt ol t -z = Z t; z;. Notons
f(t,z) = e"®%p(¢). On a trivialement a_z% =0,j= 1,..A,n. D autre part,
si |z] < R, ]a%?:—_(t, 2| = 15 ~(L2)| = lteT ()] = Jtet T p(t)] <
re” Blp(t)], car |t] < r sur le support de ¢. On en déduit qu’on peut dériver

Pintégrale sous le signe somme; il résulte que gf = 0 pour |z| < R, pour tout

R > 0. On a d’autre part, F(§) =@(§) si€ € ]R" Reste & prouver (8.1). On a
[z = ( Z |z;]2 )1/2 < 3zl dou |2V < Cy Z |2;]¥, pour N € N. Ensuite
j=1

NF(Z) = [(—=Dy,)N(e7 =) p(t)dt, ou Dy, = 1 at . Comme ¢ € C§°(R™),

on peut intégrer par parties et on obtient zN F(z)= [eTit= DN p(t)dt, d’ou
|z F(2)] < [ et DY ()] dt < erlmz=l f!D ¢(t)|dt, puisque || < 7 sur
supp ¢. Il en résulte que pour tout N € N on a, (z[N]F(z)I < Clhyerlmzl ce
qui prouve (8.1).
2) Posons ¢(t) = (2m)™™ [z, €*” F(z)dz. Comme, d’aprés I'inégalité (8.1),
(1 + |z)¥YF € L'(R™), pour tout N € N, Pintégrale est bien définie et
© € C*°(R™). Nous allons montrer que suppy C {t: |t| < r}; on aura alors
@ € C§° et Iégalité p = F résultera du fait que ¢ = F F. La premicre étape
consiste & montrer que pour tout ¥ € R" on a,

(8.2) o) = (2m)™" /“ e T B 4 iy) da.

Cette égalité sera une conséquence de 1'affirmation suivante :

pour tous nombres complexes 23,...,2, fixés, Pintégrale
+w - : Y ’
(8.3) I= / et @y FI S e 4 iy 2o ,Zn)dzy, est
—o0

indépendante de y; € R; ici t' = (ta,...,tn), 2’ = (22,...,2n).
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Soit I'g le contour de¢’C décrit dans la figure 1.

Imz
-R 0 R Rez
figure 1
La fonction g(z) = e1#+"* F(z,25,.. ., 2,) étant holomorphe sur C, on a

er g{z)dz = 0, ce qui s’écrit

R Y1 —R
/g(ml)dmw/ g<R+z‘y>idy+/ o1 + i) day
—R 4] R

0
+/ g(-=R+1iy)idy =0.
y

1

Lorsque R — +o00, les deuxiéme et quatriéme intégrales tendent vers zéro.
En effet, on peut écrire

7'(|UH‘Z | Im ZjD “lxy—z t; Im zj
Ig(R + zy)] < CN(I + R+ lyl)_Ne =2 e i=2 ,

et par conséquent,
Y1 n
/ lg(R +iy)ldy < Cn(1 +R)~N/ vl =ty=32 . go 0
0 0

51 B — +oo.

Le raisonnement est le méme pour g(—R + iy). Comme d’aprés (8.1),
Vg - . R

lg(@1)] < Cxle (1 +]aa) N, ona lim [5, g(a)der = [17 g(z1)de;

il en est de méme pour la troisidme intégrale. Donc (8.3) est prouvé et (8.2)

également.

Soit t € R™\ 0. Prenons dans (8.2), y = )\I—;—I ol A > 0. Alors t -y = Alt| et

ly| = A. Soit N > n + 1. On a d’apres (8.1),
leit(I-Hy) F(a: + ,',y)l < CNe-—)\M(l + ]z!)wNer)\

d’oty, |e(t)] < Clyer=ItOx £ (1 + |z])~V dz. En faisant tendre A vers oo,
on en déduit que ¢(t) = 0 sir — || < 0. Donc suppy C {t: |t| <r}. L
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8.2. Le cas des distributions

Théoréeme 8.3 (Paley-Wiener-Schwartz)
1) Soit T € &'(R™), d’ordre Ny, telle que suppT C {t € R™ : |¢| < r}. II
existe alors une fonction F : C* — C, holomorphe, telle que F(£) = T'(£)
si € €R™ et,

(8.4) |[F(z)] < CQ+|zhNeertm=l | vy eCn.

2) Réciproquement, soit F : C* — C holomorphe vérifiant (8.4). 1l existe
alors T € £'(R™) telle que suppT C {t : |t| < r} et T(€) = F(€) pour
£ e R
Démonstration

1) Posons F(z) = (T,e~#"#), 2 € C™. 1l résulte facilement du lemme 6.2,
chapitre 2, que la fonction (1,y1,-.-,Zn,Yn) — F(Z1 +iy1,.. . Tn + iyn)
est de classe C! sur R?" et que 3F (z) = (T, 52—;6-'( 2} = 0. Donc F est
holomorphe sur C*. D’autre part, comme T € 8’ est d’ordre Ny, il existe
C > 0 et K compact, voisinage arbitrairement petit de suppT, tels que

|[F(z)] < C Y sup|d%e ®*. Comme K C {z : |z|] < r+¢€}, on a
jal <No z€K

[F(2)] < C 3 |zolelrtallimzl < C/(1 4 |z|)Noelr+allIm=zl [ constante
le|<No

C’ étant indépendante de €, on peut faire tendre € vers zéro et on obtient

Pinégalité (8.4).

2) Pour z € R™ on a, d’aprés (8.4), |F'(z)| < C(1+|z|)™°. Donc la restriction
de F 3 R™ appartient & S'; il existe donc T € &' telle que F|gn = T". Il reste
a montrer que T € £ avec suppT C {z : |z| < r}. Soit p € C§°(R™) telle
que suppp C {z : |z| < 1}, p> 0 et [ p(z)dz = 1. Posons p.(z) = ™" p(%).
D’apres le théoréme 8.1, p. se prolonge en une fonction holomorphe sur C*
(que nous noterons p(2)) telle que |pe(2)] < Cn (1 + |2])~N est™ =l pour
tout z € C* et N € N. Posons F.(z) = F(z)p(z). D’apres (8.4) on a,

[Fo(2)] < Crno (1 +12))Y Cn (1 4 |2]) NelrtalImzl v, e C*, VN eN.

Le théoreme 8.1, 2) implique alors qu'il existe ¢, € CF(R™) telle que
be(€) = F.(€) pour £ € R™ et supp ¢ C {z sz < v+ €}

Soit ¢ € C§°(R™) telle que suppy C {z : |z] > r}. Nous allons montrer que
(T, ) =0, ce qui prouvera que suppT" C {z : |z] < r}. Tout d’abord, comme
supp ¥ est compact, il existe g9 > 0 tel quesupp 9 C {z : |z| > r+&o}. Donc,

(8.5) P(z)p(z) =0 pour tout € < .
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On a
(T, ) = (T, FFy) = (0, Fy) = | FeFva=m [ r©Foede
Rn e—0 Rn

la derniere égalité étant justifiée par le théoréme de convergence dominée
puisque F.(£) = F(£)p(e€) — F(£) sie - 0 et |F(&)Fp(6)] < CIF(9))-
|Fp(€)] € LY, car |F(€)] < C(1+]€)No et Fop € S. Alors,

(1) =l [ @) Fwie)de =ty [ 6.0 w(z) =0

d’apres (8.5). ]
8.3. Application
Pour ¢ > 0 fixé, considérons la distribution Ty € S'(R™) donnée par,

(36) @) = (F(Fg). ), wes@).

Lorsque n = 3, nous avons calculé explicitement T} (cf. (4.1)) et nous avions,
en particulier, supp Ty C {z € R®: |z| = t}. Nous allons montrer, dans le cas
général, le résultat suivant.

Proposition 8.4. suppT; C {z € R": |z| < t}.

Démonstration. Nous allons utiliser le théoréme 8.3. On a T}(¢) = ﬂ’fﬂéu
Considérons la fonction F sur C™ définie par,

!
22k + ) 2

too k k $2k+1 n
—1D)*h{(z)*t .
67) P =3 VMO ) oS 2 s g in e
Remarquons que,

(8.8) h(z) = [€]* = Inl* + 2 (€, ).

_1)kck 2kl

La fonction de C dans C, ¢ — G(() = Z g_()2k myr— est holomorphe sur
k=0

C, car la série converge normalement sur tout disque {¢ : |[¢| < R}, R > 0.
La fonction C* — C, z + h(z) est trivialement holomorphe sur C". Donc
la fonction z — F(z) = G(h(z)) est holomorphe sur C*. D’autre part, si

+oo kyg 2k 241
— n _ =1t __ sin{t
z=€6€R™ ona F(£) = kE:O( )(Z‘,JH)! = nl(ﬁlm) donc F prolonge T;
4 C™. Tl reste & prouver que |F(z)| < C(1 + |z[)Moet!!™ 2 Si |h(z)] <1 on a
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+o0 1
F(z)| < g:o (—2‘%;—), = C(t). Si [h(z)| > 1, soit Z une racine carrée de h(z), i.e.

too k,2k +oo
= h{z). Alors |Z] > let F'(z Z Pz —1)F(tZ)2*H1

=1 g:o R
I02) gou, F(z2) = 55 (e”Z ~ eﬂtz) et |F(z)| < S
Z=a+ibona, |ZP = |a* + b2 = h()| = [(I€1* ~ In®)? + 46, m?] ",
dapres (8.8); done, Jal® + b2 < [(Ig[2 = Inf*)* + 41¢l2Inf?]"* = 16 + InP.
D’autre part 22 = |a|? — [b]? +2i{(a, b), d’ot |a|? — |b]? = Reh(z) = |¢|* — |n|*.
On en déduit que, 2]b]> < 2n)%, ie |ImZ| < |Imz]. 11 s'en suit que
|F(2)] < etl™zl En résumé, |F(z)| < (C(t) + 1)et!Im=l. |

< et|ImZ|. Si

En utilisant la distribution définie par (8.6), on peut développer, en dimension
n quelconque, la théorie sur 'équation des ondes décrite au chapitre 9.

9 . La méthode de la phase stationnaire

Il s’agit d’'une méhode qui permet de décrire le comportement lorsque
A — +oo d’intégrales de la forme,

(9.1) 1) = / €M) o(z) dx,

ol ¢ est une fonction C™ sur R" & valeurs réelles et a € C§°(R™).

L’asymptotique de I{\) va dépendre du comportement de ¢ sur le support
de a.

ler cas. Si ¢’(z) # 0 pour tout z € supp a, alors, pour tout NV € N, il existe
Cn > 0 telle que,

(9.2) (X)) < CyA™", pour tout A > 1.

En effet, considérons, pour z € suppa, 'opérateur différentiel,

' 1 &p a
©:3) Z P @I o, oz,

ou [l¢'(@)|* = X (%)2. On a alors, Le**? = Ae* et donc

(9.4) N LN(e’)“") = e pour tout N € N,

A

oulLN =Lo...oL.
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n
Si on note ‘Lu = .-1%° %(ﬂ?’(};ﬂﬁ gf—u) le transposé de L, comme
. J=1 5 J

a € CP(R™), des intégrations par parties successives montrent que, pour
N e N,

1 l. 1/,
o) :/WLN(e )a@)ds = 57 [ ()N a(x)dz,
dot,

”/\N/' (z)|dz = Cy AN,

2éme cas. 11 existe zg esuppa tel que ¢'(zg) = 0. Un tel point est appelé
un point stationnaire (ou critique) de ¢, ce qui donne son nom & la méthode.
Dans ce cas, il faut affiner la discussion. Le cas suivant intéressant est celui ou
¢@''(zo) (la dérivée seconde) est non dégénérée. On fera ’hypothése suivante.

[¢]

(9.5) Il existe un unique o € suppa tel que

©'(z0) = 0; ¢"(z0) est non dégénérée.
Dans ce cas, le comportement de I(A) est fourni par la proposition suivante.

Proposition 9.1. Pour tout N € N, il existe ag, . ..,an dans C (dépendant
de a et de v) une fonction Ry et une constante Cy > 0 tels que, pour tout
A > 1 on ait,

N
I(A) = e*E) N g ATk 4+ Ry(A
(9.6) ) I;} K v(A)

|[Rnv(A)| < CyA"3-N-1,
n/ x " ;
De plus, ag = Q0™ izsene (20) ay(z0), ot sgn désigne la signature.

| det " (zo)}

Démonstration. On commence par traiter le cas particulier ot £g = 0 et

(9.7) pla) = 5 (Bx, ),

ou B est une matrice symétrique de GL{n,R). Le cas général se raménera
& celui-la. On a alors I()) = [ei7(B=7) g(z)dz = (e!2(B=%) q), ol on a
considéré e*7(B=%) comme élément de S'(R™). Comme FF = Id, on peut
écrire, I(\) = (]:ei'é'(BI’I),_}:a). En utilisant 'exemple 3.6, 7), on en déduit

(2,”)11/2/\—11/2

v/l det B|

(9.8) I = i smn B~ (BT Fy).
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La formule de Taylor avec reste intégral montre que, pour § € R, on a,

N .

0 _ (i0)

=D
k=0

On en déduit,

k

0N+1 1 _
+ -—]VT/ (1 — t)NiN+16“6 dt.
‘ 0

N .
—&(BTEE) l Y pt k —(N+1)
(09) {° ‘,fz,m( 3 (BT60) +2 Fn(%,€),
avec, [Fn(A &) SCN|(B‘1§)§)[N“.

En particulier, le terme correspondant a k = 0 vaut 1.

En utilisant (9.8) et (9.9), on peut écrire,

B (2w)n/2)\~n/2 i sgn N 2~k 7 _ k__
I(A)—We € B[kzzow/(“i(B lfwf)) Fa(€)dé

a0 [ (0, Fa(e) ]
On trouve donc la formule (9.6) avec,

— (27".)11/2 eii’—sgnB (”Z)k

/ (B¢, )" Fa(e) de

= det B| 2k k!
n/2 n . —
Rn()) = %xr”*elﬂw / Fn(N,€) Fa(€)dE.

Lorsque k = 0 apparait dans ag la quantité [ Fa(£)d¢ = [F(Fa)](0) = a(0).

Pour traiter le cas général on utilise le résultat suivant.

Lemme 9.2 (Morse) Soit ¢ € C*(R™), zo € R™ tels que, dp(zo) = 0
2

et det (—(%5% (zo)) # 0. II existe alors un voisinage V de zo et un

difféomorphisme x de V' sur un voisinage U de zéro tels que pour tout y € U

on ait,

_ 1 ‘
(9.10) X)) = p(wo) + 5 Wi+ 9 =y - vn)
ot sgn ¢ (xg) = 2r — n.

Admettons un instant ce lemme et terminons la preuve de la propo-
sition 9.1. Soit § € C§°(V'), 8 = 1 dans un voisinage de z¢ et écrivons

) = / ) () a(z) dx + / 2@ (1~ 6(z))a(e)dz = I (\) + L(A).
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D’apres ’hypothese; sur le support de (1—6) a, ¢ n’a aucun point stationnaire,
i.e. ¢'(x) # 0. On déduit du ler cas que, [I2())] < CxyA™, pour tout N € N
et A > 1. Ce terme va entrer dans le reste.

Dans l'intégrale I, posons, ¢(x) = §(z)a(z) puis, = = ¥ ' (y). En utilisant le

lemmme de Morse on peut écrire,
L) = 6““”(“““’/ei%(By’y’C(x”(y))|detJ(X*’)(y)!dy,

ou B est la matrice diagonale (b;;), avec by; = 1, 1 < i < r, b; = —1,
7 +1 <1 < n. En utilisant (9.6) obtenue dans le cas particulier (9.7) on en
déduit (9.6) dans le cas général. Calculons ag. Comme |det B| = 1 on obtient
ag = (2m)" % etTem Bo(x1(0))| det J(x~1)(0)]. D’autre part c(x"1(0)) =
c(xo) = 0(zo)a(zo) = a(zo) et sgn B = sgn ¢’ (z0). Enfin, en dérivant deux
fois I'égalité (9.10) qui s’écrit, p(x"!(y)) = ¢(zo) + 3 (By,y), on obtient
"X T (W) + ' (W) (y) = B;siy = 0ona
X7H0) = =zo et ¢'(zo) = 0, d'olt " (z0)(x™1)'(0)(x!)'(0) = B et donc
[ det " (z0)|| det J(x~1)(0)]> = 1, ce qui donne la valeur cherchée de ap. ¥

Démonstration du lemme de Morse. Faisons tout d’abord quelques
réductions. En posant ¥(z) = p(z+x0) — (o), on obtient ¥(0) = dy(0) = 0
et dety”(0) # 0. Ensuite comme " (0) = " (zo) est réelle, symétrique et
non dégénérée, il existe une matrice A telle que *Ay”(0) A = B = (b;;), avec
bis=1si1<i<r b;=—-1sir+1<i<n. Posons ¢;(z) = ¢(Az). Alors
¥1(0) = 0, dy1(0) = dyp(0) - A = 0 et ¥"(0) = Ay (0) A = B, et il suffit de
prouver le lemme pour ;. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral,
on peut écrire,

O1) %@ = 5 @eE), o QO) = (st () = B

Supposons que nous trouvions, pour z voisin de zéro, une matrice A(z) de
Mn(R), & coefficients C* telle que A(0) = Id et, avec B définie ci-dessus,

(9.12) *A(z) BA(z) = Q(z).
Posons alors x(z) = A(z)z. On déduit de (9.11), (9.12) que,
di(2) = = (2.t A(z) BA(z)z) = %(A(z)z, BA(z)z)

(x(z), Bx(z)).

DO bt DO
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On obtient donc, si x est inversible prés de zéro, ¥1(x*(y)) = 3 (y, By) ce

qui est exactement (9.10). II suffit donc de résoudre (9.12).

Considérons Papplication F : M,(R) — Sym,(R) (ou le deuxieme espace
est celui des matrices réelles symétriques), F(A) = *ABA. Calculons sa
différentielle au point A = Id. On a, F(Id +2A)~F(Id) = MdF(Id) A+O(A?).
Or F(I + M) = (I + XA)B(I + AA) = B + A(BA + 'AB) + O()2) donc
dF(Id)A = BA + 'AB. L application dF(Id) : Mp(R) — Sym,(R) est
surjective. En effet soit C € Sym,(R). Posons A = $B~'C, ce qui a un
sens puisque B est inversible. Alors BA = 1C, {(BA)='AB = 1'C =1C,
d’ot BA+'AB = C. On en déduit que F admet un inverse & droite G défini
prés de My € Sym, (R) tel que G(Mp) = Id. Comme F(G(Mp)) = My et
F(G(Mp)) = F(Id) = B, on a My = B = Q(0). Posons alors pour z voisin
de zéro, A(z) = G(Q(z)). On a,

F(A(z)) = "A(z) BA(z) = F(G(Q(r))) = Q(z)

et A(0) = G(Q(0)) = G(B) = Id. Ceci résout (9.12) et termine la preuve du
lemme de Morse. B



Chapitre 11

Les espaces de Sobolev

Ce sont des espaces incontournables en équations aux dérivées partielles.
Leurs avantages sont multiples. Tout d’abord ils possédent une structure
d’espace de Hilbert, ce qui rend leur utilisation commode. Ensuite ils
mesurent tres finement la régularité d’une distribution. Enfin ils constituent
une chaine d’espaces faisant le lien entre les distributions & support compact
et les fonctions C°°, permettant ainsi de passer des solutions faibles (t.e.
au sens des distributions) aux solutions classiques (i.e. C™) d’équations aux
dérivées partielles.

1 . Les espaces H:(R™)

1.1. Définition

Définition 1.1. Soit s € R. H5(R") est l'espace vectoriel des éléments
u € §'(R™) tels que 4 soit une fonction mesurable et (1+|£[2)*/24 € L2(R™).
On munit H° du produit scalaire,

(1.1) (,0), = /Rna R WO de, wv e H?
et on note,
(12) Il = [0+ 16 ) de,

la norme correspondante.

Proposition 1.2
(i) Si sy > sy, ona H®* C H*? et linjection est continue.
(ii) Muni du produit scalaire (1.1), H® est un espace de Hilbert.

(i) Sis =k € Net Q=R", H*(Q) et H*(R") coincident algébriquement
et topologiquement (H*(Q) ayant été défini au chapitre 8).
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Démonstration
(i) résulte de I'inégalité (1 + [€]?)%2 < (1 + [¢[*)™.
(i) Soit (u;) une suite de Cauchy dans H®. Alors ((1 + |€]?)*/24;) est
une suite de Cauchy dans L?(R"), donc converge vers g € L*(R").
Posons u = F((1 + [£[?)"%/%g) € S'. Alors u € H* e,

flaey = ulls = 11+ [€1%)*/2 45 — gllza — 0.

(iii) La formule du binéme montre qu’il existe Cx > 0 telle que, pour tout
la| <k,

H 117 < A+ ¢P)F < Gk Z H €517 .

=1 lal<k j=1

On utilise ensuite le fait que F(D*u) = £*4, puis que |Jo||2; = (2m) " ||9]|,,
pour v € L2, ]

Exemples 1.3

(i) LY(R™) c H*(R") pour s < —%. En effet on a alors, 4 € L*°(R") d’on
(1+¢?)*/%a e L?, sis < —2.

(ii) S(R™) est contenu dans H*(R™), pour tout s € R.

(iii) 6o € H*(R™) si et seulement si s < —%. En effet (1 + [¢[2)*/2 € L3(R™)
si et seulement si s < —3.

1.2. Densité des fonctions réguliéres
Théoreme 1.4. S(R™) est dense dans H*(R™) pour tout s € R.

Démonstration

1) S est dense dans L?. En effet, tout d’abord L?NE’ est dense dans L2. Soit
v € L%, soit 8 € C§°(R™), 6(z) = 1si|z| <1, 6(z) = 0 si |z| > 2. Posons
v = 9(%) v € L?. Alors vx — v dans L?, d’aprés le théoréme de convergence
dominée. Ensuite soit v € LZNE’ et p € C§° telle que suppp C {z : |z] < 1}
et [ p(x)dx = 1. On pose pe(z) = e ™ p(Z) puis, ve = pc ¥v € C®. On a
lve = vliZe = (2m) 7" [|6e — OlI72 = (2m) " |(p(e€) — 1)B]|F2 — 0, dapres le
théoreme de convergence dominée.

2) S est dense dans H®. Soit u € H?, alors (1+ [¢]2)*/24 € L%, D’apres
le point 1) il existe v; € S telle que v; — (1 +|¢|?)*/%4 dans L2. Posons
uj = F((L+ [€[*)~*/%v;) € S alors flu; —ulls = lv; — (1+1¢[2)*/2af| L2 — 0.
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Corollaire 1.5. C§°(R") est dense dans H*(R™), pour tout s € R.

Démonstration. 11 suffit de prouver, d’apres le théoreme 1.4, que C§° est

dense dans S pour la norme H®. Soit 8 € Cg°, 6(z) = 1si|z| < 1, 6(z) =0si

|z] > 2 et Ok(z) = 6(%). Soit u € S. Soit so un entier tel que s < so. Posons

uk = Ogu. Alors flug — ul)? < lug ~ul|2, <C Y ||D*(0k — 1)ul|2. (dapres
|

89 —
al<so

la proposition 1.2 (iii)). Il suffit d’utiliser la formule de Leibniz et le théoréme
de convergence dominée pour montrer que ||ux — ulls — 0. ]

1.3. Opérations sur H*
Théoréme 1.6

(i) Sio €S etue H? alors pu € H® et on a,
@3 leull < @0 2% ( [0+ 160)F 101 de) full.

(i) Sia € N" et u € H® on a 8%u € H*"1ol et 10%ullg—jar < Hlufle-
Démonstration

1) Montrons Pinégalité (1.3) pour ¢ € S et u € S. On peut écrire,
pu(l) = (2m)™" (@ *a)(€) = (2m)™" [ @(£ — n)i(n)dn € S. Alors,

2
(1a)  loul < o [y ] [ e - nllaeldn] de.
D’autre part nous allons montrer que pour tous £, € R™ on a,

(15) (A +1e?) < 2511+ J =) (1 + nf?)°.

En effet, si s > 0 on écrit, [¢] < |¢€ — 0| + |7} d’ou [£]2 < 2(|¢ — n]? + |n]?) et
A+1€) <200+ =nl* +nf*) < 21 +1€=n*)(1+Inl?), d’ot (1.5). Sis <0
on écrit || < |€ ~ 7] + €], d’olt comme ci-dessus, (1 + |7]?).< 2(1 + |¢ — n|?)
A+ et (L+n?)* <271+ [ = n)®) (1 + [¢]*) %, dou (1.5).

En utilisant (1.4) et (1.5) on obtient,

loull < m)2n2 [ ([l =¥ tote —mit 1+ kg = ni) ¥

166~ mI} (1 + ) (] dn) " ae.

L’inégalité de Cauchy—Schwarz, appliquée & intégrale en 7, fournit,
—4irm 38 lﬂ ~
loull < (2m) 221 [ (41 =)' lote - lan).
2y &l 2\8 | 2
([a+1e =Py 6t — - (1 + o) o) Pln) de.
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!

loul? < (am) 201 [(1+ o) 1p(o)1dn).
//(1 FIE— ) R 160 —ml- (U R) lal) P dnde.

En utilisant le théoreme de Fubini dans I'intégrale double il vient
onols Ist 2
lioul? < )220 ( [0+ o) ¥ ot dn) i

ce qui prouve (1.3).

Si maintenant v € H*, soit (u;) C S telle que u; — u dans H*® (donc dans S”).
En écrivant (1.3) pour u; — ug, on voit que (pu;) est de Cauchy dans H® et
donc pu; — v € H®, dans H". Malis pu; — pu dans &', donc pu =v € H”.
On écrit alors (1.3) pour u; et on passe & la limite. On obtient (1.3) pour
u € H*.

(i) Pour uw € H*, on éerit (1 + |€[2)3¢~1aD(Fag(e)] = (1 + |¢f2)2Celeh,
€2 O] < (1 +[gPFETD gl ()] < (1+ [€*) 3 a(€)] € L?, do (i),

' |

1.4. Structure locale des distributions
Théoréme 1.7. On a &'(R*) C LGJRHS(R").
8

Démonstration. Nous avons vu au chapitre 6, théoréme 4.7, que toute
distribution u € &£’ est d’ordre fini et s’écrit comme somme finie de dérivées de

fonctions continues & supports compacts, i.e. u = Y. D% f,, fo € CS(R™).
ja]<No

En particulier fo, € L2(R"); alors 4(€) = Y &° fal(€) est mesurable et
ja] <No
L+ Pl < ¥ —Uglf@l < T 1@l € L@,
Ja] <No (L+]€1?) Ja|<No
Donc u € H—No, |

Théoréme 1.8. Soit k € N et s € R tels que, s > § + k. Alors P'espace
H?® est inclus, avec injection continue, dans I'espace C*,((R™) des fonctions
u € C*¥(R") telles que | |linl D>u(z) = 0, pour tout |a| < k, muni de la
Z|-—1+00C
norme {ulx = Y sup |D%u|.
o<k R
Démonstration. Nous allons utiliser le fait que la transformation de Fourier
envoie continiment I'espace L!(R™) dans 'espace C? (R™). Soit u € H® avec
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s> 2 + k. Alors i est mesurable et, pour tout |a| < k, on a £*4 € L' (R™).
En effet on a

€]l
(1+1¢?)2

Comme 25 — 2k > n, la fonction £ —

(1+[e[)®
(1+1e)d

appartient & L? et donc le

el fa(e)] = (116 # a()] < (1+ 1))l

—L
(1+1€12) 727
membre de droite est le produit de deux fonctions L?; il est donc dans L et

l€* @l < Cllulls. Alors Dy = F(€%4) € C, et,
1D%ullp= < fI€* @l < Cllufl g -

Corollaire 1.9. On a 0 H*(R™) C C>%(R™).

Remarques 1.10

(i) La conclusion du théoréme 1.8 est fausse pour s = 5 + k. Par exemple
pour k = 0, 'espace H?% (R") n’est pas contenu dans L*(R"). Pour n = 2
on a un exemple explicite. Soit § € C§P(R?), 0 = 1si 22 +4° < i, 8 =0si
z?+y? > 1. Soit a € ]0, 3 [. Alors la fonction u(z, y) = 6(z, y)| Log(z? +y?)|
appartient & H'(R?) mais évidemment u ¢ L*(R?). Pour la preuve du cas
général, on consultera le probleme 10, chapitre 14.

(i) A propos du corollaire 1.9, on notera que OR H*(R"™) n’est pas contenue
S€

dans S(R™). En effet, par exemple, pour n = 1, la fonction u(z) = -ﬁ}—x-g

appartient & QR H*(R), car 4(€) = e~ ¢!, mais bien sir, u ¢ S(R).

1.5. Dualité

Soit s € R et v € H™*(R™). Si w € H?, la fonction 4(£)%(—£) appartient &
LY(R™). En effet, 4(£) 9(—¢) = (1 + €] F a(€)(1 + |€])?) 7% 9(=£) et le second
membre est le produit de deux fonctions de L2(R™). D’autre part, on a d’aprés
Vinégalité de Holder, \

(16) | [at@rs-€)de] < fal. ol .
Par conséquent, si v € H™?, Papplication L, définie par,
D) w— L) = 0" [a©o-e)d = [a©Fv(e)de

est une forme linéaire continue sur H* (donc un élément de (H?®)') et
Loll(rrsy < (2m) "™ |lv]|—s. On a donc une application,

(1.8) H™® -—L—>(H5)', vi— L.
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Théoréme 1.10. L’application L, définie en (1.8), est linéaire, bijective et
bicontinue. Elle permet d’identifier le dual de H® a H™*.

Remarque 1.11. Siv € L? et w € L? on a L,(v) = [a(&)Fuv(£)dé =
Ju(z)v(z)der.
Démonstration du théoréme 1.10

(i) L’application est évidemment linéaire. Sa continuité résulte de 'inégalité
Lull(mey < (27m) 7" ||lv]l s démontrée ci-dessus.

(i) L est injective. Si L, = 0 on a L,(p) = [ (&) Fv(£)d = 0, Vp € S.
Donc Fv=0dans &, dot v =0, car FF =Id sur S’

(iii) L est surjective. Soit T € (H*®)'. Ona {(T, )| < Cll¢lls, Vo € S. D’autre
part T € &’ (car la convergence dans S implique celle de H*). On peut écrire
pour p € S,
KT, o) = (T, Fo)l = K1+ 1€7)F T, (1 + 1619 EF )|
< Cliells < CNA+IEP) 2 F gl

En posant (&) = (1 + |£|2)%2 F¢ € S on obtient donc,

(1.9) KL+ EP) 2T, 9)| < C'|[pll2, VY ES.

L’inégalité (1.9) montre que (1 + |- [?)"# T est une forme linéaire continue
sur S muni de la norme L?. Comme S est dense dans L?, elle se prolonge en
une forme linéaire continue sur L2. Donc il existe w € L? telle que,

(L] 2) 3T, 9) = (s, w) 12 = / BE)TE)dE = (W,9), ViES.

On en déduit que (1+]-{?)=# T =@ € L? ce qui prouve que T € H~*. Enfin
(T, @) = (FT,Fp) = [@E)FT(£)d¢ = Lr(yp), donc T = L7 sur S et, par
densité, sur H*®.

(iv) L’application inverse est continue d’apres le théoréme de Banach. ]

1.6. Compacité

Rappelons que, si H; et H, sont deux espaces de Hilbert, une application
linéaire A : H; — H, est dite compacte si elle vérifie 'une des conditions
équivalentes suivantes (voir chapitre 13).

(C1) L’image par A de la boule unité fermée de H; est un compact de H,.

(C2) Si(z,) est une suite bornée dans Hj, on peut exraire de la suite (A(z,))
une sous-suite convergente dans Ho. [
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(C3) Si (z,) est uné suite qui converge faiblement vers zéro dans H;, la suite
{A(zn)) converge ves zéro dans Hy (pour la norme).

Dans (C3), (z,) converge faiblement vers zéro se note (z,,) — 0 et veut dire
que {zn,y)m, — 0, Vy € H; ou (-, -)p, désigne le produit scalaire de H;.
Remarque 1.12. Une suite (z,,) qui converge faiblement dans H; est bornée
ie. IM > 0: llznllay, < M,¥VneN.

Cela résulte du théoréme de Banach-Steinhaus. En effet, soit T,, : Hy — C
Papplication linéaire, y — (y,zn)n,. La norme de T, est égale & ||zn]| H,-
Si (zn) — = dans Hy on a T,(y) — a, dans C, pour tout y € H,;. Le
théoreme 2.1, chapitre 4, montre que ||T,.|| = ||z ]|, < M.

Théoréme 1.13. Soit K un compact de R™ et s,s’ € R tels que, s > s’
Notons Hi = {u € H*(R") : suppu C K}. Alors I'application Hj — HY,

u +— u, est compacte.

Démonstration. Soit (ur) € Hj telle que, ux — 0 dans H*. On sait, d’aprés
la remarque 1.12, qu’il existe M > 0 telle que,

(1.10) luells < M, VkeN.

Soit € > 0. On écrit pour R > 0,
luellz = /(1+ I€1)" i (&) de = +/ —e= (1) +(2).
1€I>R l§l<R
Considérons le terme (1). On a

(1) = / (1+ 6P)° (€2 (1 + 62)°'~ de
1€I>R ‘

M2

1 2
— lluklls < ArEy—

< ——

~ (1+ R%)s
On fixe R tel que mﬁ < %—, alors, (1) < 522—
Pour traiter le terme (2}, on utilise le théoréme de convergence dominée. Soit
o € C§P(R™) telle que 9o = 1 sur K. Alors, pour tout k, on a ux = Yo uk.
Soit |¢] < R. Comme ux € &', on a, iy € C™ et 4x(€) = (ug, e 8 =
(Your, e 08) = (ug,1hoe™00) = (i, Fpoe*08)) = [ au(n) Fo(n)dn,
ot (z) = Yo(z)e **¢ € S(R™). D’apres les inégalités (1.6) et (1.10), on peut
écrire

(1.11) ik ()] < Cllurllslvll-s < CM o]l
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Si —s < 0, on majore ||[v]|—s par ||vflL2 et on obtient |#x(£)] < C M |jahgll 2.
Si —s > 0, on consideére un entier m tel que —s < m et on écrit,

oll—e < ol < G (3 1D2@o0e CONZ) " < o1 6™

laj<m
Comme |¢] < R, on déduit de (1.11) que, |4x(€)] < CM Ca(1 + R)™. Donc,
dans tous les cas, on a,

(112) (1+ € [ (€)] < C(R).
Ensuite, pour £ fixé, |£] < R, on a, d’apres ci-dessus, @x(€) = [ (n) Fv(n)dn
_:___f(l + [P arm@ + n*) " Fu(n)dn = (uk,w)s, ot on a posé

() = 1+ n>) " Fu(n) € S. Comme ux — 0 dans H*, on a, 4x(§) — 0.
Il résulte du théoréme de convergence dominée qu’il existe ko tel que pour
k > ko on ait, (2) < 3e? et donc flugll? <& B

Remarque 1.14. La condition suppu C K est importante dans ’énoncé du
théoreéme 1.13. Par exemple, Pinjection H}(R™) — L%(R™) (sans condition
de support) n’est pas compacte. Voici un contre-exemple. Soit p € C§°(R™)
telle que ||p||z> = 1. Pour € €]0, 1], posons u.(z) = €% p(ex). Il est facile de
voir que ||Juc|lze = 1 et JJuellz: < |lpllgr. D autre part u. — 0 dans H'(R™).
En effet, tout d’abord pour ¢ € C§°(R"),

ool = | [+ lemetes(4) FEe
<et [Pl o)

<etsup gl [+ ) lat)ldn — 0.

Ensuite, si v € H'(R"), il existe (p;) C C§° telle que (¢;) — v dans H'. On
a, [(ue, v — )1l < lluellm v — @5llar < llpllai llv — @il et don,

[(ue, V)1 < [(ue, v — @)+ 1(ue, 0)] < llpllmr llv = @5llar + ue, ¢5)]-
Alors, § > 0 étant donné, on fixe jo tel que [|pllgt]v — @il < %. Puis,
d’apres ci-dessus, il existe g tel que pour € < gq, |(ue, @j,)| < %. En résumé
ue — 0 dans H* mais |jucllz2 = 1.

1.7. Traces

Dans R™, considérons 'hyperplan R*~! = {z = (2',z,) : 2’ € R*"},z,, = 0}.
Pour une fonction v € C*°(R™), la fonction u(z’,0) s’appelle la trace de u
sur I'’hyperplan z, = 0; évidemment, la fonction 2’ ~ u(z’,0) appartient &
C>=(R™"1). La question que l'on se pose ici est la suivante : peut-on définir
la trace d’un élément de H*? Si oui, & quel espace appartient cette trace?
Voici la réponse.
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Théoréme 1.15. Pour tout s > 3, Papplication u — u(z',0) de C§°(R™)
dans C*°(R™!) se prolonge de maniére unique en une application -y, linéaire,
continue, surjective de H*(R™) dans H*~3 (R™1).

Démonstration. Le point de départ est d’écrire l’opérateur trace en Fourier.
Pour ¢ € C$°(R™) on a p(z) = " [ e p(€)dE; en notant € = (£,&,),
£ cR" Y ¢, €R,onen deduxt,

(@’ 0) = (2m™" // € B¢l £) de dén

=0 [ (2 o ) den) de
= Fe (5 /w(f €n)dEn)

Nous allons montrer que la derniére expression fournit le prolongement
recherché.

Lemme 1.16. Soit u € H*(R") avec s > 3. Alors,

(i) presque partout en &', la fonction &, — @(€',&,,) appartient & L'(R™).
(ii) La fonction &' — 3= [4(€,€,)dén appartient & S'(R™™1).
(iii) Fer (5 [a(€,€n)dEn) € H*=3(R""1) et, en posant
yu=Fe (g [a(E, &) dén), on a |17U1|H5_§(R"_1) < Csllullgs®n)-

Démonstration
i) Si w € H®, 4 est mesurable et, [[(1+ [€]?)®]a(¢)|?d¢'d€, < +oo. Donc
presque partout en & on a, f(1 + |£]2)°|a(€)|?dE, < +oo0. On écrit alors,
[a(¢, &)l = [a(E)I(L + [€17)% - (1 + [¢]*)% Pour ¢ fixé, puisque 25 > 1,
la fonction &, — (1 + |€]>)~% appartient & L*(R) et, en posant £, =
(1 +1€1%) %0, on a, f(l—f%z‘)? = (1+ I:S'Iz)%*sf(—l%. On en déduit
que la fonction &, — |@(£’, &,)| est, presque partout en &', le produit de deux
fonctions de L%(R). Elle est donc L! et, par Cauchy-Schwarz,

1) [l e < ([ i) ariemice
( Jariepy e as) .

ii) Comme u € H*(R™), & = [(1 + |¢]*)*]2(€)| d¢, appartient & LY(R™"1).
D’aprés (1.13), &+ (1+ 15 )81 [ a(¢',£,) d&, appartient & L*(R™1), i.e.

Ja(E,€n)dén = (1+i§<|£)§‘ ,ou g € LXR™"1). Alors, pour ¥ € S(R"™1),

() "de' a2 g\ ([ _IE)RPdE N\
[ areperr©w] = (Juera)’ ([ 205
<CN@)
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ou N (1) est une semi-norme de ¥ dans S(R"7!).

iii) D’apres (1.13), (1+|€'[2)° 3 | & [a(€, &) dén]” < Co [(LHE)*1a(€) [ dEn-
Comme le membre de droite appartient & LY(R™ 1), on en déduit iii) et
Pinégalité qui suit. [ ]

Comme vyu = u(z’,0), si v € C§°(R™), le lemme 1.16 montre que cette
application se prolonge en une application linéaire continue v de H*® dans
H#*—%. Montrons que v est surjective.

Lemme 1.17. Soit s > % Il existe N € N, Cy > 0, Ky > 0O tels que, pour
_ 112\ N
tout v € S(R™1), si on pose u = F (K -+ 5(¢")) alors,
(R P (B ey 2€0)

(1) ue B, flullms @) < ON IVl oy o)
(ii) yu=v.
Démonstration

(i) Montrons tout d’abord que u a bien un sens. En effet, si v € S(R*™1),
12
la fonction & — Ky LHELLS 5(¢') appartient a L done & §'. Alors @ est

une fonction continue et,

2
(1 PO = (L+ €1 o peatsarers P

Fixons N tel que 4N +2—2s > 1, 1.e. N > § — %; le membre de droite est
intégrable en &, et,

(1) = [riePy @) s < K4 ([ g ) LHED™ )P,

En posant & = (1 + |¢/|2)3n, dans Pintégrale du membre de droite, on
obtient,

1 7123 dnn , e
W < o R 1 ([ ) @ ER )P
(1)< Ch U+ 1A o, Ch =K [ ot

Comme v € &, le membre de droite est dans L}*(R"™!), donc u € H® et

2 <02 2
el < ORI,y

(ii) Puisque v € H®, on déduit du lemme 1.16 que l'on a,

e e [ gy O )
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Or2N +1>s+15 let

dg" — 1 dnn . 112\—N .,
(1+ 15[2)N+% B <1+'€/IZ)N/(1+77721)N+% =Av@+ )7

donc
=T (oo K An L+ EP) N (Lt €)Y o€)) = = Kny Ano
“\or N 27 ’
11 suffit donc de prendre Ky = 74211\,. B

Fin de la démonstration du théoréme 1.15. Soit v € H* 3 (R*1);
il existe (v;) C S telle que v; — v dans Hs“%; alors, avec u; défini au
lemme 1.17, on a yu; = v; et [|u; —uklln+ < Cnllv; — vkl ;.5 Donc la suite
(u;) est de Cauchy dans H* et converge vers u € H®. Alors v; = yu; — yu

dans Hs"%, d’apres le lemme 1.16. Donc yu = v et +y est surjective. B

2 « Les espaces H*(R")

Nous avons introduit, au chapitre 8, les espaces H*(Q), ot k € N et 2 est un
ouvert de R™. Nous examinons plus en détail dans ce paragraphe le cas ol
Q=R} ={z=(21,...,%,) € R": z,, > 0}, car il servira de modele pour le
cas général.

2.1. Densité des fonctions réguliéres

Notons C§° (ﬁi) I'espace des fonctions u : R} — C qui sont restrictions a
R% d’éléments de CG°(R™), i.e. il existe v € C5°(R™) tel que u = v sur R7.

Théoréme 2.1. C$°(R\) est dense dans H*(R™), pour tout k € N.

Démonstration. On utilise les deux étapes habituelles : troncature et
régularisation.

a) Troncature : I'espace H¥(R7) N E'(R™) est dense dans H*(R%). En effet
soit § € C§°(R"), suppd C {z : |z| < 1}, 8(z) = 1 pour |z| < 1. Posons
0;(x) = 6(?), J > 1et, pour u € H*(R%), u; = 6;u. On vérifie facilement
que u; € H¥(R?)NE'(R™) et, en utilisant la formule de Leibniz et le théoréme

de convergence dominée, que u; — u dans Hk(Ri)A

b) Régularisation : soit p € CP(R™), p > 0, [p(z)dz = 1 et de plus
suppp C {z = (21,...,2,) € R" : 2, < 0}. Posons, pour ¢ > 0,
pe(z) = e7"p(£); pour u € H¥(R™) N £'(R™), on note @ la fonction qui
vaut u pour z, > 0 et zéro pour z, < 0. Alors ¢ € S'(R™). Posons enfin
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ue = (pe *ﬂ)[Ri' Comme p, x 1 € C§°(R™), on a u, € Cg““(ﬁi). Pour z, > 0,
on a, 0%u, = pe * 9* 4. Nous allons montrer que

(2.1) pe*(f)“&:pg*% pour z, > 0.

En effet, 0%t — 991 est nulle pour z, > 0 et z,, < 0. Donc supp(9* & 8au)
{z : z, = 0}, d’olt supp|pe * (9%u — 5o )} C supp pe + supp(9°a — Bau)
{z :zn <0} +{2: zn O} C {z : z, < 0}, ce qui prouve (2.1).
Comme §%u € L?(R7),on a doy € L*(R™) et on a vu au chapitre 8 qu’alors

pg*ao‘u —» §ou dans L2(R™); par conséquent 0% ue = (pe#0%u)|z, >0 converge
vers 0%u|,, 50 = 8%u dans L%(R7), pour |of < k. [}

2.2. Prolongement a R

Théoreme 2.2. Pour tout k € N, il existe un opérateur linéaire continu
P: H*R") — H*(R") tel que Pu = u, pour =, > 0 et tout u € H*(R™).

Démonstration. Comme C§° (ﬁ:) est dense dans H*(R7 ), on commence
par construire ce prolongement sur C§° (ﬁi) Pour u € C§° (ﬁ:) on pose,

u(z) st z, >0
k-1
2.2 Pu(z) =
(2:2) (@) Zaju(z',*/\jzn) si z, <0,
j=0
oa; €ERet A\j e RT, j=0,...,k—1, seront choisis de maniére & ce que les
dérivées de Pu d’ordre au plus k ne présentent pas de saut sur z, = 0. En
notant ' = (x1,...,%Tn-1) il vient,
af,u si xp, >0,
8%, Pu(z) =

k—
Zaj 85, u(z',=Xjzn) sl zp <O0.

Pour que les fonctions 8% (?f, Pu soient continues sur R™, lorsque £+|6] < k,
0<2<k—1,il faut et il suffit que,

(2.3) So(=A)a;=1, 0<£<k—1.

Admettons un instant que ceci soit vérifié; il résulte de la formule des sauts,
chapitre 3, proposition 2.4, que 8° 8t Pu € L*(R™), £+ |B| < k. Alors
Pu e H*(R") et
8’3 Be si z, >0,
8 6'3 Pu(zx k-t
(@) = Zaj(—)\j)gaf, 8% u(z!,~Ajza) s T, <0.
7=0
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On a

08 Puln = Y /| 3 uld

wl+f<k
+/ l g aj(—/\j)l(?f,aﬁnu(a:',~)\jzn)
R 1
» =0

D’autre part, d’aprés U'inégalité de Holder,

2d$) .

k-1 k-1

| S a8 ] <k S a8 08 (2.

J=0 4=0
Donc la deuxiéme intégrale du membre de doite de (2.4) se majore par
kS Z a2 % fR" 65, 9t u(z',—\jzn)[>dz. On pose alors AjTn = —Yn

1B+e<k j=
dans 'intégrale et celle-ci se majore par Cy 5. fR" 15", 8t u|?dz; d’ou
18| +¢<k

HPu”z,‘(R") < G |]u“§1k(m). Ceci montre que P est continu sur Cf,”(ﬁi),
muni de la norme H*(R7), & valeurs dans H*(R™). Par densité, P se prolonge

en une application linéaire continue de H*¥(R%) dans H*(R™).

Montrons enfin comment se résout (2.3). On prend les \; de telle maniere
que 0 < Ap < Ay < ... < M. Léquation (2.3) sécrit AX = B ou

agp 1
X = : ER*, B=1|:!| eRFet
A1 1
1 1 .- 1
—o —Ak_1
A =
(=2)? o e (Shly)?
P R S il S
Le déterminant de A est un déterminant de Vandermonde qui, par le choix
des );, est non nul. Donc A est inversible. ; ]

2.3. Régularité et compacité

Théoréme 2.3. Sik > 2 +¢, H*(R?) s’injecte continiment dans C’Z(R+)
Par conséquent ﬂ Hk(R") C C°°(]R )

|
Démonstration. On utilise les théorémes 2.2 et 1.8. Si u € H&RT),
Pu € H¥(R") et donc Pu € CLy(R"). Comme u = Pulgy on a, par
définition, u € CE(RJr) |
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Théoreme 2.4. Soit K un compact de R™ et k > k'. Notons Hf;(R%) =
{u € H*(R7%) : suppu C K}. Alors Iinjection HE(RTY) — H¥ (R?) est

compacte.

Démonstration. On décompose cette injection de la maniere suivante :
HE RY) D HE, (RY) - HY (RY) - B (RY)

ou P est I'opérateur de prolongement, K; un compact de R™, 7 Pidentité
et r l'opérateur restriction, ru = U|R3;~ Alors P et r sont continus et i est

compacte, donc la composée est compacte. ]

2.4. Traces

Théoréme 2.5. L’application de C§°(R}) dans C®(R™™1), u > u(z',0)
se prolonge de maniére unique en une application 7o, linéaire, continue et
surjective de H(R7) dans H* (R™"1).

Démonstration. On définit v par yo = vo P ot P est le prolongement défini
au théoreme 2.2 et -y l'application définie au théoreme 1.15. La continuité
de 7o résulte de celles de P et v. Montrons quelle est surjective. Soit
v e HY(R" 1), il existe U € H'(R") tel que yU = v (théoréme 1.15).
Posons u = Ulgn € HY(R7); alors you = ’yP(UhR:). Montrons que you = v.
SiU € CP(R™) ona, yP(Ulgy) =7U = U(z',0). Comme C§°(R™) est dense
dans H!(R™), si U € H'(R") il existe (U;) € C§°(R™) telle que U; — U dans
HY(R™). Alors yU; — AU dans H3(R"!), Ujlgz — Ulry dans H'(R})
d’ott P(Ujlry) — P(Ulry) dans HY(R") et yP(Ujlry) — vP(Ulgy) dans
H%(R™!). Comme ’)’P(UjI’R:) = qUj, on en déduit que 'yP(UIR:) =~yU
pour U € HY(R™), i.e. you = v. [ ]

Plus généralement on a le résultat suivant.

Théoréme 2.6. Soit & € N\ {0}. L’application de Cg"(]f—{::) dans
[CE®RMF, u > (u(z',0), £ (z',0), (& )kwlu(z’,o)) se prolonge
en une application v = (vo,71,--- ,fyk-l), I1nea1re continue, surjective de

k—1 .
H*(RY) dans 11 H*=3=3 (R*1).
]:

2.5. Caractérisation de H}(R?})

Nous avons défini ’espace H{(R?%), au chapitre 8, comme étant 'adhérence
de C§°(R%) pour la norme H'. Voici une autre interprétation.
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Théoréme 2.7. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) we HYRY).
(b) v e H(R7}) et vou = 0.
2 0
R ot i IR ux) 220
(¢) e H'(R%}) et & € HY(R™), ot u(z) = {0 o <0

Démonstration. L’équivalence entre (b) et (c) résultera du lemme suivant.

Lemme 2.8. Pouruv e H'(R}) on a

9u 5& =1 n—1

— =, i=1,...,n—
(2.5) Oz Oz

du  Ou + ©6

8z, Oz, 10U Ozn=0-

Démonstration. Les égalités (2.5), pour u € Cg°(—’j_), résultent de la
formule des sauts, chapitre 3, proposition 2.4. Soit u € H*(R%); il existe
(u;) € CL(RY) telle que u; — u dans HI(IR"). On a @4; — @ dans

L2(R") donc dans D'(R™). Alors pour i = 1,...,n, %%L - %“; dans D'(R™)
et =L 61‘ a“ dans L?*(R™), donc dans D'(R™). Enfin you; — 7ou dans

Hi (R 1) et donc Youj ® bz,=0 — You ® bz,=0 dans D'(R™). On obtient
ainsi (2.5) pour v € H'(R?%). |

Montrons (b) < (c). Siu € H*(R}) et you = 0, (2.5) s’écrit 5’9;:‘; = (.‘39;,
i =1,...,n. Comme @ et %"T_ appartiennent a L2(R™) on a & € H(R").
Inversement, si 4 € H'(R"), on a £+ € L*(R"). Comme 5’" € L*(R™), on
déduit de (2.5) que vou®48,,—o € LQ(R") Soit 8 € C$P(R™1) et ¢ € CP(R)
telle que (0) = 1; on pose @, (z,) = (). Si You ® 85,0 € L*(R) on a,
[(You®0z,=0, 0@ @e)| < ClI0||L2wn-1)l@elL2®) = CVENOll L2rn-1) Il L2(R) -
Doy, [{(you,0)| - [(8z,=0, )|l = [{70u,0)] < eVe|l]L2llellL2. En faisant
tendre € vers zéro on en déduit que you = 0.
(a) @ (c). Soit E = {u € HYR?) : @ € H'(R™)}. Si on montre que
5°(R%) est dense dans E, pour la norme H!(R%), on en déduira que
E = H}(R%). Tout d’abord, par troncature, on voit facilement que les
éléments de F, a support compact dans R™, sont denses dans E, pour la
norme H'(R%). Ensuite soit p € CP(RY), p > 0, [p(z)dz = 1. Alors
suppp C {z € R* : z, > a > 0}. Posons p.(z) = 6”"p(—§—); on a
supppe C {x € R™ : 2, > ea > 0}. Si u € E est & support compact dans
R™, on pose ur = p. * 4. On a, u. € C(R™) et supp u. C supp pe + supp i,
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d’olt suppu, C {z : o, > €a} +{z : zn, > 0} C {2 : z, > ea}. Donc
ue € Cg°(R7). Comme u € L*(R™) on a, u. — @ dans LQ(]R") siu€ E, on

a, d’apres l’equwalence precedente,, OI = a“ LYER™), i =1,...,n. Alors
?9;1 = Pe X 535- — ———~ % dans L2(Rn) 1=1,...,n. Donc u, — u dans L2<Ri),
Sue —, 2% dans LQ(R") d’ott u, — u dans H'(R7}). B

Remarquons que le théoréme 2.7 se généralise & H*(R7), au sens o,
HERT) = {u € H*(R%) : yu = 0}, v ayant été définie au théoreme 2.6.

3 « Les espaces H*(Q), keN

Tout ce que nous avons montré au paragraphe 2, concernant les espaces
Hk(R’}r) se généralise aux espaces H*(0), ot €2 est un ouvert de R™ de classe
C*, c'est-a-dire qu’il existe p : R* - R, p € C* telle que,

Q={zeR":p(z) <0}, 8= {z €R":p(z) =0}, dp(z)# 0 sur ON.

L’idée étant que par difffomophisme on peut ramener les propriétés sur
Q en des propriétés analogues sur R’. Pour les poins o € 0Q, le
difféomorphisme est construit ainsi. Comme dp(zo) # 0, on peut supposer
(quitte & renumeroter les variables) que 3 ——-3— - (z0) # 0. 1l existe un voisinage
Vzo tel que BI" =L (£) # 0 pour z € V,. Consmlerons Papplication 8 : V;, — R™
définie par, 61(z) = T1—T0,1,- - -, On-1(2) = Tn_1—To,n-1, On(z) = —p(z). Le
module du Jacobien de @ est égal a 13%": (z)!, il est donc non nul sur V. Le
théoréme d’inversion locale implique alors que 8 est un C*°—difféomorphisme
de V,, sur un voisinage O de zéro dans R"™. De plus 0 envoie 2NV, sur ONRY}
et 0NNV, sur ON{z, = 0}. Nous ne détaillerons pas plus ce point technique.
Résumons plutdt les propriétés des espaces H*(£2) qui sont ainsi obtenues.

Théoréme 3.1
(i) Cs°(Q), est dense dans H*(Q), pour tout k € N.

(i) 11 existe une application P, linéaire, continue, de H*(Q2) dans H*(R™)
telle que Pu = u dans Q.

(iii) Sik> 2+¢,onaH*(Q) c C*Q). Par conséquent A HY(Q) C C=(Q).

(iv) Si € est borné et k > k', I'injection de H*(Q) dans H* () est compacte.

e = k—1
(v) L’application C$°(R2) — [C°(0Q)]%, u = (ulsq, %Lm, o (Z) ufon)
se prolonge en une application linéaire, continue, surjective

k—1 L
7= (30, -, We-1) de H¥(R) dans T H*9~4(99).
]:

(vi) HE(Q) = {u € H*(Q) : yu = 0}.
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4 . Retour sur le probleme de Dirichlet pour le
Laplacien

4.1. Probléme de Dirichlet non homogeéne

Nous avons vu au chapitre 8 que l'opérateur —A + A est un isomorphisme
de HL () sur H™}(§2). Nous allons ici résoudre le probléme de Dirichlet non
homogene.

Théoréme 4.1. Soit Q un ouvert de R™ de classe C1. Soit A > 0 (A > 0 si
Q est non borné). Soit f € HY(Q), g € H2(80). Il existe v € H*() unique
telle que

(4.1)

(~A+Nu=f
You=g.

Démonstration. L’unicité résulte de celle du probléme homogéne. Ensuite,
comme g € H7(8), il existe, d’apres le théoreme 3.1, (v), w € HY() telle
que Yow = g. Alors —Aw + A w = F € H~1(Q). Soit v 'unique solution dans
H}(Q) de léquation —Av + v = f — F € H™Y(Q). Alors u = v + w est
solution de (4.1). |

4.2. Régularité d’ordre supérieur

Théoréme 4.2. Soit 2 un ouvert de R de classe C* et soit A > 0 (A > 0 si
2 n’est pas borné). Pour tout k € N, I'opérateur —A + X est un isomorphisme
de H**2(Q) N H}(Q) sur H*(Q).

Corollaire 4.3. Dans les conditions du théoréme 4.2, —A + X est un
isomorphisme de (kQN H*(Q)) N H3(Q) sur s HE Q).
€

Remarque 4.4
(1) Si © est un ouvert borné de classe C*°, on a s H*(Q) = C*(Q). Sinon
€

ona C§ () C kﬂNH’“(Q) C C>(R).

€
(i) I1 apparait au théoréme 4.2, qu’il y a deux degrés de régularité de
différence entre le second membre et la solution. Pour un opérateur d’ordre
deux c’est un gain maximum qui est caractéristique des opérateurs elliptiques
dont —A est le prototype.
Démonstration du théoréme 4.2. Conformément & ce qui a été dit au

début du paragraphe 3, nous admettrons qu'il suffit de traiter le cas @ = R7.
On traite d’abord le cas k = 0 puis on raisonne par récurrence sur k.
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Soit f € L?(f). Alors gz% e H (). On serait tenté de dériver I'équation
—Au+Au = f et d’en déduire que 5~ 6“ — v est telle que —Av+ v € H™H().

Le probleme est que, siu € H} (R”) Ju 1’5 pas nécessairement de trace sur
zn = 0 et on ne peut donc dire que v 6 Hé (R%).

On remplace alors les dérivées par les quotiems différentiels. Pour v appar-

tenant & Hi(R%), heR* et 1 =1,. — 1, posons,

(4.2) un(z) = ThU(w)h— u(z) _u(z+ he}:.) ~u(z)

oll e; est le i—eme vecteur de la base canonique de R™.

On a alors up, € HY(R}) et —Dup + Aun = fr = 1"—1;;1

D’autre part, comme —A + A est un isomorphisme de H}sur H™', ona
(4.3) Hunllgy < CO)Nullm-1-

Pour estimer le membre de droite de (4.3) on utilise le :

Lemme 4.5. On a ||fallg-1 < ||fllz2-

Démonstration. Ceci résultera de I'inégalité
(4.4) fonllze < lIvllgz, Vv € Ho(RY), VhER®.

En effet, supposons (4.4) satisfaite. Si f € L*(R}) ona fs € L%*(R7) et, pour
v € H}, ladualié¢ H}, H™! s'écrit, fu(v) = [ fa(z)v(z)dz = [ f(z)v-n(z)dz.
Alors,

Hfellg-s < sup fn (v )I ‘ff(x)v h(w)da:'
o= veH]} ”’U”H1 v;éo ”U”I-Il
<oup Wlelvorler oy,

M ol

d’ou le lemme.

Montrons (4.4). Supposons v € C§°(R%). On écrit,

1 =t ov 1 " o
up(z) = 77‘./:;‘ éx—i(xl""t"”z")dt = E/o —C,Ej(xl,..,t—}—xi,..,xn)dt,

lonlss < 5 [ |2 o+ st 2], 0= (2],

donc (4.4) est vérifiée. Par densité de C§°(R7), (4.4) est également satisfaite
pour v € HL(RT). |
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En utilisant (4.3) et le lemme 4.5, on obtient llunllgy < C(A)IfllL2. Donc
(un) est une suite. bornée de H}. Comme, dans un espace de Hilbert, la
boule unité fermée est faiblement compacte, il existe une sous-suite (us, )
et w € H} tels que up, — w dans HY, ie. (up,, v}y — (w,v)g1, pour
tout v € Hi. Cela implique que up, — w dans D'(R%). D’autre part il est
classique que, up, — % dans D'(R"). On en déduit que §= € H}(R})

pour ¢ = 1,...,n — 1. Par conséquent, 83?31‘1 € LZ(R,’;), 1=1,...,n—1,
i0T;
n-—1
j = 1,...,n. D’autre part, —-g—;;ﬁ =f—-Jdu+ > %’é € L*(R7) et donc
i =1 i

u € H2N H}, ce qui prouve le théoreme 4.2 lorsque k = 0.

Pour k£ > 0, on raisonne par récurrence pour prouver,
(4.5) feEH = ue H*? nHL.

Si f € H*' k > 0, on sait que u € H**2 N H} et on souhaite montrer que
u € HF3, clest-a-dire u € H*+2 g gj—c"? € H*2? 4§ =1,...,n. On commence
par les dérivées paralleles au bord, i.e. 4 =1,...,n—1. Posons v = ;%i‘_. Alors
v e H**! C H'. Donc v a une trace sur z, = 0 et yov = 0, car u € H(R™).
On en déduit que v est solution du probléme

of

Hk
ail),' €

—Av+ dv =

Yov = 0.

Par hypothese de récurrence on a v € H*2, ie. %0,v € L?, |a| < k + 2,
i=1,...,n— 1. Pour |3] <k +1 on a, en dérivant I'équation (4.1),
n—1
0p0%u==>"0°0%u+18°u—9°f e L?

i=1

et donc u € HFF3, E



Chapitre 12

L'équation de Schrodinger
dans Rx R"

L’opérateur de Schrodinger, P = 6t — 1A, a été introduit pour les besoins
de la mécanique quantique. C’est un opérateur d’évolution pour lequel le
probléme de Cauchy est un probléme pertinent.

1 « Le probleme de Cauchy
1.1. Donnée dans S'(R™)

Théoréme 1.1. Soit g € S'(R™). Il existe une unique u = (u;) appartenant
a C=(R,8'(R")) telle que,

ou n
(11) {E—zAu—-O dans D'(R x R™),
Ug = ¢g.
Démonstration

a) Ezistence : pour t € R, posons,

(1.2) ue = Fle e g).

Ceci a un sens car § € S', e~ I" j € S’ et donc u; € &'. D’autre part up = g
et pour p € S on a {ug, @) = (‘(},e_“‘“2 ) de sorte que la remarque 3.2, (ix)
et (xi), chapitre 10, montre que u, € C*(R,S’). Comme (&, @) = (u, @), on
a aussi i4; € C°(R,S’). Rappelons ensuite que u est définie par,

(1.3) (u, ) = /R (e, i, ) dt, ¥ € SR x RY).

Alors pour 1‘[1 € S(R x R™),
(% inuw) = ~(u G +inw) = - [ (uo G +i0v)dt =

- [ (a7 (55 +iaw))ae=- [ (s, (2 —il- ) Fte,) ).
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Or, -
gg(e—nm?*fw(t)g)) _ KW —ile] )fw(t, 5)] o—itlél?
On en déduit,
<g_1f ~idu) == | o ;%9-( S F(e, ) )dt

'\\\

|

<g, e P Fy(e, -)>dt =0

car Fip(Foo,€) = 0.
b) Unicité : la différence de deux solutions est un élément v € C*°(R,S’) qui
vérifie (8; — tAu) = 0 et up = 0; nous allons montrer que u = 0. Pour tout
1 € S(R x R™) on a,

0= (Bou— i D 0) = —(u, (B0 +iA)) = “/Rm, (0, +iA)p(t, ) dt

D’apres la proposition 3.3, chapitre 4, on peut écrire

d

(1)
2 (6 )) = (@ 96D + (B, ),

il en résulte que
d .
= [ G v des [T 0 - i A, ) d
R R
Comme 9(Fo0, ) = 0, il en résulte que, '
(1.4) / (W, $(t, ) — ifue, AY(t, )] dt = 0, ¥ € S(R x R™).
R
D’autre part, on a }'(ugl)) = ﬁﬁl). En effet pour ¢ € S(R"), on a
d d .
(F)e) = @, 9) = 2 (u, @) = 7 (@) = @7, ).

dt
On déduit de (1.4) que,

(1) /R (@D, F(t, )) + il |- PFH(E, )] de =

Ceci est vrai, en particulier, pour 1 telle que F(t,£) = eitlel® (&) x(t), ou
v € S(R™), x € S(R) sont quelconques. On en déduit que,

(1.6) /R (@, T ) + i (e} 2 )| x(t) dt = 0, Vx € S(R).
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La fonction entre crochets étant une fonction continue de ¢ sur R, il résulte
de (1.6) que,

(1.7) @M, et o) +ifa, |- P9y =0, VieR, VpeS.

d .
Comme le membre de gauche de (1.7) est égal & o (ﬁt)e”Hz ©), il résulte

de (1.7) que, pour tout ¢ € S, la fonction t — (ﬂt,e““'2 ) est constante.
Donc (Qt,e“'"2 p) = (lo,p) = 0, puisque ug = 0. Soient to € R et
6 € S(R™) quelconques. La fonction ¢(£) = e~ lé” 9(£) est dans S et donc
(i, , e~ it011* o) = (dy,,60) = 0; donc g, = 0 dans &', d'ot uy = 0, V¢ €R, ce
qui prouve que u = 0. |

1.2. Donnée dans S(R")

Théoréme 1.2. Si g € S(R™), la solution v donnée par le théoréme 1.1
appartient & C*°(R, S(R™)). Elle est donnée par la formule,

(18) u(t,z) = (2) " [T ey de.

Démonstration. Si g € S, la formule (1.2) montre que u, € S et que u¢(z)
est égal au second membre de (1.8). Il est alors facile de voir que la fonction
(¢, z) = us(x) est C™ sur R x R™. Notons-la u(t,z). On a,

2 DPult,w) = (2n) " [ Dg e et ¢ (e)dg
= @y [ 4D ) ae
- / e Pog(t, €) e € () de

ol P,g est un polynéme en (t,€). I résulte facilement du théoréme de
convergence dominée que si t, — tg, sup |z D? (u(t,, ) — u(to, z))| — 0. On
z€R

montre de manidre tout & fait analogue que pour tout k € N, 8Fu appartient
a CO(R,S(R™)). |
1.3. Donnée dans H*(R")

Théoréme 1.3. Si g € H*(R"), ou s € R, la solution u donnée par le

théoréme 1.1 appartient a C°(R, H*(R™)). Pour k € N, (u{®) appartient &
CO(R, H*~2*(R™)) et,

{ fluelle = llglla-, VteR,

(1.9
) || gomer < Cillgllas, VteR, VkeN*.
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Démonstration. La formule (1.2) montre que, pour tout ¢ € R, on a
Uy = el §. Comme g € H®, § est une fonction mesurable, donc 4; est
aussi et on a (1 -+ |€]2)/ 2|0, (€)] = (1 + |€[%)*/?]3(&)], ce qui prouve (1.9).
Ensuite si (t,) est une suite qui converge vers tg dans R on a,

e, — ueollye = / (14 [¢)?) e itnlél® — emitolél®12 g2 de

Le théoreme de convergence dominée montre aisément que, |Jus, — Uz, ||z
tend vers zéro. D’autre part, (1 2) montre que u( ) = ((~z'|§[2)ko3"i‘|ﬂ2 ),
d’ott f(ugk)) = (=i]¢[2)* e~ " 5. On en déduit que,

—1 2 1 2 8
2 = g = [ eI T P (1 )l e
et on conclut de maniére analogue. |
1.4. Forme de la solution

Théoréme 1.4. Pour g € S'(R™), la solution u donnée par le théoréme 1.1
s’écrit, pour t # 0,

1

(1.10) u(-) = ETIRE

- 2 .
e~ T Sg“te’lilf‘ [f(e’lzjt_g)] < ) ,
ou sgnt désigne le signe de t.

Démonstration

Cas 1. Supposons g € C§*(R™). D’aprés le théoreme 1.2 et le théoréme 6.1
du chapitre 10, on peut écrire,

u(t, z) = F (e 7 g(6)) = [F(e ") « 9] (2).
On utilise Pexemple 3.6, 3), chapitre 10. Il en résulte que,
(L11) u(t,z) = (21)" ”(m)" e*fﬂ%sgn'(e‘li—lz “9)(@).
D’autre part, comme g € Cg°(R™) on a
(eﬂ“%3 +9)(@) = <g,eﬂ%ﬁ> /g(y)e gy
En écrivant |z — y|? = |z|® ~ 2z - y + |y?, il vient
(eﬂ?{i *g)(z) e /e“i%'yeﬂ%ig(y)dy

— e 4t ]T(e 4t g)(‘ﬂ)
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En utilisant (1.11) on obtient,

(1.12) u(t,z) = WC'W— sgnt ,ilg f( '-EJ) (‘2%)

ce qui est la formule (1.10).

Cas 2. g € S'(R™).

1l existe (g )k C C5°(R™) telle que gx — g dans S'(R™). Soit ux la solution du
probleme (1.1) avec donnée gj. D’apres le théoreme 1.2, on a ux € C>(R,S)
et d’aprés le cas 1, ux est donnée par la formule (1.12). Considérons le
membre de droite de (1.12). On a eig gk — eﬂ‘i‘lzg dans S’(R™); donc
}"(e"?Tlf‘ gK) oAy — f(eil”;al‘f‘ g) o A; dans S', ot Ay : R® — R™ est 'application

. jlzi? .
z + Z. La multiplication par e* 1t étant continue de S’ dans &', on

2t
en déduit que le membre de droite de (1.12), avec gi, converge vers la
méme expression avec g, dans S'(R™). D’autre part, d’aprés l'unicité dans
le théoreme 1.1, la solution ux du probléme (1.1), avec donnée gi, est donnée
par (ux)e = F(e —it][* gk); comme g — § dans S et e~ it g — emitl? g
~dans S’, (ux): converge vers u; dans S’ ol u est la solution de (1.1) avec
donnée g. Donc la formule (1.12) entraine (1.10). n

Le théoréme 1.4 va nous permettre de mettre en évidence une propriété
importante de I'’équation de Schrodinger.

Corollaire 1.5
(i) Si g € E'(R™) et u est la solution du probléme (1.1), alors, pour tout
t#£0, u € C°(R").

(ii} Soit g(z) = e~ ou A > 0. Alors u = (4n)\)% e~ % §.

1
ax
Démonstration

192
(i) Sig € &, alors el%‘g € £'; d’apres le théoreme 4.1 du chapitre 10, on a
12
F(e'3r g) € C°(R™) et la formule (1.10) prouve (i).

a2 12
(i) Pour t = 5, onae i =Ml = 1; donc .7:(61% g) =F1=(2m)"b.
2 s T n
Alors ei'% F(e JT g) = (2m)" 6o, d’ott uy = 2" 7% e T\ §g. ]

Que dit le corollaire 1.57 Il montre que la régularité de la solution pour
t # 0, n'est pas reliée & la régularité de la donnée en ¢ = 0, puisque une
donnée irréguliere (g € £') donne une solution C'* tandis qu'une donnée C*°
fournit une solution singuliére. L’explication est la suivante : la régularité de
la solution, pour t # 0, dépend du comportement & l'infini de la donnée et
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non de sa régularité. Ce phénomene est connu sous le nom de propagation
a vitesse infinie.
Voici un résultat qui va dans le méme sens mais qui ne nécessite pas que la

donnée soit a support compact.

Théoreéme 1.6. Soit g € L?(R") et supposons que, pour tout o € N™, on
ait z%g € L*(R™). Alors, pour t # 0, la solution u du probléme (1.1) est telle
que u; € C*°(R").

Démonstration. Dans ce résultat, la donnée est peu régulitre (¢ € L?),
mais en un certain sens elle décroit rapidement & 'infini. La preuve est basée
sur la remarque suivante. On a,

— A,z + 2t 9

(1.13) -~ ,-]

[ 0

at
ks

ou [A, B] = AB— BA. En effet ce commutateur vaut 2i 5= 8 [ Z '6—82‘ ] =

Zi% —2i ai = 0. On en déduit que [Bt 1A, (x+21t o ) ] = 0, pour tout
a € N*. Sig € L?, le théoréme 1.3 nous dit que le probléme (1.1) a une et une
seule solution © € C%(R, L?). Considérons v = (z + 2itd,;)*u € C(R,S’).
I est facile de voir que vo = z%up = % € L2(R™). D’'autre part
(8 —iA)v = [0, — 1A, (z+ 21t0;)*|u + (¢ + 26t 9;)*(0, — iA)u = O, d’aprés
(1.13). On déduit du théoréme 1.3 que, (z +2itd,)%*v € CO(R, L2(R™)), pour
tout a € N™. Or,

(1.14) (z+2itd:)* = Y aap(t, )08 + (2it)* 02
181<la—1

ol aqp est un polynéme en (t,z). Une récurrence sur |a|, en partant du
fait que v € CO(R, L?), montre que, pour ¢ # 0, on a %u; € LZ_(R™).
Par conséquent, u, € H (R™) pour tout s € N et tout ¢ # 0. Comme

Hs C C*, on déduit le résultat. B

loc

1.5. Décroissance a l'infini de la solution

Théoréme 1.7. Si g € LY(R"), la solution u donnée par le théoréme 1.1
vérifie

oz
= (amyr2

(1.15) luell oo (mn [tI"2, pour |t| # 0.
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Démonstration. Cela résulte immédiatement de la formule (1.10). En effet,
comme F est continue de L! dans L> (avec une norme < 1) on a,
—n/2
lluell L T (4 )n/z It~/ Hf(e “ 9 M e

< Mtk
= G )nﬂ

NL‘ - (IZI )n/‘Z “g“LI



Chapitre 13

Théorie spectrale du probleme
de Dirichlet pour le Laplacien

1 « Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints
compacts

Dans ce paragraphe H est un espace de Hilbert sur C, dont on notera (,) le
produit scalaire et T un opérateur linéaire continu de H dans H ; on écrira
T € L(H). On commence par quelques définitions et propriétés.

1.1. Spectre

Le spectre de T, noté o(T'), est le sous ensemble de C défini par,
(1.1) o(T)={peC:T~plId est non inversible},

ol Id est opérateur identité z + z de H dans lui-méme. En particulier,
i € C est appelée une valeur propre de T, si T — u Id n’est pas injectif i.e. si
il existe x € H, 1t # 0 tel que Tz = puz. L'ensemble des valeurs propres est
un sous-ensemble du spectre.

Lemme 1.1. L’ensemble o(T) est fermé dans C.

Démonstration. On montre que (o(T))¢ est ouvert. Soit yy € C tel
que T' — pgld = Sp soit inversible. Pour y # po on éerit T — pId =
(1o — 1) Id +So, d’ott Sg ' (T'— p Id) = (T — p 1d) Syt = Id +(po — ) Sy L. Si
|0~ 1| est assez petit (tel que |uo—p|||Sy || < 1), Popérateur Id 4+ (uo—p) S
est inversible (série de Neuman) et donc T — y Id est inversible c’est-a-dire,
u € (o(T))". |

1.2. Adjoint
Proposition 1.2. Il existe un unique opérateur T* € L{H) tel que,

(1.2) (Tz,y) = (z,T"y), Vz,yeH.
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Démonstration

a) Unicité : si il existe T7, Ty vérifiant (1.2), on a (z, (T7 — T5)y) = O pour
tous z,y € H. Donc (I} —T5)y =0,Vye H ie. T =T5.

b) Exzistence : fixons y € H. L’application z — (Tz,y) est une forme
linéaire continue sur H car, [(Tz,y)l < [[Tz|lliyll < ITIyllllzll. I existe
donc un unique z, € H tel que (Tz,y) = (z,2y), pour tout z € H.
L’application y + z, est linéaire. Notons 2z, = T*y. Alors T est continu
car || T*y|| = sup LE L = sup G2 < ||y =
T#0 z#0
On dit que T est auto-adjoint si T = T™.

Proposition 1.3. Si T € L(H) est auto-adjoint, ses valeurs propres sont
réelles.

Démonstration. Soit  un vecteur propre relatif & une valeur propre p € C.
Ona (Tz,z) = plz||* = (z,Tz) =HEllz|?, d'ot =T L
1.3. Opérateurs positifs

T € L(H) est dit positif si (T'z,z) > 0, pour tout  dans H. On écrit T > 0.
Si T > 0, ses valeurs propres sont positives ou nulles.

1.4. Opérateurs compacts

T € L({H) est dit compact si 'image par T d’une boule de H est relativement
compacte dans H.

Proposition 1.4. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) T est compact.
(ii) L’image par T de toute suite bornée contient une sous suite convergente.

(iii) T transforme une suite faiblement convergente en une suite fortement
convergente (i.e. pour la norme).

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) est évidente.

(i) = (ii). Rappelons que (Tn)nen C H est dite faiblement convergente
vers z et on écrit T, — z, si (zn,y) — (z,y) pour tout y € H. Rappelons
également qu’une boule fermée dans un Hilbert est faiblement compacte. Soit
alors {x,) une suite bornée; il existe alors une sous suite (z,,) qui converge
faiblement. D’apreés (iii) la suite (T'(zn,)) est convergente d’ou (ii).

(ii) = (iii). On utilise le résultat suivant.
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Lemme 1.5. Toute suite faiblement convergente est bornée.

Démonstration. Cela résulte du théoreme de Banach-Steinhaus. Si (z,,y)
tend vers (z,y) pour tout y, il existe My > 0 tel que |(zn, y)| < My, pour tout
n € N. Comme Papplication T, : y — (y,z,) est linéaire il existe M > 0 tel

que |(zn, y)| < M|lyl|, pour tout y € H. Donc ||z,.|| = Supﬁﬁgﬁi <M ®
y#0

Supposons z, — x; comme ||z, || est bornée on déduit de (ii) que la suite
(T zn)nen possede au moins une valeur d’adhérence. Si celle-ci est unique, la
suite (T'z,) sera convergente (car (T z,)nen est contenu dans un compact).
Soit y une valeur d’adhérence. Il existe une sous suite (z,,) telle que
Tzn, — y. D’autre part Tz, = Tz car (Tzy, — Tz,y) = (zp — 2, T*y) — 0
doncy =Tz. [

On admettra dans ce qui suit le résultat suivant.

Proposition 1.6. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors
T admet comme valeurs propres les nombres +||T'|}.

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.
Théoréme 1.7. Soit T' € L{H) un opérateur auto-adjoint compact.

1) Les valeurs propres non nulles de T' forment un ensemble fini ou une
suite {pn} de réels qui tend vers zéro.

2) Si pn, est une valeur propre non nulle, Pespace E,,, = Ker(T — py, Id) est
de dimension finie.

+o0
3) H= @ E,, ® Ey ou By =KerT.
j=1

4) Si dimH = +oo, o(T) = {0} U (+ij{p]}) ol les p; sont les valeurs
=
propres non nulles.
Sidim H < +o0, o(T) = {valeurs propres}.

Démonstration

ler point : soit u; et pu; deux valeurs propres distinctes. Alors £, et E,;
sont orthogonaux.

En effet soit z; € Ey,, z; € E,; ie Tz = pyxy, Tx; = pjx;. Alors
(Txi,x;) = (z5, Txry) d’olt pizs, ;) = pj(zs, ;) car les p; sont réels. Donc
(i — p)(zi, x;) = 0, ce qui implique, (z;,z;) = 0.
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2éme point : p; # 0= dim E,; < +oo.

Soit B; la boule unité de E, alors T(B;) = u;Bj ie. B; = ﬁl;T(Bj)'
Comme T est compact, T{B;) est relativement compact dans H, donc dans
E,,; qui est un sous espace fermé de H. Il résulte du théoreme de Riesz que
dlmE < +400.

Hj

3éme point : montrons 1). Soit € > 0; nous allons prouver qu’il y a au
plus un nombre fini de valeurs propres p telles que |u| > €. Supposons, au
contraire, qu'il y en a un nombre infini; en particulier il existe une suite
(k) telle que px; # pi, si j # € et || > €. Soit zx; un vecteur propre de
norme 1 associé a pug,. Alors

1Tz, — Taxlf* = T2k, |* + [T zx |1 + 2 Re(Tzw,, T, )
= pi, + 1,

ar (Tzk;, Tak,) = pk, bk, (Tk;, Tk,) = 0, d’aprés le premier point. Donc
1Tz, — Tz, ||* > 2¢%. En résumé, on a une suite (zx;) de la boule unité de
H, telle que (T'xy;) n’admette aucune sous suite convergente. Cela contredit
le fait que T est compact. Par conséquent dans chaque intervalle [n o ;] il
y a un nombre fini de valeurs propres : celles ci forment donc une suite qui
est finie ou infinie. Si elle est infinie, pour tout n € N, il y en a au plus un

nombre fini telles que |¢| > L. Donc la suite tend vers zéro.

4éme point : montrons 3). Soit V = €B E,, la somme Hilbertienne des

espaces E, tels que p; # 0. L’orthogonal N de V est stable par T. En
effet, remarquons que = € V' si et seulement si z € E;L pour tout j. Alors
Tz,y;) = (=, Ty;) = pj(z,y;) = 0siy; € E,,. Donc T'z € V+ =N. La
restriction TV de T' & N, est un opérateur compact et auto-adjoint qui n’a
aucune valeur propre non nulle; d’aprés la proposition 1.6 on a 7' = 0 i.e.
T|n =0 et donc N C KerT'. D’autre part, d’apres le premier point, Ker T’
(s'il est non réduit & zéro) est orthogonal & tous les E,,; i.e. KerT'C V+ = N.

+o0o
Donc N=KerTet H=V®V-=VeON=@& E, &KerT.
j=1

5&éme point : montrons 4). Soit A = {0} U (+L:J>O{p,j}). Montrons que A€ est
inclus dans (o(T))¢. Soit p # 0 tel que p # p; pour tout j. Alors T — p Id est
injectif, car toutes les valeurs propres sont dans A. Montrons que T'— p Id est
surjectif. Soit y € H. D’aprés 3), y s'écrit, y = yo + Z(y, (n))e(") ol (e(-"))

est une base orthonormale de E,, . (qui est de dxmensxon finie) et yo € Ker T'.
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Posons
)

1 n
T= v +> (. el™)

7
bn — [
n,j ln F

Puisque (1) — 0, & partir d’un certain rang on a |u, — p| > %{uf > 0,
donc ”“’Tff(_%l)ﬁ < (U{‘:—I)Qf(y,egn))ﬁ ce qui montre que la série définissant
converge dans H. II est facile de voir que (T~ pId)z = y; donc T — 1 Id est
bijectif et p € (o(T))°. On a donc montré Vinclusion o(7T) C A. Inversement
on a toujours +L:jo{uj} C o(T). Si dim H = +o0, la suite (u;) tend vers 0;
done 0 € o(T), car o(T) est fermé i.e. A C o(T). [ ]

2 « Application a la théorie spectrale du Laplacien

Soit 2 un ouvert borné de R™. Posons E = {u € H}(Q) : Au € L?(Q)},
que I'on munit de la norme [|ullg = [lull g + |[AufL2. Alors Popérateur —A
envoie continiiment E dans L?(Q).

Lemme 2.1. —A : E — L?(Q) est un isomorphisme.

Démonstration. Cela résulte du théoréme 2.1, chapitre 8. En effet, si f
appartient & L2(Q) ¢ H~1(Q), il existe v € H}(Q) unique tel que —Awu = f.
Alors Au € L? et donc u € E. Donc —A est bijectif. De plus —A est continu
d’apres la norme de E et bicontinu d’aprés le théoréme de Banach. ]

Considérons I'opérateur T = (—A)~! : L2(Q) — E. C’est un opérateur
linéaire continu. D’autre part, Papplication v + u de E dans H}(Q) est
continue (d’aprés la norme de E) et l'application H}(Q) — L*(Q), u — u
est compacte d’aprés le théoréme 1.6, chapitre 8. Comme la composée
d'applications linéaires continues et compactes est compacte, on en déduit
que

T:L*Q) — E — HY{(Q) — L*(Q)

est compacte.

Montrons que T' est auto-adjoint, i.e. en notant (,) le produit scalaire de ?

(2.1) (Tf)g) = (f:Tg)v Vfg€ L2(Q)‘

L’égalité v = T f € E est équivalente & —Au = f; de méme v = Tg est
équivalente & —Av = g. Donc (2.1) s’écrit,

(2.2) (u,~Av) = (-Au,v), uwveE.
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Nous allons montrer que,

(2.3) —(u, Av) = i:(é};: gf), u,v € I,

i=1

SiveE etue CS(N) Pégalité (2.3) est évidente car
(u, 82 v) = (82T, u) = —(8;7, By u) = — /8ﬁ~ Giudr = — (8w, 0;v).

Siu e HE, il existe (u;) € C§° telle que u; — wu dans Hj. Alors
(uj, Av) — (u,Av) puisque |(u; — u,Av)| < |lu; — ullp2 |Av]lrz — 0 et
(Biuj,0;v) — (O;u, B;v) car [(Qiuj — diw, 3iv)| < [luj — uljgr lollgr — O.
Donec (2.3) est prouvée et (2.2) en résulte par permutation de u et v.

Ensuite T est positif car, d’aprés (2.1), (2.2) et (2.3) on a
(Tf,f) = (u,—Au) = Z I6:ullza

Enfin T étant injectif, on a KerT = {0}.

On peut donc appliquer, & H = L?(Q) et & T, le théoréme 1.7. Le spectre de
T est formé de zéro et d’une suite de valeurs propres p, > 0 qui tend vers
zéro, i.e. le probleme Tf = pf, f € L*() a une solution si et seulement si
p = tin. Or,

Tf=upf, fel?-Au=Iu, ucH}, u=§.

Par conséquent le probleme

04 - Au=Au
(2-4) { ue H )

est résoluble si et seulement si A appartient & une suite (\,) de nombres
strictement positifs qui tend vers +o0. On les ordonne,

(2.5) D<A <A< <A <vnv > 400

en répétant les valeurs propres multiples.

D’apres le théoréme 1.7, 3), il existe une base orthonormale (e,,) de L? telle
que Te,, = Lin €q, Ou de maniere équivalente,

(2.6) —Ae, = Apey
' en € HA(D).
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Remarquons que, par hypoellipticité du Laplacien, on a e, € C*() et si §
est & bord C™, e, € C(Q).

Nous allons montrer que (e,) est une base orthogonale de H}(2) et que,
(27) lenllzy = /3o

En effet (TPn,em)Lz = (Un, =DUpm) OU —Avy = e, e Uy =Ten,. Alors
fin(n,em)p2 = (3:, ; az,) = i (81 Ten, 5g; 2 Tem) = tn i (€ns €m) 113

i=1

donc um(en,em)Hé = 0pm. Fn résumé,

+o0 +o0
ue€ L) = u= chen et Z[cn[2 < +00;
n=1 =
+o00
lullzz = leal?
n=1
(2.8) . .
uw € Hy(Q) <= u= chen et Z/\n]cnfz < +00;
n=1 n=1
+00
Hu”i% ::ZE:AnlcnP’
n=1

Si 2 est & bord C*, on peut caractériser les espaces HE ()N H*(Q). En effet
on a vu au chapitre 11, théoréme 4.2, que,

u€ H)(Q), AueL*Q) <= ue H{Q)NHAND).

On peut écrire u = ) che, ol la série est convergente dans L? (i.e.
n>1
2 len]? < +00). Donc la série converge dans D'(£2). On a alors, dans D’(2),
Au= 3 cnlhen=— 3 cndnen. Si Au € L2, alors la série converge dans
n>1 n>1
L?, ce qui est équivalent & Y A2|c,|?> < +oo et inversement. On montre
n>1

ainsi que pour k£ > 1,
u€ HYQ)NHJ(Q) = u= coen avec Y Mle|? < +oo
n>1 n21

et lullfn ~ 35 A% leal®.
n>1

3 . Application au probléme mixte

Nous allons voir comment la théorie spectrale du Laplacien permet de
résoudre le probleme de Cauchy, pour les équations usuelles (chaleur, ondes,
etc.) lorsque la variable d’espace T appartient non pas 4 R¢ (ol Von peut
utiliser la transformation de Fourier) mais & un ouvert borné de R¢.



166 13 o Théorie spectrale du probléme de Dirichlet pour le Laplacien

3.1. L'équation de la chaleur

Théoréme 3.1. Soit  un ouvert borné de R?. Soit g € L*(2). I existe
alors une unique u = (u;) € C°([0, +oo[, L*(R)) telle que,

%% —Au=0 dans D,(]O>+OO[XQ)’
(3.1) Uo = 9,

ue € HY(Q), Vt>0,

et de plus, pour tous £ € N, k € N, uwl? € CO(]0, +oof, H*(Q) N HA (). Cette
solution est donnée par la formule

+o0
(32) Uy = Z eFA"t(g) en)en
n=1

ot (,) désigne le produit scalaire de L*(2), (An) est I'ensemble des valeurs
propres du Laplacien, donné par (2.4), (2.5) et (en) une base orthonormale
de L*(Q) formée de vecteurs propres correspondants.

Démonstration. Remarquons que I'hypoellipticité de 'opérateur de la
chaleur (chapitre 6, exemples 4.2 (iii)) implique que toute solution de (3.1)
appartient & C*(]0, +-00[x2). On aura donc u; = u(t,-).

a) Ezistence : tout d’abord la formule (3.2) définit bien, pour ¢t > 0, un
élément de L2(); en effet e t|(g,ex)| < |(g,en)| et T|(g,en)> < +o0
puisque g € L?. On a évidemment up = g. Ensuite pour ¢ > 0, u; € HHD).
En effet A, e *t|(g,€x)] < 11(g,€n)| et il suffit d’appliquer (2.8). Montrons
que 2¢ — Au = 0 dans D'(]0, +0o[x$2). Rappelons que I'on a

+oo +o0
(u, %) :/0 > e (g, en) (en, ¥t ))dt, ¥ € C5°(]0, +oo[x Q).
n=1
Lemme 3.2. On a
400  rtoo
('U«,'(/)> = ZA e”,\nt (g, en) (enad)(t» )) dat, ¢e€ 080(]0’ +OO{XQ)
n=1

Démonstration. Nous allons utiliser le théoréme de Fubini. Il suffit pour
cela de vérifier que e~*"*{(g, en)||{€n, ¥(t,-))| est intégrable pour la mesure
produit. Pour ¢ > 0, la fonction =z P(t,xz) appartient a L2() et
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ot )z = Z Hen, ¥ Z [{en, ¥(t, )| < +o00. En outre, la

fonction 0(t) = llw( DI appartlent a C8(]0, +ool). Alors,

(1):= > e (g, en)ll{en, v(t, )| < (Z' 9-en)l )1/2'

n>1 n>1

(3 Kew e, -mZ)” "< e 000).

n>1

Done f 1)dt < |lglize [y = 6(t)dt < +oo et le théoréme de Fubini-Tonnelli
permet de conclure. B

On a alors,

(D) = (w,Ag) = / Mt (g en) (Bem (s, ) dt

n>1

Or —Ae, = A, e, donc

+oco
(Au,y) = Z/ (g, €n)(—=An) et (en, ¥(t, -)) dt.

n>1

On utilise le fait que — A, e~ *nt = %e'*“‘ et on integre par parties, ce qui est

pOSSib]e car ¢ — (ena w(ty )) € Cg(]()? +OOD Comme 1/’(0, ) = "/)(+OO1 ) =0

il vient,

(Au, ) = Z/ e Ant g,e,,)(en,%é( ,~)>dt: < Balf> 8u,1,/1>.

n>1

Montrons que u € C([0, +00[, L%(£2)). Soit to € [0, +0o] et (;) une suite de
[0, +00{ qui tend vers to. Alors,

— — 12
fluey — ug, |32 = Z |(j Anto _ /\,\t,’ (g, en)]?.

n>1

Comme |e~*nfe — e*nti|2)(g,e,)]? < 4)(g,en)|?, il suffit d’appliquer le
théoréme de convergence dominée pour conclure.
Ensuite il est facile de voir que dans D'(R™) on a

ugl) = Z e M (=) (g, en)en.

n>1
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Pour t > 0, uﬁa € H* N HY car A X2 e~ 2t (g e,)|? < %ﬁ?—gﬂ(;;, en)|? et
3 (g, en)|? < +oo. Enfin pour to €]0,4+00] et B < t; < Sto, tj — to,
n>1

e B e e R A

n>1
et & nouveau, il suffit d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour
conclure que u € C4(]0, +ool, H*(Q) N Hg ().

b) Unicité : soit u € C°([0, +ool, L*(€2)) N C°(J0, +oof, H*(Q) N HJ()) telle
que

%% — Aw =0 dans D'(]0, +oo[xQ),

Nous allons montrer que u = 0.

Notons tout d’abord qu'il résulte des hypothéses que l'on a
Awu € C°(]0, +oof, L2(£2)) et donc, par Péquation, que & € C°(]0, +oo, L2()).
En notant (,) le produit scalaire de L?(Q2), on aura pour tout t > 0,
2Re ((9E - Au)(t, 3, ult ‘)) =0.
ot ’
Il est facile de voir que, pour t > 0,

~(Bu(t, ), ult,) ZN e

la deuxidme égalité résultant de (2.3), puisque u(t,) € H3(Q) et Ault,-)
appartient & L?(Q) pour ¢t > 0. On déduit que,

2 e, P + }j o] =0
En intégrant cette égalité entre € > 0 et T > 0 on obtient,
(T, P < N, I

Comme u € CO([0,+o0of, L2(Q2)) et u(0,-) = 0 on a, lim_{u(e, M2 =0, ce
£—
qui prouve que u(7,-) = 0, pour tout T > 0. B

Remarque 3.3. Supposons que {2 soit de classe C™ et que g € C§ (). Alors
la solution u, donnée par le théoréme 3.1, appartient & C°([0, +oof, HV (),
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pour tout N € N. En particulier, en prenant N > g et en appliquant le
théoreme 3.1, iii), chapitre 11, on voit que u appartient & C°([0, +oo[, C°(Q)),
donc & C°([0, +oo[xQ2).

En effet, pour tout N € N on a, C§°(Q0) ¢ HY(Q) n HY{(Q), de sorte que,
S AN (g, en)]? < +o0. Il résulte de la formule (3.1) que pour tout ¢ > 0 on
a, ug € HY(§2). D’autre part, si to € [0, +oo[ et (t;) C [0, 400[ est une suite

qui tend vers tg, on a
+oo 2
(1) = I, = ol SC Y fe™ — e 0NN (g, en)|*.
n=1

En utilisant le théoreme de convergence dominée (en majorant les expo-
nentielles par 1), on voit que (1) — 0 lorsque j — +00; ceci prouve que
u € CO([0, +oof, HV (Q)).

Voici, pour terminer ce paragraphe, un résultat intéressant qui est utile
pour prouver des résultats d’unicité.

Notons @ =0, +oo[x§) alors @ = [0,4+co[xQ et la frontiere de Q est

lensemble 8Q = [0, +0o[x8Q U {0} x ©; c’est un fermé. Soit 7" > 0 et
Kr = [0,T] x 2 le «cylindre» tronqué. Posons,

Lr=KrNoQ={0<t<T,z2€0Q}uU{t=0z¢cQ}.

C’est la frontiere parabolique de K7. C’est un compact de {0, +oo[ xR™.

Théoréme 3.4 (principe du maximum). Soit v € C°(Q) N C*(Q) une
fonction réelle.
1) Si %% — Au <0 dans @, on asupu = supu.
KT ET
2) Si g—‘: — Au >0 dans @, on a inf u = inf u.
KT Er
3) Si %—“[ — Au=0dans Q, on asupu = sup u, i]?fu = inf u.
Kr =r T Zr
Démonstration. Notons tout d’abord que ce qu'affirme 1), par exemple,
c’est que le maximum sur le compact K7, d’une telle fonction, est atteint sur
sa frontiere parabolique.

Pour € > 0 et (¢,x) € Q posons, ue(t, z) = u(t,z) + ¢|z|?. On a évidemment
u(t,z) < ue(t,z) dans Q. D’autre part u. € CO(Q) NC*(Q) et

(3.3) (aa’f - A@E)(t, z) < —2ne, (tz)€ Q.

Comme K est compact, soit m, = (t.,z.) € K7 un point ol u. atteint
son maximum. Supposons m, ¢ Tr. Alors . € Q et 0 < £, < 7. Comme
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ue(te, ) < uel(te,ze), la fonction de Q dans R, z +— u(f.,z), atteint son
maximum en z.. On a donc Awu,(te, z,) < 0. D’autre part,

Ol (1., z0) = lim, Velle =7 ullo2e),

Bt et “h

Pour h > 0 assez petit, on a 0 < t. —h < T. Done (t. — h,z.) € Kr,
ol uc(te — h,Te) — uelte, ze) < 0. Par conséquent, %‘t‘—(tg,asg) > 0, donc
(%—’t‘ — Au)(te, ) > 0, ce qui contredit (3.3). On en déduit que m. € L.

On peut alors écrire,

supu < supu. = sup(u + € |z|?) <supu+Ce,
Kr Ky T Zr
car, §! étant compact on a |z|> < C pour z € Q. En faisant tendre £ vers zéro

il vient supu < supu < supu (car &r C Kr), ce qui prouve 1).
KT ZT KT

L’assertion 2) résulte de 1) appliquée & la fonction —u. Enfin 3) résulte
trivialement de 1) et 2). |

Corollaire 3.5. Soit v € C%Q) N C?(Q) une fonction réelle, telle que
%’f — Au > 0 dans Q. Siulsg > 0 alors u > 0 dans Q.

Démonstration. Pour tout T > 0Oona i}_glfu > 0. D’aprés le théoreme 3.4, 2)

T B
on a infu > 0 donc u > 0 sur K7 pour tout T'> 0, d’ob v > 0 dans Q. On a

T
bien siir des énoncés analogues si %it‘— — Au < 0; il suffit de changer v en —u.

B
3.2. L'équation des ondes

Théoréme 3.6 (cas homogéne). Soit 2 un ouvert borné de R™, I un
intervalle de R, to € I, f € H}(Q), g € L%(Q). H existe alors une unique
u e COI, HY(Q)) avec d,u € C°(I, L*(2)) telle que,

Ou=0 dans D'(I x()

Uty = .f
(3.4) "

U, =g
u € HY(Q), tel.
Cette solution est donnée par la formule
+o0

(3.5) w = Z [( Fren) cos|(t — to) v/ 2] + (5\7/,;1) sin(t — to)\/?\;]] en.
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Démonstration -

a) Ezistence : montrons tout d’abord, que pour ¢t € [, la série du second
membre de (3.5) converge dans HL(Q). 11 suffit pour cela, en notant ¢, (t) e,
le terme général, de remarquer que A, [c,|2 < 2(2,|(f, en)|? + (g, en)[?) puis
d’utiliser le fait que f € H} et g € L% Ensuite on a, u € C°(I, H}(Q)). En
effet soit £ € I et (¢;) C I, t; — & Alors,

e, — wgllfyy <23 (Anmf, en) 7| cosl(t; — to) /] — cos(T — to) /2|

+](g,e")}2i sin[(t; — to)\//\:] — sin[(f — to)\/X;]JQ) .

11 suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée pour montrer que
_Iili’l llue; — uzllma = 0. Ensuite on voit facilement que dans D'() on a,
j—+oo

u =3 ( — VAn (£, €a) sin[(t = to)V/An] + (g, €n) cos](t - m/@) en

n>1

et un raisonnement analogue montre que (ugl)) = 0,u € CO,L%Q)). N en
4 el - 1y _
résulte facilement que ug, = f, uy)” = g.

Montrons enfin que Ou = 0 dans D’(; x§2). Pour ¢ € Cgo(; x{) on a

@)= [ awie = [ 3 en®len avie Dt

n>1

/ch (OB em, (b, ) dt = /ch(t ) (em, B(t, ) dt

n>1 n>1
Lemme 3.7. On a(Au,9) = Y [(=Xn)ca(t)(en, ¥(t,-))dt.
n>1

Admettons un instant ce lemme. On a (—\,) e (t) = di:g ¢n(t). Intégrons
deux fois par parties dans l'intégrale sur I. Les termes de bord sont nuls car

¥ € C(I x9). On en déduit

(Au, ) = Z/cn(t) 7z (em 0(t, ) dt = Z/cn (t)(en, BF (¢, ) dt

n>1 n>1

- / S enlt)en, 020(2, ) dt = (u, 029) = (B2, ),

InZl

d’ou Ou = 0 dans D’(} xQ). =



172 13 e Théorie spectrale du probléme de Dirichlet pour le Laplacien

Démonstration du lemme 3.7. Comme ¢ € 030(3 %), la fonction
0(t) = ||9(t, )|l appartient & CJ(I). D’autre part,

112;1 Malen@®F < 201 1 + lgll72)-
Alors, en utilisant P'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient,

S Anlea®en, (e, DI < 201117 +llglZ) 2 0(8) € LN,

n>1

de sorte que le lemme 3.7 résulte du théoreme de Fubini-Tonnelli, puisque
(Ancn(t)len, ¥(t,-))) est intégrable pour la mesure produit. B

b) Unicité : la différence v de deux solutions est un élément de C°(I, H}(Q2))
tel que 8, v € CO(I, L4(Q)), qui vérifie,

Ov =0 dans D’(} xQ)
(3.6) Vo = vﬁs) =0
v € HYQ), tel.

Soit t; € I et ¢ € C§({2). Soit w une solution du probleme,

Ow =0 dans D’(; xQ)

3.7) v 0
Wy =9

wy € H3 (), tel.

En utilisant les égalités ((v, ¥) = 0, (Ow, ¥) = 0, pour ¥ € CF° (; %) de la
forme ¢ = 8(t) x(z) ou 8 € C$(I), x € C§°(82), on montre facilement que,

(3.8) vf") — Ay, =0, wt(2) - Aw, = 0.

On en déduit que (%) € CO(I, H-1(R)); de méme, (w,) € C°(I, H(R)),
(wM) e CO(1, L3(Q)), (w®) € CO(I, H~1(£Y)). Posons,

(3.9) F(t)::/ﬂvt(z)wgl)(z)dz—/nvgl)(:c)wt(a:)dz.

On montre que F est dérivable sur [ et,
(3.10)  F(t) = / v (@) w® (@) dz + (v, w®) — (0P, wy)
Q

~ [ @) ds
Q
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ou {,) désigne la dualité entre H}(Q) et H1(Q).
Il résulte de (3.8) ‘que F'(t) = (v, Awg) — (Av,wy). Comme v, € H
et wy € HE, il est facile de voir, par densité de C§°(S1) d(ms HY), que

<UtaAu}t = }4 fQ avt . 31;’; dz. De méme <A,Ut1wt> = — Z fQ 811: . 3:‘: dr.

On en déduit que F’(t) = 0 pour t € I. 1l en résulte que F( ) F(to)~ Dong,

F(t) = /Q veo (@) w1 (2) d /Q o2 (@) weo () dz = 0

d’aprés (3.6). Par conséquent F(t;) = 0 ce qui, en utilisant (3.7) s’écrit
Jou (z)p(z)dz = 0. Comme @ est arbitraire, on en déduit s, (z) = 0
presque partout et comme t; est arbitraire on a u; = 0 pour t € I. |

Théoréme 3.8 (probléme inhomogeéne). Soit Q un ouvert borné de R",
I un intervalle de R, ty € I. Soit F = (Fy) € C°(I,L*(f)). Il existe une

unique u € C°(I, H{()) N Cl(;, L%(92)) telle que,

Ou = F dans D’(; %),

(3.11) uy, =0,
ug) 0.

Cette solution est donnée par,

(3.12) u = Z /Sm(‘/_— ))F()ds>en,

n>1

ou

Fo=) Fa(t)en.

n>1

L’unicité résulte du théoréme 3.6. La preuve de 'existence est tout a fait
analogue & celle du théoreme 3.6 et laissée au lecteur.

4 . La formule de Weyl

Nous allons décrire, dans ce paragraphe, le comportement asymptotique (i.e.
lorsque n — +o00) des valeurs propres du probléme de Dirichlet pour le
Laplacien (cf. § 2). Cette question a été objet de trés nombreuses études
car il a été mis en évidence qu'il y avait des liens trés étroits entre ’étude
du spectre et la géométrie de Pouvert Q2 (volume, surface du bord, nombre
de trous, etc.). Nous nous limiterons dans ce paragraphe, pour des raisons
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de difficulté, & Pétude du premier terme du développement asymptotique.
Soit (An)n>1, la suite des valeurs propres du probléme de Dirichlet pour le
Laplacien, donnée par (2.5), (2.6).

Introduisons la fonction de comptage N(A). On pose pour A > 0,
(4.1) N()\) = cardinal {n >1: A, <A}.

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 4.1. Soit 2 un ouvert borné de R¢ de classe C*°. On a
(4.2) NQA) ~ (2r)~4Cavol(D A2, X = +oo,

ot vol(Q2) = [ dz et Ca = [, dz-

Corollaire 4.2. Sous les hypothéses du théoréme 4.1, on a

(2m)? 2/d
4. o~ p2/d .
(4.3) ‘ A [Cdvol(Q)P/dn n — +00

Démonstration. On sait que A, — +00. Prenons dans (4.2), A = Ay, pour
/2

no assez grand. Alors N(\,,) = no d’olt ng ~ (2m) ¢ Cq vol{Q2) Ans”. |
Exemple 4.3. Supposons Q =]0,1], d = 1. Le probléme (2.4) s’écrit alors
—u” = Au, u(0) = u(1) = 0. I1 est facile de voir que e, (r) = % sin(nnz) et
M\, = n2r? D’autre part vol(Q2) = 1 et Cg4 = vol([—1,1]) = 2 de sorte que
I’équivalence (4.3) est ici une égalité.

Démonstration du théoréme 4.1. On commence par montrer le résultat
suivant.

Lemme 4.4. Soit (An)n>1 une suite de nombres réels positifs telle que

+00
(4.4) la série Z e~ converge pour tout t > 0,
n=1
+o0 C
45 3Ce >0, a>0:Y et 2 t—0t.
(4.5) 0 ; e -
Alors
Co ™

cardinal {j € N*:); <A} ~ A — +oo,

al(a)’

ou I' désigne la fonction gamma.
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Démonstration.(*) Notons que 'on a, cardinal {j € N* . Aj < A} =
cardinal {jeN*':%g }leOI(J)ou 101(1)‘{1’ z € [0,1]
JEN- 0: ¢[ 3 ]
Nous devons donc montrer que
Aj Co
4.6 lim A S 1 _f) = ,
(4.6) A oo %\; IO’”( A/ al(a)

On interpreéte la quantité A= S 1,1 (%L) comme étant la valeur au point
JEN*
1p,1), de la forme linéaire donnée par,

o= 3 a(3)
JEN*

Soit & I'espace vectoriel des fonctions f : [0, +oo[— R, intégrables (au sens
de Riemann) sur [0, +oo[ telles que supe®|f(s)] < +oco; on le norme par
320

I fll = supe’|f(s)|. Pour ¢ > 0, on considere la forme linéaire sur & définie
s>
par, =0
(4.7) L(f) =1t f(M0).
JEN=
On a

Ll <t Y0 et fun < 3 et < K@) [1£]]
FEN* JEN*
d’apres (4.4). Dont £, est continue sur &.

Ensuite considérons, pour k € N*, les fonctions Fi(s) = e € £. 1l résulte
de (4.5) que, ‘

Z - Co Co [t _
— o Aj kt o ld
Lulfi) = e ¢ ot ko  T(a) Jo fuls)s d
car N . )
_ 1 o0 '«
ks ja—1 - -1
d = —— T @ d p—d .
/0 e s $= 13 /0 e x 7 peal

La forme linéaire £q sur £ définie par,

(438) ) = 15 / £(s)s*1ds

(*) Nous remercions M. Patrick Gérard de nous avoir communiqué la preuve de ce lemme.
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est telle que,

[Lo(F)] <

([T e < ol

Elle est donc continue sur £ et ||[Lo]] < Co. De plus si on désigne par &
'espace vectoriel engendré par les fx, kK € N*, on a

lim £, = Lg sur & C £.

t—0+
Par continuité, on a
(4.9) lir(§1+ L:(f) = Lo(f), V[ €&o (adhérence de & dans &).
t—

Lemme 4.5. Soit f : [0, +oo[— R une fonction continue a support compact
dans [0, +oo|. Alors f € &.

Admettons un instant ce résultat. On en déduit que,
(4.10) Jim Lo(f) = Lo(f), V€0, +00.

Soit g = 1jp,1)- Soient fy et f_ deux fonctions continues & support compact
dans [0, +oof telles que 0 < fy <1, f- < g < fy et ‘

1, 0<z<1—¢ 1, 0<z<1
f~(x):{0’ L‘Zl—‘% s f+(I):{O) z>14¢ "

On a alors,
Lo(f-) < Lelg) < Le(f4)-
D’apres (4.10) on a

Lo(f-) < lim Li(g) < tE—I(—T)X; L:(9) < Lo(f4y)

t—0t

ce qui implique

Co ['° . . — Co [t
a~lge < lim L£(g) € lim £(g) € = a—lds.
ry ), e I L0 B L@ S gy [ o

En faisant tendre € vers 0 on obtient,

Co
al(a)

t£%1+ Lt(g) =
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ce qui s’écrit, .

" lim t® 1 )\ t

B 3 B0 o0 = Sy
JEN*

Ceci prouve (4.6) et le lemme 4.4. B

Démonstration du lemme 4.5. En faisant le changement de variable
e”’ = z, on se raméne a montrer que, si g :J0,1] — R est continue et &
support compact contenu dans [d, 1] pour un é > 0, il existe une suite (P,)

de polynémes telle que sup %lg(z) — P,(z)| — 0, lorsque n — +oo. La
1]
1
fonction h(z) = {gg(z) L E](()) 1 est continue sur [0,1], car elle P'est sur
T =

10,1] et si z, — 0 on a z, < § pour n > ng et h(z,) = L g(za) =0

i.e. h(z,) — 0. Le théoréme de Stone-Weierstrass implique qu’il existe une

suite (Qn) de polynomes telle que sup |h(z) — Qn(z)] — 0, n — +o0. Alors
[0.1)

sup 1 |g(z) — 2Qn(2)| — 0. =
]0’1]

Retour & la preuve du théoréme 4.1

Soit (X,) la suite des valeurs propres du probléme de Dirichlet pour —A. En
vertu du lemme 4.4, pour prouver le théoréme 4.1, il nous suffit d’avoir un

équivalent de ) e~*»! lorsque t — 0*. Mais une telle expression apparait
n>1

dans la formule (3.2), qui donne la solution du probléme mixte pour I'équation

de la chaleur (théoréme 3.1). Cette remarque nous permet de préciser la

stratégie de la preuve.

Tout d’abord, compte tenu de (3.2) il est naturel d’introduire la définition

suivante.

Définition 4.6. On appelle «noyau de la chaleur» 'expression formelle

p(t,z,y) = Ze nt x)en(y) t>0, z,yc Q.

n>1

Ce noyau permet de résoudre le probléme mixte pour 1’équation de la
chaleur. Puisque |lex||12(n) = 1, on peut espérer avoir,

(4.11) / p(t,z,z)dz = Ze_)‘ nt

n>1

1l nous suffirait donc d’avoir un équivalent du membre de gauche de cette
égalité. Cet équivalent n’est pas facile & avoir, mais si Q = R, le noyau de la



178 13 e Théorie spectrale du probléme de Dirichlet pour le Laplacien

chaleur k(t, z,y) peut étre calculé par transformation de Fourier et on pourra
trouver un équivalent de [, k(t, z,z)dz pour t — 0%. La fin de la preuve
consistera alors & comparer cette derniére expression & fnp(t, z,z)dz.
4.1. Etude du noyau de la chaleur
Théoréeme 4.7

1) p € C°([0, +oof, D'(R2 x ).

3) La série définissant p, ainsi que les séries dérivées (en (t,z,y)) de tous
ordres, convergent uniformément sur tout compact de 10, +oo[x 2 x Q.

4) p € C*(]0, +oo[x§ x Q).
5) Sig € C3(R), la solution du probléme mixte (3.1) est donnée par,

ut<x)=/ﬂp<t,m,y>g<y>dy, 150, z€ 0

Démonstration

1) Montrons tout d’abord, que la série définissant p converge dans D'(1 x Q)
pour t > 0. Soit & € C§°(Q x Q); posons bp = {en ® €, ). Comme
d e CL( x N) C CP(R? x R%) on peut écrire,

B(z,y) = (2m)~¢ / eV 87 (z, £) de

ou $? désigne la transformée de Fourier en y. Ensuite, comme supp @ est
contenu dans K, x Ko, il existe 6 € C$°(Q) telle que ®(z,y) = 0(y) 2(z,v)
(on prend 8 = 1 sur K3). On a alors, puisque e, € C*° (),

bn:/Q/Qen(z)e—m@(x,y)dwdy
= ) /n /Q /,R eV en (@) en(y) 0(y) 8z, €) de dzdy

ou D'intégrale triple est absolument convergente. Par conséquent,
b, = (2'”)—d /d (em &)2(" 5))[,2 (oei(~,€), en)L2 dg.
R

On en déduit que

ﬁ: {bn] < (2m)~¢ / (Z lem )L2‘ )1/2
(lei i(en,eeﬂ-,c))uiz)l »
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On a d’autre part,

Z|<en,¢>2 Zlen,qﬂ GO = 192(, 6%

n=1

De méme,
N

Y llen, 0P < J0)12, .

n=1

Il en résulte que,
N
)¢ 2 b2 (. ¢ 2 af.
2 lenl < @m0l [ 1926, €)1 e

On en déduit que la série }: e *th, est convergente pour ¢ > 0 (puisque

n=1
et < 1) et, par le théoréme de convergence dominée, que la fonction

tes 3 e M e, ® &, B) est continue.
n>1

2) 1l suffit de montrer que, pour tous ¢, € Ce(Y) ona

(4.12) (0,,), 0@ %) = (5(z — y), p © 1) = /Q () () de

Posons
= <i:len B P@U) = Yé/nen(w)w(r)dr/ﬂmw(y)dy
= <i(w7 en)L2 6n,(p>.

N
Comme ¢ € C§°(02) C L?(N) on a N“’E 2 (Y,en)r2en = 1 dans L2(Q)
T n=1
donc dans D'(€2). On en déduit que Nlim an = (Y,0) = [P(z)p(z)dz,
— 400
d’ol (4.12).
3) et 4). Posons py(t,x,y) = Z e *ten(z)eq(y). On vérifie facilement que

(az (A + Ay))pn = 0. D autre part, on a vu que cet opérateur admet
pour solution élémentaire, la fonction,

z|? 2
E(t,z,y) = (47,(:))n P[“(U_;Tm‘)}

qui est une fonction C™ en dehors de Porigine ¢ = r = y = 0. Nos résultats
seront une conséquence du lemme suivant.
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Lemme 4.8. Soit P un opérateur différentiel & coefficients constants sur RE,
admettant une solution élémentaire E € C>(RF\ {0}). Soit X un ouvert de
RF et (u;) une suite de solutions (C) de Iéquation Pu = 0 dans X. Si (u;)
converge dans D'(X), elle converge aussi dans C>=(X).

Remarquons tout d’abord que ce lemme implique les assertions 3) et 4).

Démonstration du lemme 4.8. Soit K un compact de X, w C X
un voisinage de K, ¢ € C§°(X), ¢ = 1 sur un voisinage de @. Posons
r; = Plpu;) = pPu; + [P, ¢lu; = [P,¢lu;; on a, suppr; C X \w; done
T; € C§°(X \ w) et il existe un compact K de X \ w (indépendant de j) tel
que suppr; C K, ¥j. D'autre part, comme PE = §o on a, puj = E*xr;.
Soit 8 € C°(RF) telle qu’il existe ¢ > 0 pour lequel supp(l — 6) C B(0,¢)
(i.e. 8 = 1 hors de B(0,¢)). On a supp[(1 — 0)E] xr; C B(0,¢) + K. On
choisit & assez petit pour que [K + B(0,¢)] Nw = @. Alors pour £ € w on a
u; = (0 E) * r; et par hypothese 0 E € C>=(R¥). On a alors pour = € K,

(4.13) O%uy(z) = [0¥(OE)) xr; = {rj, 0%(0E)(z —-))-

Comme r; — r dans D'(X), le corollaire 2.2 du chapitre 4 (Banach-Steinhaus)
implique que la convergence est uniforme sur tout compact de C*(X),
Cest-a-dire sur tout fermé borné de C(X) (voir chapitre 1, § 2.4). Or
si K est un compact de X et ¢ € C*(R¥), 'ensemble {9z}zek, Ot Yz
est Papplication y + (z — y), est un compact de C>(X). Pour cela
on considere Vapplication ® : K — C®(X), z + ;. Cette application
est continue; en effet, si T, — « dans K et K est un compact de X,
alors sup |9%¥(z, — y) — 0°Y(z — )| < |on — 7| su};{; |8 0y (z)|. Alors,
zE€EK2

yEK;
®(K) = {tz}zck est un compact de C*°. La formule (4.13) montre que
(8% u;) jen converge uniformément sur K. |

Fin de la démonstration du théoréme 4.7. Il reste & prouver I'assertion
5).Sig € CY(R),suppg C K,ona fop(t,z,y)9(y)dy = [ p(t, 2,y)9(y)dy =

3 e ten(@)en(v)9(y)dy = 3 e *'en(®)(9,€n)r2, par convergence
n>1 n>1

uniforme de la série sur le compact {t} x {z} x K. Donc 5) résulte de (3.2).
]

On déduit du théoreme 4.7 que,
p(t,z,x) = Z et en (z)]? € C*°(]0, +oo[x ).
n>1
D’apres le théoréme de Beppo-Levi, on peut écrire,

(4.14) /ﬂp(t,x,x)dw = Z e leal2e = E et < too.

n>1 n>1
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En vertu du lemme 4.4, il nous suffit d’étudier le premier membre de (4.14).
Cette étude n’étant pas facile, nous commencerons par étudier le noyau de
la chaleur sur R™ tout entier.

Soit k(t,z) = (47t)~ % H(t)e~ 5.
Proposition 4.9
1) k€ CO([0, +oo[, D' (R%)) N C(]0, +00[xRY).
2) k(0,-) = o (la mesure de Dirac & I'origine).
3) (% —~ Ak)(t,z) = 0 pour (t,z) €]0, +-00[xR.
4) Soit g € C(R?). Posons, pour t > 0, u; = k(t,-) x g. Alors v = (u)
appartient & C*(]0, +00[xR%) N CO([0, +oo[xR?) eZ résout le probléme
de Cauchy, %it‘ ~ Au =0 dans [0, +oo[xR™, ug = g.

Démonstration

1) Il est évident que k € C*(]0, +oo[xR?). D’autre part, soit p € C(RY);
le changement de variable x = 2v/ty permet d’écrire,

(k(t, ), ) = 73 / e p(2v/y) dy.

Le théoréme de convergence dominée montre que le membre de droite est une
fonction continue sur [0, +oo].

2) La formule ci-dessus implique que,

k0, ,0) = [ p(0)dy = (0) = (30,2,

3) On peut écrire, pour ¢ > 0, k(t,z) = (4rrt)~% F(lz]) ou F(r) = ¢ %. Par
la formule (2.22), chapitre 3, on a, N
d—1 |2 d\ =2
AFJel) = ! (lal) + = F'(lal) = (g — 57) e %

D’autre part, on voit facilement que,

o

Ok le* _d )etsf
ot

(t,z) = (47rt)"% (@ —5)e

)

ce qui prouve 3).

4) On peut écrire, pour ¢ > 0,

uy(z) = (47rt)_g'/e“L;tyﬁ g(y)dy =% /e"zlzg(m ~2V/tz)dz.
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A laide de la premicre égalité et du théoréme de dérivation de Lebesgue
on montre aisément que (t,z) — ug(x) est C*° sur 10, +oo[xR¢; la
deuxieme égalité et le théoreme de convergence dominée montrent que
(ug) € CO([0, +oo[xR?).

On a, en vertu de 2), ug = 8 * g = g. Sur 0, 4-00[xR%, u est la fonction C*°,
(t,z) > k(t, ) * g. Il résulte de 3) que,

Ault,z) = (DKL) g)(@) = [2() 9] (@) = Zlk(t, )+ 9) = Ge(t,2). ®

La fin de la démonstration du théoréme 4.1 consiste & comparer p et k.

4.2. Comparaison de p et

Voici le résultat principal de ce paragraphe. Posons 0(y) = d(y,90Q) pour
y € Q, on d(-,-) est la distance euclidienne.

Proposition 4.10. Pour (t,z,y) €]0,+oo[xQ x QL on a

2
(47t)~% e~ 2 0 <t < to(y)

OSk(t,fE—-y)*p(t,fE,y)S{ 6(w)?
(@rto(y)) e 07, > to(y)

ot to(y) = —(3)—— (d est ici la dimension).
Démonstration. Soit ¢ € C$°() positive. On note § € C§(R") sa

prolongée par zéro hors de Q. Pour ¢ > 0, on pose v = k(t,-) * g. Alors
la. distribution v correspondante est une solution du probleme

v , d
(4.15) Bt Av =0 dans D’'(]0, +oo[xR?),
vo =g

et v € C*(]0, +oo[xR?) N C([0, +oo[xR?) d’apres la proposiﬁon 4.9. En
particulier, v € C°(Q) ol Q = [0, +oo[x (2. En outre, pour t >0 on a

(4.16) ot z) = (4mt)~4 /Q = g dy,

puisque § est nulle hors de 2.

Si on pose 8y = d(supp g,5¢2), on a |z — y| > 6y pour = € O et y € suppg.
On en déduit que,

82

(4.17) 0 <wv(tz) < (dmt)” fe” “/g(y)dy, Vz € dQ, Vi>0.
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Soit u € CU([0, +-00[, L*(R2)) N C*(]0, +-00[x ) la solution, donnée par le
théoréme 3.1, du probléme,

%ltf —Au =0 dans D'(]0, +oo[x ),
(4.18) uo = g,

ue € HY(Q), t>0.

Il résulte de la remarque 3.3 que u € Co(Q).

Posons w = v — u. Alors w est solution du probleme,

(?Tf —Aw =0 dans D'(]0, +00[xQ),
(4.19) wo =0,

we = vylon sur 9N, >0,

On a alors w € C%Q) N C*HQ), on Q =0, +o0[x€2. D’apres (4.17), on a
w 2> 0 sur Q). On déduit du corollaire 3.4 (principe du maximum) que w > 0
dans Q.

D’aprés le théoreme 4.7, 5) et (4.16) on a, pour t > 0,

w(t, z) =/Qk(t,x~y)g(y)dy~/np(t,r,y)g(y)dy

(4.20) w(t,z) = (9,k(t,z — ) - p(t, z, )) >0 dans @,

ol on a noté (,) la dualité £, C*, puisque g € & et pour tous t > 0, z € ,
la fonction y — k(t,z — y) — p(t, z,y) est C* dans Q.

Soit t > 0,z € Qet yo € Q. Soit ¥ € C&P(RY), ¥ > 0, Svy)dy = 1,
suppy C {z : |z| < 1}. Posons 9. (y) = eT™P(¥2); si £ est assez petit on
a, e € C5°(Q). De plus (1) — &, dans E'(Q). En prenant g = v, dans
(4.20) et en faisant tendre £ vers zéro on obtient,

k(t:I - yO) _p(ta z, yO) = Elgr(l)('lpe,k(t,fli - ) —p(t, z, )) 2 0.

Ceci prouve la premiére inégalité de la proposition 4.10. Ensuite revenons aux

62 2
inégalités de (4.17). La fonction ¢ — t—% e~ %% est croissante pourt <tg= g%
et décroissante pour t > ty. On en déduit que pour £ > 0 et z € 952 on a,

(dmt)y " 3e 9(y)dy, si t <tg,
0

sup v(s,z) < o
o=t (4wto)“%e"ﬁ5/g(y)dy, si ¢ to.
Q
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Comme d’apres (4.19), w = v sur ]0, +00[x9Q, le corollaire 3.5 implique que
w vérifie les mémes inégalités dans }0, +-00[x . Si maintenant nous prenons,
dans (4.20), g(y) = e "1p(¥22), alors faa(y)dy <1 et comme le support
de g converge vers Yo, 8o = d(supp g, 08) converge vers 6(yo) = d(yo, 0Q), ce
qui prouve la deuxieme inégalité de la proposition 4.10. B
Corollaire 4.11. Soit (t,z) €]0, +00[x2; notons §(z) = d(z, ). Alors,
)2

() 0< (4nt)~% — p(t,z,2) < (4nt)~f e 5, t € J0, %],

(i) (drt)~% vol(Q) — [, p(t,z,2)dz < Ct=5+E, ¢ — 0T
Démonstration
(i) résulte de la proposition 4.10; il suffit de prendre z =y € §.
(ii) Posons g(t,z) = (47rt)‘% — p(t,z,z). On peut écrire,

OS/g(t,m)dz:/ g(t,m)da:+/ g(t,)de =L+ 1.
Q 6(x)<V2dt 8(z)>V2dt

Nous aurons besoin du lemme suivant. Pour o > 0 posons,
F(a):/ dz = p{z € Q:0(z) < a}.
#(z)<a

Lemme 4.12. 1l existe C > 0 telle que F(a) < Ca pour tout a > 0.

Admettons un instant ce lemme.
e Considérons le terme I;.
D’aprés la définition 4.6, on a p(t,z,z) > 0, de sorte que g(t, z) est majoré

par (47rt)'%‘ 11 résulte du lemme 4.12 que,

(4.21) I < (4nt)~ 3 F(V2dt) < Cit73%, £ > 0 assez petit.

e Considérons le terme I.

2
On remarque que 8(z) > V2dt est équivalent & t < ﬁz_IaL; on peut donc
utiliser Pinégalité (i) du corollaire 4.11. On obtient,

= 2
(4.22) I < (4nt)~4 / 5 dz.
0(z)>VIdi

52
Lemme 4.13. Posons so = V2dt et ¢¥(s) = e~ pour s > 0. Alors,

+oo
/ W(6(x))dz = — / W (s) F(s)ds — %(s0) F(50)-
8(x)>s0 S0
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Admettons aussiun instant ce lemme. On déduit de (4.22) et des
lemmes 4.12 et 4.13 que,

IR

oo g 2
I, <C4rt)” / —e T sds, (car — 9(so) F(so) <0).

V@ 2t

22
Posons dans I'intégrale, s = vtz il vient I < %(4#1&)‘%*% f0+°° 2% e dx,
ce qui, ajouté & (4.21), prouve (ii) du corollaire 4.11.

Démonstration du lemme 4.12. On sait que {1 est un ouvert borné et
qu’il existe p € C1(RY) telle que,
Q={zecR?: pz) <0}, 90 = {z € R¢: p(z) = 0}, dp # 0 sur 9Q.

Point 1 :3M > 0: |p(z)| < MO(z),Vz € Q.
Il existe R > 0 tel que @ C {z € R?: |z] < R}. Posons M = sup ||p'{z)|.
z|<R
Pour z € et y € 9Q on a, |p(z) — p(y)| < M|z — y|. Comme p(y) = 0 il
vient, |p(z)| < M|z —y| et donc |p(z)| < M ienafa lz —y| i.e |p(z)] < MO(z).
y

Posons O, = {z € 0 : p(z) < M a}; alors,

(4.23) Fla) < / dz.
Oq
Point 2 : pour x € 0, il existe iy € {1,...,n}, €& > 0, cz > 0, tels
que }gﬁ—(y)l > cg, pour tout y € B(z,e;) (boule ouverte). On a bien siir
o0 C e%ﬂ B(z,e.) et comme Of) est compacte, il existe N > 1, z; € 9Q,
x

N
€;>0,¢; >0,7=1,...,N tels que, 3Q C .UIB(I]',E]') et,sur B{r: = ' n
J:
3p N ,
a, la%(;‘) (y)| 2 Cj) ou SO(]) S {1,...,71}.

N
Point 3 : il existe ag > 0 tel que Oy, C U B(zj,e;). On raisonne par
=

I'absurde; sinon, pour tout k > 1 il existe yz € (’)% tel que yi ¢ j§1 B(xj,&5).
Comme 2 est compact, il existe une sous suite (Yo(xy) qui tend vers § € Q;
or p(yx) < 2 donc p(y) = 0 i.e. T € 9N mais § ¢ j§1 B(z;,¢&;), ce qui est
une contradictiom. ‘

N .
Conséquence : pour a < ag on a, Oy C 'UI(B(Q:J‘,E]‘) N O4); donc.
j=

N
4.24 F(a) < / dx.
(4.24) () Z OuNB(z;,e5)

i=1
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Point 4 : fixons j € {1,...,N} et supposons, pour simplifier I'écriture,
que l'on a ]g%%| > ca > 0 sur B(zj,e;). Soit x : Oqf N B(xj,e;) — RY,
z — x(z) =y, ou x;{(z) =5, 5 =1,...,d = 1, xa(z) = —p(z). Le module
du déterminant du jacobien de cette transformation vaut '5%% (r)| Donc x
est un C! difféomorphisme sur son image. Comme dans Qg N B(zj,e;) on a
lz| < |zj| +€; et |p(z)] < Ma, Pimage est contenue dans un ensemble de la
forme {y = (y',ya) : |¥'| < A, yq €]0, M a]}. Par le théoréme du changement
de variable on a

-1
dz ““/ y 1 Y d
/OaﬂB(Ij,sj) [©aB ’azd ( D‘ v

Ma
_1/ / dyady’ < Ko
ly'|<A

Il résulte de (4.24) que F(z) < Ca, pour a €]0,a0]. Pour a > ag on a,
F(a) < vol(Q2) < 2 ¢, (]

Démonstration du lemme 4.13. C'est une conséquence du théoréme de
Fubini-Tonnelli. En effet posons p =9’ et O = {z € 2:6(z) > so}. On a

+o0 +oo
/ (/ ga(s)ds) dz:// 1{3>9(I)}¢(S>d8d$
(@) 6(x) O Jso
+oo
:/ QO(S)(/ l(g(r)<s}d.’l?)ds
O

3o

+00
- /so 90(3) (/sq<9(x)<s dﬂ?) s

+oo
= / () (F(s) — F(s0))ds.

so
Comme 9 — 0 lorsque s — +00 il vient,

+o00

- /O WO dz = [ W(s)F(s)ds + w(s0) F(s0).

30
|

Fin de la démonstration du théoréme 4.1. On déduit de (4.14) et

du corollaire 4.11, que e !

+o0
Z et est équivalent 3, d—olt%d—}; pour ¢ — 0%, Il résulte du lemme 4.4
=1

que, N(A) ~ ﬁ%@—) At = (2m)%Cy vol(Q) A%, ot Cy = flrl<1 dz. H

est convergente pour tout £t > 0 et que



Chapitre 14

Problemes

I « Enoncés

n
Probléme 1. Soit X = _Zlaj(:z) % un opérateur différentiel du premier
i=
ordre sur R™. On suppose que les a; sont C°° sur R™, a valeurs réelles et
qu’il existe une constante 4 > 0 telle que, pour tout j = 1,... n,

M sup [a(2)] < A.
: TER™

On rappelle que sous ces conditions, pour tout z € R", il existe un unique
n—uple de fonctions réelles, x(t,z) = (x'(s, T),...,x"(t,z)) définies pour
tout ¢ € R, solutions du systéme différentiel,

- 0 =0, e,

X’ (0,z) = zj, j=1,...,n,
et que, de plus, (t,z) — x7(t, ) est C* sur R x R™, pour tout j € {1,...,n}.
On notera dans ce qui suit Xt 'application de R™ dans R™, x v+ x(t, ).
I. 1) Justifier le résultat rappelé ci-dessus. ‘

2) Montrer que pour s,t € R et z dans R™, on a

X(t)X(Sw I)) = X(t + s, 3:)

3) En déduire que pour tout ¢ € R on a, x—tox: = Id et que x; est un
difféomorphisme C* de R™ dans R™.

IL. 1) Soit ¢ € C§°(R™). Calculer (%((po Xt)-

2) Montrer que pour ¢ € R on a, lIxe(z) — z|| < Ajt], o ||y|| = sup |y;] et A
- J

est défini en (1). En déduire que si suppp C {z:|z| < M} on a

o
SUpP(p o x¢) Usupp - (0o x,) C {x : 2] < M + Altl}.
at
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3) Soit T € D'(R") et ¢ € Cg°(R™). On considére la fonction G définie
sur R par G(t) = (T, ¢ o xt). Montrer que G est dérivable en zéro et que
G'(0) = (T, X ). En utilisant 1.2), montrer que G est dérivable en tout point
to € R et que G'(to) = (T, X9) ol ¥ = 9 0 X¢o-

4) Soit *X le transposé de X défini par, ‘X T = - > 5 (a,;T), T € D'(R™).

=1

Soit T € D'(R") telle que ‘XT = 0. Montrer que pour tout t € R,
zo ¢ suppT si et seulement si xt(zo) ¢ suppT, (ou bien zo € suppT ssi

x¢(zo) € suppT).

Probleme 2. Une fonction u € L2 (R?) sera appelée solution faible de
I’équation,

ou 0

— — 2 —
(1) 3 + Frl 0
dans R? si, pour toute ¢ € C§°(R?) on a
Oy 2 0p _
(2) // (ué—t—Jru 63E)(:c,t)dacdt-.(),
RrR2

1) Montrer qu’une solution faible de (1), qui est de classe C ! dans un ouvert
© de R?, est une solution au sens usuel dans 1 de I’équation,

® %’;‘ +ou % ~o0.

2) Soit f € C'(R%R) telle que f' # 0 sur l'ensemble f~1(0). On pose
I = {(z,t) € R? : f(z,t) = 0}, Q4 = {(z,t) € R% : f(z,t) > 0},
Q_ = {(z,t) € R? : f(x,t) < 0}. Soit uy (resp. u_) une fonction C* sur
T2, (vesp. ©2_) et u la fonction qui vaut uy dans Q4 et u_ dans Q. Montrer
que si u est une solution faible de (1) on a

(4) (ui—ui)g—g+(u+—u_)%zo sur T.

Probléme 3. Pour m € N, on notera A,, I'ensemble des fonctions continues
sur R telles que, |f(z)] < Clz|™, pour tout |z| > 1.

Soit x € CP(R), x(z) = 1 pour |z] < 1. Pour f € Am, on introduit les
fonctions continues sur R,

t"“’Fl(t):/

Jz|<1
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et on considere la distribution,

1) r=r+(; )" R,

On notera dans la suite T = [, e"* f(z)dz.
1) Montrer quesi f € L*(R), T coincide avec l'intégrale usuelle, [ e f(z)dz.

2) Montrer que pour f € A,,,, T est la limite dans D'(R), lorsque € tend vers
zéro, de la suite de fonctions continues,

(2) T.(t) = / e x(ex) f(z)d.

3) Soit f € Ap,. Montrer que pour k € N, 2% f € Apk et,

[e”’”zkf(x)dxz (%%)k/*e“’”f(x)dm.

4) Soit f € A, telle que f' € A,,,. Montrer que,
/e“I f(z)dz = —z't/-e"“C flz)dz.

(Indication : montrer auparavant que, € fl::l>l et x'(ex) I—f,ﬁ,,%dx converge
vers zéro uniformément sur R, lorsque € — 0).

En déduire la forme de T lorsque f = 1.

5) On suppose f € C®°(R) et f®) € A,,_x, Vk e N.

a) Montrer que pour j € N, la fonction ¢ = [, e*® f0m+2+9)(3) 4.

Ci(R).

b) Montrer, en utilisant 4), que t"t2*IT € CI(R), j € N. En déduire que
T e C(R\0).

6) Soit (fn) une suite de A, et f € An. On suppose que (f,) converge vers
H fu(z)—f(z k]

f dans L} (R) et ngrfw fIIIZI J—l(l—‘%n(—)ldm = 0. Montrer que l'on a, dans

DI(R)’ .

lim e fo(z)dz = /e“mf(:):) dz.

——
n—+too fo .

Probléme 4. Soit P un opérateur linéaire continu de C§°(R™) dans C*°(R").
Si il existe une distribution K, € D'(R™ x R™) telle que,

(1) (Pu,v) = (Kp,vQ®u), Vu,veCFR")
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(ot (v ® u)(z,y) = v(z)uly)), on dit que K, est le noyau distribution de
Popérateur P.

1. 1) En utilisant la densité de I'espace CPRYQCH (Ry) dans C§° (R7 xRY)

montrer que, si il existe, ce noyau est unique.

2) On suppose que, P = 3> aa (z) D est un opérateur différentiel &
lal<m

coefficients C*° sur R".
a) On note T = é(z — ), la distribution ¢ — (T,¢) = [ p(z,z)dz.
Montrer que (Dz, + Dy,)T =0,7 =1,..., 1. En déduire que,

P(z,D.)T ="P(y,Dy)T

ot tP(y,D,)T = % (-1)I*Dg(aa(y)T).

loj<m
b) Montrer que P a pour noyau, la distribution K, ='P(y, Dy)T. Quel est
le support de K7

II. Dans ce qui suit, pour m € R, on note S™ l'ensemble des fonctions
a = a(z,£) de classe C* sur R} x RE, a valeurs dans C, telles que pour tous
a€eN geN,

(2) |02 8¢ a(z,€)] < Ca(l+ €N, V(z,6) € R x RE.

Les éléments de S™ sont appelés les symboles. A un symbole a € S™, on
associe. opérateur P sur C§°(R™) par la formule,

3) Pu(z) = (2m) " / e afz, £)a(€) de

1) Montrer que P envoie C§°(R™) dans C>®(R").

2) On suppose a € S™, avec m < —n. Montrer que P admet pour noyau, la
fonction continue sur R} x RY,

Ky(a,) = (2m) " [ = afa, ).

Montrer que si m+ j < —n, ou j € N, on a K, € CI(R™).

3) On suppose a € S™, m quelconque. Soit x € Cg° (R™), x = 1 pour |z} < 1.
On considere 'opérateur P. défini sur C§°(R™) par,

(@) Pau(z) = (2m)" / 7 x(e€) alz, €) a(€) dE
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Montrer que, pour & € C§°(R™), P.u converge uniformément sur R" vers Pu
défini en (3), lorsque € — 0.

4) Soit Kp, (z,y) = (2m)™" [ C¥ ¢y (e€)a(x, £)dE, le noyau distribution
de P.. Montrer que, pour tout N € N et tous u,v € C*(R"™),

(5) (Kpv@u)=

o [ e XD
(2 /// (1+ €)Y u(y) (1 = Ag) " v)(z)dzdydg.

5) En prenant, dans (5), 2N > m + n, en déduire que (K, ,v ® u) converge,
lorsque € — 0, vers,

)" z—y)€ __“\HS) a(z £) _ N’U Vdz
Cm [ff e S w1 - A o)) dodyd.

6) En déduire que 'opérateur défini en (3) a un noyau distribution K.

7) Montrer que, pour a € N,

(@ — ) K, (z,9) = (2m) " / =€ (D) [ (e€) alz, £)) dE.

8) On suppose |a| > m+n. Montrer que, (£—y)* K, converge uniformément
sur R} x R? vers (2m) ™" [ e=~¥)¢(—D;)a(z, &) dE.

9) En déduire que

(@~ 9)" Kylay) = @n) " [ = 0¢ (Do a(a, ) de.
10) Soit j € N. En prenant « tel que |a] > m + n + j, montrer que

K, € C/(R} x R \ D) ou D = {(z,y) : = = y}. En déduire que
Kp € C®(RE xR\ D).

Probleéme 5. Soit (an)nez une suite de C telle que :
3C >0, Fa>0:|a,| <Cln|*, VYneZ.

1) On considére la suite de fonctions C* sur R définies par,

N
Tn(@)= ) ane™, NeN.
n=—N
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Montrer que la suite (T)ven converge dans D'(R), lorsque N — +o00. On

notera ) ape'™ sa somme.
nez

N )
(On pourra considérer Sy(z) = Y e, oukeN k> ).

n=—N
2) On considere la fonction 27— périodique, définie sur [0, 2| par,

flz) =3 (n ~2).

En développant cette fonction en série de Fourier, montrer que,

N
sinnz 1
im Y = (7 - dans L2 )
N}_ng - 2(7r z), dans L?(0,27)

n=1

+oo |
En déduire que )7 SRE = f(z), dans D'(R).

n=1
3) En calculant de deux facons la dérivée au sens des distributions de £,
montrer que, dans D'(R), on a 1'égalité,

> e =2 Y b
neZ nez

ol dz, est la distribution ¢ — ¢(zo).
4) Soit ¢ € C°(R). On note ¢(n) = [ ¢ y(z)dz. Montrer que

Z P(n) = 2w Z p(27n).

ne’ nez

2

Probleme 6. On note O3 Popérateur des ondes dans R, x R(z V)

et on pose p(t,z,y) =t —z* -y, teR, z € R, y € R.

1) Soit f une fonction C? sur R ne dépendant que de p, i.e.

f(tz,y) = Flp(t, z,9))
ou s+ F(s) est une fonction définie sur R. Montrer qu’alors,

(1) Of=LF o L=4s @ +6d
- T 7 ds? ds’
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2) Pour £ > 0, on note H,(s) la fonction caractéristique de Je, +oo[. Calculer
L( \/—s)) dans D' (R}.
Soit C = {(t,r,y) € R®: ¢ > 0, p(t,z,y) > 0}. On considére la fonction R®

définie par,

1 1
Blt,o,y) = { 27 V& =22~y
0 ailleurs.

dans C,

3) Montrer que E € L} (R?). (Calculer Jerpyrcn(t® = 2?2 — y?2)~ 12 dz dy).
4) Montrer que, pour ¢ € C®(R?) on a,

(OE,¢) =
+00 27 +o0 2
27(/ 1 / / (Oe)( s;r TC(:S@ ,T sin @) drd()) ds
Vs+7

5) Soit ¥ € C§°(R) et L défini & la question 1) par I’égalité (1). Montrer que
pour 7' € D'(R) on a,

(2) (LT,¥) = (T, L*¢)

ou L* est un opérateur différentiel que 'on précisera.

6) Pour ¢ € C§°(R?) on pose

rdrdf.

3) ¢(s):/02”/0+°° e(Vs+712,7cosf,r sinb)

2v/s+1?

En admettant que Tp(s) = (L*@)(s), oit L* est défini en (2), montrer que
(OE,¢) = -2 lim (Ve & (e))-

7) Pour ¢ € CP(R®) et r,t fixés, on pose,
27
?(t,r) :/ @(t,rcosf,rsind)db.
0
Montrer, en utilisant (3) que,
g, . 1 e 9% R rdr
ds(s)—Z<L (vr +€’T)r €
+o00 N
_ rdr
-f, AR )
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8) En intégrant par parties, dans la deuxieme intégrale du membre de droite,
montrer que,
dp
s (e) =
ol lim VER(g,p) = 0.
£

9) En déduire que la distribution E' vérifie dans D'(R?),

4\[ ?(v/€,0) + R(e, ¢)

OF =6.

Probleme 7. Pour R > 0, on notera, dans ce qui suit, ug la distribution sur
R™ définie par,

1 n
(bR, 0) = 757 p(z)dor, € C(RY),
ISRl Jiz|=r
ou dog est la mesure portée par la sphere de R™, {z : |z} = R} et

|Sr| = flzl=R dor
1) En utilisant la formule de Gauss, calculer,

a,-:/ z;dogr €t aij:/ zizjdor, 1,j=1,...,n.

jz|=R |z|=R

2) Calculer la limite, dans D'(R™), lorsque R tend vers zéro, de la famille de
distributions —15 (80 — pr), o &g est la distribution de Dirac & Dorigine.
3) Soit f € LL(R™). On suppose que pour tout R > 0 on a, pour presque tout
z, f(z) > (pr* f)(z). Montrer que A f (o0 A = Z —7) est une distribution
négative c’est-a-dire (A f,p) < 0, pour tout ¢ € CO (R™), ¢ > 0.

Probleme 8. On notera dans ce qui suit, Lip(R™), I’espace des fonctions
u € L*(R") telles que,

) JA>0: |u(z) —uy)| < Alz—yl, Vz,y €R".
L’objet de ce probleme est de montrer Péquivalence suivante.

(2)  weLip(R") <= u € L®(R") et % e L®RY), i=1,...,n.

I. 1) Soit T € 7'(R™). Pour h € R, on note 7i T la distribution définie par

(riT, ) = (T, 72,0}, ¢ € C(R™), ot i) = (z1,. . T — hy o, T).
Montrer que dans D'(R™) on a, lim —’*1,1——1: .
h;eu
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2) Soit u € Lip(R™). En utilisant (1) et 1) montrer que,

3 !(%,wﬂ < Allpllige, Ve € CPRY).

3) En déduire que g+ € L=(R™).

I1. Soit u € LOO(IR") telle que ‘5% € L®(R™), ¢ = 1,...,n. On suppose de
plus u continue.

1) Soit p € C§°(R™), p > 0, telle que [ p(z)dz = 1 et p(z) = e ™p(%). On
pose u. = u * p.. Montrer que |u.(z) — u.(z')| < i} ||%‘:‘|Lm(kn)lz - z'|,
Vz,z’ € R". En déduire que u € Lip(R").

I Soit w € L*(R") telle que £ € L*(R"), i = 1,...,n. Soit
E = cy|z|* " sin > 3, E = cLn|z| si n = 2, une solution élémentaire

de A (le Laplacien).

1) Soit 6 € C§°(R™), 6§ = 1 pour |z| < 1. Montrer que A(0E) = & + w,
w € C§°(R™).

2) On pose E; = 9 . Montrer que E; € L}Y(R"), i = 1,.
3) Montrer que u = gf_— * B+ &, @ € C®(R™).
i=1
4) Soient z,2" € R™ et (1z—5 f)(2) = f(z — 2’ + 2). Montrer que

1(6% * B;) (@) - ( *E)(x)]<l|n o Ei — Eil| 1z

}g—;an(R")'

5) En déduire que u est continue et conclure.

Probléme 9.

Rappels (i) Pour p € [1,+oo[, L} (R") désigne 'ensemble des (classes de)
fonctions u : R™ — C, telles que §u € LP(R™) pour tout 6 € C$°(R™), ou, de
maniére équivalente, u € LP(K )} pour tout compact K C R™.

(ii) Le Laplacien, A = E s, possede pour n > 3, une solution élémentaire
E de la forme, E = ]—F'L—g ou C est une constante non nulle.
On supposera dans ce qui suit n > 3.

I. 1) Montrer que E € LY (R"), pour p € [1,po(n){, ot po(n) est a
déterminer. On fixe dans ce qui suit p €]1, po(n)|. Soit g tel que % + % =1

Alors ¢ E];%%,%—oo[.
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Soit g une distribution positive & support compact dans R"™. Alors
w* E € D'(R™). On se propose de prouver que pux E € L (R™).

loc
Soit 6 € Cg°(R™), supp b C {z : |z] < A}
2) Montrer que, pour ¢ € C§°(R™) on a

(6(H * E)aW) = (u:E * (9({7»

3) Montrer qu’il existe C; > 0, M > 0 tels que,
[(8(u* E), )| < C1 sup |(E*(0¢))(z)].
lzj<M
4) Montrer qu'il existe Cy > 0 telle que, pour |z] < M et ¢ € C°(R™) on a

(@ @N@IsC( [ 1BEPE) el

l2|]<A+M

5) En déduire que p+x E € L (R"), puis que p* E € L] (R"), pour
r € [1,po(n)].

II. Soit u € D'(R™) telle que A u soit une distribution positive. On se propose
de montrer que u € L], (R™), pour r € [1, po(n)|.

Soit 8 € C§°(R™), V un voisinage ouvert de suppf et x € C§°(R™), x > 0,
x=1sur V.

1) On pose p = xAuet T =u— px E € D'(R™). Montrer que ss(T") C V<.

2) Montrer que u € L™(R™) pour r € [1,po(n)[.

Probléme 10. Soit u € L(R") telle que 4 soit une fonction mesurable,
positive, bornée. Soit ¢ € C*([0, +oo[) décroissante, p(t) = 1si 0 <t <1,
p(t) =0sit>2et 0< ¢ <1 On pose pr(l) = w(l%'), k € N*, puis
v = Ui et Iy = ka(f)dg

1) Montrer que (Ix)ren- €st une suite croissante, positive et que,

(0 Iy <|lullpell@allzr -

2) Déduire du théoréme de convergence monotone (*) que 4 € L(R™).

(*) N.B. On rappelle I'’énoncé du théoréme de convergence monotone. Soit (vx) une suite
croissante de fonctions intégrables réelles; alors

kgTw/vk(s)de=f(kgfka@))desm.
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3) En utilisant la distribution v € §’(R™) telle que,

_a+pT

U= Logla 1 )

Montrer que H™?(R") n’est pas contenu dans L>(R™).

Probléme 11. Pour s € R, on notera H*® P'espace de Sobolev H*(R™). Soit
P = P(D) un opérateur différentiel d’ordre m & coefficients constants dans
R™. On suppose qu'il existe § €]0,m] tel que, pour tout s € R, il existe Cy > 0
telle que,

(1) lullgsrs < Co(llPullgs +llullms), Vue CFR™).

1) Montrer que (1) est encore vraie pour u € H*t™.

2) Soit ¢ € C§°(R™), suppy C {z : |z| < 1} telle que [¢(z)dz = 1. Pour
€ €]0, 1], on pose @, (z) = "p(%). Soit u € H* telle que Pu € H*. On pose

Ue = @, * U
a) Montrer que u, € H*+™.

b) Montrer que (u.) converge vers u dans H*® et (Pu,) converge vers Pu
dans H*®, lorsque e tend vers zéro.

¢) En déduire que ||ucl|gs+s reste bornée par une constante indépendante de
€.

d) Montrer que u € H**S,
3) Soit u € £'(R™) telle que Pu€ N H°. Montrer que u € N H*.
s€R sER

Probléme 12. On utilisera dans ce qui suit le fait suivant : si v € L®(R")
et x € S(R") alors uxxy € L®(R") et Fluxx) =1 %

I. Notations : soit p € C&(R™), ¥ = 1 pour [¢| < 1, ¢ = 0 pour ¢ > 1.
On pose p(€) = w(g) — (£). On voit facilement que,

i) suppp C {€: 3 < ¢ <2}
N-1

i) ¥(&) + ZO @(27PE) = p(27N¢),VEE R, VN > 1.
=

Soit o €]0,1{. On introduit 'espace

c%7 = {u € L®(R") : [u], = sup ____‘__lu(iﬂ;):;;gy)l < +oo}.



198 14 e Problémes

Pour « € C%?, on définit u, € S’'(R™), pour p € Z, p > —1, par 41 = ¢(§) 4,
ip = p(27P) 0, pe N.

1) Montrer que u, € C*(R") et 9%y, € L>(R™), Va € N", Vp > —1.

2) a) Montrer que pour p > 0,

up(z) = / {u(r - ;—p) - u(m)} h(y)dy ou h= .

b) En déduire qu'il existe C > 0, indépendante de u et p, telle que,
lu-illze < Cllullre et |lupllre < Clulo27?7, peN.

3) Montrer que les séries Y u, et ) i, convergent dans S'(R") et que

p>0 p20
f( > “P) =2 Up.
p20

p2>0

4) Montrer que la suite ((27N€) @) nen- converge vers 4 dans S'(R™).

5) En déduire que u = u_1 + ) Up.
p20

I1. On étudie la réciproque.

Soit, pour p € Z, p > —1, v, € C°(R") telle que 9%v, € L°(R"), Va € N?
et,

i) suppd, C {€: 327 < €| <227}, pe N, suppi1 C {£: [¢] < 1}

ii) flvpllpee < M2777, p > —1.

On pose u = v_1 + »_ Vp (série qui converge dans L°); on se propose de
P20

montrer que u € C%°.

1) Soit z,y € R™ tels que, 0 < |z —y| < 1. On fixe un entier ¢ tel que
q-1 +oo

n < ley < 29" et on pose, Sg = 3. vp, Rg = ) vp. Montrer que
p=-1 P

[Rq(z) — Rq(y)| < C27°%

q—1
2) Montrer que |Sq(z) — Sq(¥)| < |z —yl Z” El: 10% vpl| oo
p=-1]a|<L1

3) Soit w € C®(R") N L*=(R™) telle que suppw C {£ : [¢| < R}. Montrer
que : Ya € N*, 3C, > 0: [[0%w]|pe < Co RIw) o
Indication : écrire W = 8(%), o § € Cg°(R™), § = 1si [£] < 1.
4) En déduire que u € C°7.
III. On introduit 'espace
C2 = {ue L®[R"):0%ue C®, |a| <2} et [uro= » [0%ul,.

|a|<2
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On admettra que la méthode développée aux parties 1 et 2 permet de montrer
que,

1) siu € C¥ et 4y = (&)1, 4, = (2774, p € N, alors u, € C
up € L, Vo, fuallie < Cllullze, fuplim < Clulon 2772 et

U=U_1 4 Y Up.
P20

2) Soit v, € C™, 0%vp, € L™, Vo, Vp > —1 telle que,
i) supp 0, C {€: 327 < €] <22P}, p € N, supp oy € {€:[¢] < 1}.

i) lvpllpee < M27PCH9) p > 1 alorsu=v_y + Y. v, € C27.
p20

IV. Soit u € L®(R™) telle que Au = f € C%?, o0 A = ¥ 8%2;. On se
j=1 0
propose de montrer que u € C?,

Soit f = f_1+ Y fp, le développement de f donné par la partie 1. On pose
p20

Up = »I?lr,fp, p > —1. Montrer que,

1) supp -1 C {£: |¢] < 1}, suppd, C {¢: %2” < |l <227},

2) v, € C®, 0%vp € L® Va e N*, Vp > —-1.

3) llupllLe < C27PC+9) p > —1; (écrire ¥, = x(277€) 0, comme dans 3),
partie 2).

4) u=wv_1+ ) vp et conclure.
p20

V. Nous allons montrer que le résultat de la partie 4 est faux dans la chaine
des espaces C*(R™) usuels, n > 2.

Notons pour R > 0, Bg = {z € R" : |z| < R}. On introduit les espaces
E = {ueC’R") : Au e C°(R"), suppu C Br}
F={ueC*R") :suppuC Bgr}.

Ce sont des espaces de Banach, lorsqu’on les munit des normes,

lulle = sup [u(z)| + sup [Au(z)|
lullr = 3 sup|D*u()].
o<z

On va montrer que F ¢ F. On raisonne par ’absurde.

1) Supposons E C F. Montrer, en utilisant le théoréme du graphe fermsé,
qu'il existe C > 0 telle que, pour tout u € F, on ait,

W >~ 1D%(0)] < O('sup u(z)| + sup [Au()])

|x}|=2
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2) Montrer qu'il existe ¢ € C™ tel que Z ¢} =0mais > |¢%|#0.On pose
=1 Jal=2

U(z) = =9 e R™, ou (z,() = Z z;¢;. Calculer AU et (D*U)(0).
j=1
3) Soit x € C§°(Br), x = 1 pour |z] £ 2 R. Soit N € N. On pose,

N
ui(z) =272 (x U)(27z) et u= Z uj .

i=0

a) Montrer que u € E et qu’il existe ¢’ > 0, indépendante de N, telle que,
sup ju(z)] < C'.

b) Montrer que Au = Z v;, ou suppv; C Cj et C; N Ck =@,si j#k En
j=

déduire qu’il existe C* > O indépendante de N, telle que sup |Au(z)]| < C”.

¢) En utilisant l'inégalité (1), puis les questions 2), 3) a), b), déduire une

contradiction.

Probleme 13. Soit s € R et ¢ € H® = H*(R). On considere la famille
(us)ter de distributions tempérées définies par,

ug = ?(e”fa 9).
1) a) Montrer que u; € H?, pour tout t € R et calculer lluell - en fonction
de |lgll g -
b) Montrer que (u;) € CO(R, H®) puis que (85 u;) € CO(R, H*~F), pour tout
keN.
¢) Montrer que (u¢) € C*(R, H*™%).
2) Soit u € D'(R?) la distribution associée a la famille (u¢). Montrer que u

est I'unique solution, appartenant & C°(R, H*) N CY(R, H*~3), du probléme
de Cauchy,

ou  u PP
(1) 5{4‘5;‘3‘——0, dans D(R),
ug = 4g-.

On posera dans ce qui suit u; = S(t)g.

3) Pour quelles valeurs de s € R, la distribution S(t)do (ol do est la mesure
de Dirac & Porigine) est-elle définie et appartient-elle & H*, pour tout ¢t € R?
On notera E(t) = S(t)do € S'(R).
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4) Montrer que, pour tout ¢ € R\ 0 on a, E(t) = t~3 E(1) o Ar’} ou, pour

A # 0, Ay est 'application de R dans R, z +— Az.

5) Montrer que E(1) est solution, dans D'(R), de ’équation différentielle,
d2

(2) a—;g +czv =0,

ou ¢ est une constante que 'on déterminera.

On rappelle que 'espace HZ _(R) est défini par,

loc

H2_(R) = {u € L2 (R): (%)ku €L (R),0<k< 2}.

6) a) Soit v € L _ telle que v/ = di:;v € L. Montrer que v” € L (R).

loc

b) En déduire que v € H? (R). (Considérer w(z) = [ v"(t)dt).

0
s . 92 i) 3°
7) On considére opérateur X = z + at4y et on pose P = 3 + 5.

Déterminer la valeur de a € R pour laquelle on a,
XPT=PXT, VT €D R?.

8) Soit ¢ € L?*(R); on suppose que zg € L%(R). Soit (u;) = (S(t)g) la
solution du probléme (1) trouvée & la question 2). On pose v, = X uq.

a) Montrer que (v;) C C1(R,S'(R)).

b) De quel probléme de Cauchy v = (v;) est-elle solution ?

¢) En utilisant la question 2), montrer que pour tout ¢t € R, on a v, € L%(R).

d) En déduire que pour tout to # 0 on a u, € HZ (R).

Probléme 14. On note dans ce qui suit @ =|0, +0o[xR3 et (¢, z) les éléments
de Q avec t €]0,+oo[ et x € R3. On note aussi 0; = 5% pour j = 1,2 ou 3.
J

On consideére la distribution sur @ définie par la fonction
1
u(tv III) = ? 1{|z!<t}(t7 .’L‘) .
1. 1) Montrer que pour tout ¢ dans C§°(Q) on a,
1 Heo 1
@) = [ meleladz- [ [ Setto)dd
R® |7 0 jzj<t t

et
N
Oue) == [ | hellala)ds.
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3

2) Calculer, pour = # 0, ) Bj(i—iiif ¢(|z},z)). En déduire que pour tout ¢
i=1

dans C§°(Q),

3 ) +o00
@)=Y [ @)l 2)do +2 ol ) dudt.
R 0 jrj<e t

3
3) Soit O = 82 — . 82, lopérateur des ondes. Montrer que l'on a, Uu = 243

j=1

dans D'(Q).

II. Pour t > 0 on considére la distribution v, sur R? définie par v, = u(t, ).
1) Montrer que (v¢) € C*([0, +00l, E'(R%)).

Indication : pour ¢ € C®(R®), on exhibera une fonction, t — G(t), dans
C>(R) telle que G(t) = (vt, ), pour t > 0.

Calculer vg et v(()l).

2) Montrer que 7, est bien définie et que 9,(£) = 9:(0,0, |£]).

3) Montrer que 0(§) = 1—45% (E%‘_&l[ﬂl — cos(t|¢])).

4) Montrer que, pour tout s € [O, % [, la fonction & — |€|°|0.(€)| appartient
4 L2(R3). En déduire que v, € H*(R?), pour s < 3.

N.B. On rappelle :

~ la formule de Green pour un ouvert borné Q de classe C! et f;, u € C1(%).
Pour F = (fj)j=1,...,n>

/udide:cz—/F‘gradud:n-i—/ u(F - n)do
Q Q a0

ol 1 est la normale extérieure et o la mesure de surface de 9%2;

— les coordonnées polaires dans R3 : z; = rsinfcos¢, T = rsinf sing,
73 =rcosf avec 0 < ¢ < 2m, 0 < 0 <, r €]0, ool et dz = r2sin 0drdfde.

’
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Solution du probléme 1

I. 1) Les a; étant de classe C?, le probleme (2) admet, d’apres le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, une solution maximale définie sur lintervalle I =T, T*|
ouT, <0< T* Deplus,onaT*=+oo (resp. T, = —co) ou bien T < 400
(resp. T > —o0) et tErQQ Ix(t, z)]lgn = +o0 (resp. tlgg [Ix(t, ) ||lgn = +00).

Si T*t < 400, pour 0 < ¢ < T*, on a Xtz) = z; + f, %’\; (s,z)ds =
2+ [ a5(x(s,2))ds; d’ou |x7 (¢, z)| < |z;]+AT™, ce qui contredit la limite ci-
dessus. Donc T* = +00 et de méme T, = —oc0. La régularité de 'application,
(t,z) — x(t,z), résulte des théorémes classiques de dépendance de la solution
par rapport aux conditions initiales.

2) Fixons s € R et z dans R™. Considérons les deux fonctions C* de ¢,
n(t) = x(t +s,7), yz(t) = X’ (t, x(s, ). On a d’apres (2), % = a,(y1(?))
et y1(0) = X' (5,2); 42 = a;(v2(t), 12(0) = X7(0,x(s,2)) = x(s,2). Ces
deux fonctions étant solution du méme probléeme de Cauchy, on a, par unicité
globale, y1(¢t) = y2(t) pour tout t € R.

3) X—t © Xt(‘r) = X(_tv X(t,SE)) = X(_t + t,l‘) = X(O,I) = z. On en déduit
que X est inversible et que x;l = x—¢t. Comme z — x;(z) est C* pour tout
t € R, x; est un C*°—difféomorphisme de R™ sur lui-méme.

IL 1) £lp(x(t,2)] = Z ~ (x(t,2)) % < (t,2) = Zl a;(x(t, 7)) £ (x(t, )
]__

= (X @) (x(t,z)).

2) x;{t,z) = z; +f(; a;{x(s,z))ds d'ol, ||x;(t,z) —z;|| < Alt], d’apres (1). Si

llzll > M+ Alt] on a, [Ix(6, D)l 2 llzll - [Ix(t, 2) — 2z}l = M + Alt| - AJt] = M

d’ot, ¢(x(t,z)) = 0. De méme pour (X ¢)(x(t, z)).

3) Pour [t| < 4, supp(p o xs) Usupp Slpox) C {z : |z] < M+ Ad}

(cf. 2)) qui est un compact fixe. De plus, pour tout o € N, les fonctions

(t,z) — 0%(poxt) et (t,z) — 028, (p o ) sont continues dans 1’ensemble

{(t,z) : }t| < &, |z] < M + Ad}. On en déduit que G est dérivable en

zéro et que G'(0) = (T, & (¢ o xt)|t=0). Il résulte de IL.1) que G'(0) =

(T, (X ) (x(0,2)) = (T, X<P) Pour tp € R on a, G'(to) = Z[G(t + to)]lt=0 =

#(Tooxtrto)] i = #(T (Poxto) o xe)|,og = (T, X (00 xt0)) et ce, dapres

1.2) et le calcul de G'(0) ci-dessus.

4) Par définition de *X, on a (*XT,p) = (T, X ). Par conséquent, si

tXT =0,o0na({T, Xyp)=0pour tout ¢ € CL(R"); donc (T, X (poxt,)) =0
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ce qui montre que G'(tp) = 0, Vto € R. On en déduit que G est constante i.e.
G(t) = G(0); donc (T, po xi) = (T, ), Vt € R, Yy € C§°(R™).

Si zo ¢ supp7, il existe un voisinage V., de z¢ tel que (T,y) = 0,
Y € C§° (V). Posons W = x(Vy,); alors W est un voisinage de x(zo). S
Y€ CP(W), onap=1vox €C§°(Vy,) donc (T,p) =0 = (T,hpox:) =
(T, ) i.e. (T,1) = 0, ce qui montre que x:(zo) ¢ suppT. Inversement si
xt{xo) ¢ supp T, par le calcul ci-dessus, x—: o (xt(z0)) = zo ¢ suppT. Par
contraposée on a donc zg € suppT < x¢(zo) € suppT, Vt € R.

Solution du probléme 2

1) Prenons, dans (2), ¢ € C§°(§1); on peut intégrer par parties et il n’y a
pas de terme de bord. Comme u € C1(f2), on obtient,

// ———+2u— <pdzLdt—0 Yo € C5°(Q).

Comme % + 2u g% € C°(Q) cela implique que %% +2u 2% = 0 dans Q.
2) D’apres (2),ona

5 Op
// +at d:rdt+// uw 2 o >dzdt

On applique la formule de Gauss & chacune de ces intégrales; I est le bord de
1 - f z
VI \ ~ i

24 et 2_. La normale unitaire extérieure & {1 est, ny =

!
et celle & Q_ est, n = (fx). On obtient,

fi
// 6u+ BU+)¢d dt—// +8 +u+6 2 dadt =
f +ftu+
f/2 T T P9

D’apres la question 1), la premiére intégrale du membre de gauche est nulle.
En écrivant une formule analogue pour u_ et en utilisant (5), on obtient,

/fl ——u )+ filuy —u)
VIEr IR

pdo =0

pour tout ¢ € C§°(R?). On en déduit la relation (4) de énoncé.
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Solution du probléme 3

1) Si f € LYR) on a Fy € C™ 2(R); cela résulte du théoréme de dérivation
de Lebesgue. En effet pour k <m+2et |z| > 1, 0n a

(&) (22 = v < vwie .

Alors (L )" Ry(t) = [0, €% flz)dz, don T = [ e** f(z)dw
2) To(t) = [iy<, € x(e2) f(2)dz + [ )5, e x(ez) f(z)dz = J. + K..

[Je(t) = Fi(t)] < sup |f(z)] IL = x(ez)|dr ——0
lzl<1 e

jz|<1
d’aprés le théoreme de convergence dominée. Donc J. converge vers Fj
uniformément sur R, donc dans D’(R). D’autre part, pour ¢ fixé,

o= [Ga)" e e e

1 dm+2 itx f(JZ)
= (z dt> /|I|>1e x(ex) o dz,

la deuxiéme égalité résultant du théoreme de dérivation de Lebesgue, puisque
x(e ) est & support compact. Posons Le(t) = [ 5, € x(e2) ;ﬁ,—(&}fdx. On a

L) ol [ 1 xen) I ece [ poxean,

! I jz|2>1

car f € A,,. On déduit du théoreme de convergence dominée, que L. convergs
vers Fy uniformément sur R, donc aussi dans D'(R). Par continuité de la
dérivation dans D'(R), on a, K. (1 dt)m“L - (3 ——)m+2 F, dans D'(R).
Donc T, = J. + K, converge vers T dans D'(R).

3) On a évidemment |z* f(z)| < Clz[™"*. Ensuite d’aprés 2), on a dans
D'(R),

/ itz ok £ (1) a:—hm/ x(ez)z* f(z)dz
= (3 35) [ e xten s

= (38 im [ e xten) fmyar = (3 3) ',

d’aprés la continuité de la dérivation dans D'(R).
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4) On a [, e fi(z)dx = lir%fei‘xx(sm)f’(x)dm, dans D'(R). Ensuite,

comme ¥ est & support compact, on peut intégrer par parties. On obtient,

/e’“x<ez)f’(x)dx = Vit/eitxx(sr)f(@df ‘E/el”X’(ez)f(ﬂdI
=1 +J.

On a d’apres 2), lir% I. = —it [, """ f(z) dz dans D'(R). Ensuite,

6‘/ e x'(ex) f da:{ <e sup Ix' )/ z)|dz — 0
jzj<1 lzi<1

et comme x' € C§°,
. 1 dymi2 . f(z)
€ e X/ (ex) flz)dzx = ~,-) s/ e x'(ex) dzx
/mzx () /@) <1 dt |zi>1 g

S

On a, |R:| < C’esuplx’[fm>1 &T;, car f € A, ce qui prouve que R, — 0
R >

uniformément sur R, donc dans D'(R). Alors, (+ Ez)mHR — 0 dans D'(R).

Par conséquent, J, — 0 dans D'(R). Si f=1ona —itT =0d0ou T = Cdo.
En fait C = 2m, car pour ¢ € (§°, d’apres Fubini et le théoreme de

convergence dominée on a,

(T, 0) // ©(ex) () dzdt = / x(e2) p(—o)d — / o(~z)do

e. (T, p) — 2w (0) = 27 (b0, ¥)-
5) a) Pour |z| > 1, [f(™t29)(2)] < Clz|~U+?. Donc fim+249) ¢ L(R) et,
d’apres 1), [ eit® f(m4249)(g)dz = [ e f(m+2H) (g)dz = F(t). Le fait que
F € C/(R) résulte du théoreme de dérivation de Lebesgue et du fait que,

pour k < jet

}(%)keim f(m+2+]‘)(z)] _ lxk f(m+2+j‘)(l)| < Cle|F27 < Cla| 2.

b) D’aprés 4),
) m+2+7 X . :
A2 (‘ %) v /ett:rf(m+2+1)(m)dx € C/(R).

Pour tout 5 € Non a, T € C/(R\ 0), puisque T' = —Fnﬁé%; olt h € C7. Donc
T e C*(R\0).
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6) | fiaj<a €7 (fnl2) = f@))dz| < [, |fal2) — f(z)ldz — O, puisque
fa — f dans L} _(R). D autre part,

| /H o) 118) ) /H nl@) = 1@y o

Im+2 l$|m+2

itz fo(z)

TmFe

par hypothese. Ceci prouve que, fl e s2s dx converge uniformément

z|>1
sur R vers f[z[21€mzlﬂ(7%d$ et donc dans D'(R). Par continuité de la
dérivation dans D'(R), on en déduit que,

1 dym+2 itxfn(z) 1 dy\m+2 1ta: f(.’L‘)
<Z dt> /|I|21 ¢ Im+2 dz — <Z dt) /IIIZI Im+2 dI

ce qui prouve le résultat cherché.

Solution du probléme 4

1. 1) évident.

z>a><(Dx,-+Dyj>»T>w>=~< oo =1 [[iE e

+5_y: (a:,z)} dz = —% / %[w(m,x)]dz =0.
Donc D, T = —D,, T et DT = (—1)!*/ DST. Alors,
aa(z) DZT = (=1)"aa(2) Dy T = (=1)* D§{aa(z) T) = (=1)!*! D aa(y)T]
(car (aa(W) T, ¢) = (T 0a(y) @) = [ aal(z) p(z,2)dz = (2a(2) T, ¥)).
b) (Pu,v) = [ Pu(z)v(z)dz = (§(z — y),v® Pu)
= (6(z —y), P(y, Dy)(v ®w)) = (*P(y, Dy)d(z — y),v @ u).

I1. 1) Dans le membre de droite de (3), Pintégrant est C* en z et, pour tout
a € N™, ;
oz taln ue) = 3 () G/ et o) (o
Bl
d'on,
|62 (€ a(=, £)0(8))] < Ca (1 + €)™ a(e)] € L?
car u € §; donc Pu € C°(R"™).
2) On a Pu(z) = (2n)™" [e=a(z,&)( [e ¥ Cu(y)dy)dé, v € C5°. Si

m < —n Pintégrale double est absolument convergente. Alors pour v € C§°,
(Pu,v) = ) [[[ =40z, ) uly)o(a) ey
— [[ e [ e tat g ] utyviorasay
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d’ou K, - [eileviia(g, £)dE.
Si m + j < —n, pour tout a € N™ tel que || < j, on a
|02 €z, )] < C(1+ D™ € LR,
donc K, € CI(R™).
3) 1Puctz) - Pu(o)] < [ Ix(e6) = llala OII(6)]dg
< [ Ixee) - 10+ gD a(e)las

et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée puisque 4 € S.

4) (K, v®u) = (2r) " /// e € (e €) alz, €) u(y) v(z) dudy dE.

On utilise le fait que, e ®"¥)¢ = ﬁ—lliTlngﬁel(I ¥)€ et on intégre par parties

dans l'intégrale (absolument convergente) ci-dessus.

: la(z,6)] C c 1
5) Si 2N > m +n, on a, [qyEH» < e < T EE e LYR™).

Dongc,

(K,,E,v®u)~—(27r)*"///...d:cdyd{‘
< en ™[] o) = 1l gy MO0 - 8V v(@)l dodye

et applique le théoréeme de convergence dominée.

6) On a, pour u,v € C&, (P-u, v) (Pu,v). D’autre part (Peu,v) =
(Kp,v®@u) — ((2m)™™ [[f ..., v ® u); le résultat cherché en découle.

7) (¢~ )° Kp.(2,9) = (21) " / [Dg =94 x(e€) a(z, £) d et on peut inté-
grer par parties, puisque xa € S.

8) On a (—D¢)*[x(c€)a(z, 6)] = Y CapeX? (£)(D¢™"a)(z, ). Done,

BLla
(- 0)° Ky, ~ (2) " [ DD ala, ]
< (@n)™ / IX(€€) — 1|1(=De)* a(w, £)| ¢

)

oy / o) (e)|IDg P, €)1
B#0

(2)

Comme |Dga| < C(1 + le)™lel < C(1+ |¢))~"¢ € L'(R™), le terme (1)
tend vers zéro, d’aprés le théoréme de convergence dominée. Montrons que
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(2) tend vers zéro. Pour & fixé, 'intégrant tend vers zéro & cause du e!#l
|8] # 0. Puis,
XD ()[1Dg P al
<P+ )PP N + [e) 171 (1 + g ter e
< (L+ele)PH X (ed) (1 + g™t

< { sup (L4 D O )+ fehm e e 2!

donc lintégrale, pour 8 # 0, tend vers zéro d’apres le théoréme de conver-
gence dominée.

9) résulte de 5), 6) et du fait que la convergence uniforme implique la

convergence D'.
10) Soit 3,y € N tels que, |B] + |y] <j. On a,
|07 02 {’ V(= D) alx, ) }] < C(1 + NP1 4 [gym e
<c@+fghmrTlel e LYRY)

et done, (z — y)* K, est C7.

Solution du probleme 5

1) Considérons la suite (Sy) € C°(R). Comme 'fllT’:V TIJ‘% < n%, cette
suite converge uniformément sur R, donc dans D'(R), vers une fonction

continue S. Alors ((d%)kHSN) converge, dans D'(R), vers S*+2)  Mais

N .
S%“) = _E_:N i**2q, e = *+2(Ty —ay), donc (Ty) converge, dans D'(R),
n#0

vers ag + i~ (k+2) glk+2)
2) Soit ¢, le coefficient de Fourier de la fonction f € L2(0,27). On a,

1 2"1 —inz =1 T in
on = 5 A 2(7r—:1:)e’ de = (473 /_Wye Ydy.

Donc ¢ = 0 et, pour n € Z*, ¢, = 3. Comme f € L%*(0,2r) on
N N
a, f = lim e = lim sanz - gang L2(0,27). Comme les
f N-—-+4o00 n:_Z—-N 2in N-—-4o00 nz___:l n ’ ( ’ )
0

fonctions sont 2w—périodiques, la convergence dans L?(0,2w) implique la
convergence dans Ll (R), donc dans D'(R).

+o0 |
3) Comme, dans D'(R), on a Pégalité ) #2RE = f on en déduit, toujours

n=1
4 g t 1. ;
dans T, f' = & SIRE = 3 cosnz; puisque cosnz = ¢ (eF +e7), il

n
n=1 n=1
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vient, f' = Z ei"* d’ont Y ™% =1+2f’. D’autre part, dans 'intervalle
nez nel
n#0
(2K, (2k + 2) ), Péguation de la fonction f est 3 ((2k + 1)7 — z) (car, par
périodicité, elle est parallele a y = —% z et s’annule au point (2k+ 1) 7, milieu

de Pintervalle). Pour ¢ € Cg°(R) on a

(2k+2)m
)=o) =-3 / f(2)¢ (z) dz

kez 2k

(2k+2)7
= / (z — (2k + 1))/ (z)dz
kéz

1 . (2k+2)7
SN (CRETRRE iy NI

i

H

Z (mo((2k 4 2)7) + mp(2km)) — %/ch(z)d:c

k

(ici la somme sur k est finie, car ¢ est & support compact).
On en déduit,

B =

(f', ) “T(E(p(?kﬂ' ——~/<p(:c)dz ie. f’:wZégk”-—

kel keZ

En conclusion,

Zeinm =1+2f :271’262k7r~

neZ k€Z

C’est la formule de Poisson.
4) Sip € C°, alors ¢ € S et les séries ) ¢(2mn), Z @(n) sont absolument

nel
convergentes. D’autre part,

<zem,¢>=Ngrgw< Ze *p) = lim 3 2 o) =3 el

neL = n€Z
Ensuite,
N ‘N
< 262n7r7‘p> = lei‘oo< > 5zmw> = Jm >0 p(2mn) = > p(2mn)
nei nm=-—N n=—N neZ

ce qui prouve le résultat cherché.
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Solution du probleme 6

1) Par calcul direct on trouve,
*f
2

82
2 (t T, y) =4g? F”( (t m)l/)) - 2F’(p(t,m,y)))

(t,z,y) = 42 F" (p(t,z,y)) + 2F'(p(t,2,)),

8 3 /
a—yz(t,r,y) =4y’ F"(p(t,z,y)) — 2F'(p(t, 2, v)),

done O f(t,z,y) = 4p(t, z,y) F"(p(t, 2, y)) + 6 F'(p(t, z,v)).
2) On a dans D'(R),

d (He(s)y _ 1He(s) 1

sCE) = e
d? s H.(s) 3H(s) 1 1 1,
(") =i g antt e

4 572 9 g3/2°¢ ﬁ €
En utilisant I'identité s, = €6’ — &, on trouve donc,

d? He(s) .
(458—24—6(13) S5 = 4vEsL.

1 t
3) / e dp dy = 27r/ T = 2xt, pour tout
224y2<t? /12 — 12 — 2 o V2 —r?
t > 0; donc,

T
/ / E(t,z,y)dzdydt
T Jz2yy2<e2

T
:2/ {/ E(t,z,y)dwdy}dt:T2 < oo
0 I2+y2st2 .

pour tout 7' > 0. Par le théoréme de Fubini-Tonnelli, E € L} (R?).
4) (OF, ) = (E,O¢p) = / E(t,z,y)Op(t, z,y) dtdz dy. On utilise le change-
c

ment de variables, (¢t,z,y) — (s,7,8), défini par t = Vs + 72, 2 = rcosé,
y = rsinf. L’image du céne C est le domaine,

D={(s,r,6):0<s<00,0<r<00,0<8<27}.
Le Jacobien de la transformation est

1 T
0
2vVs+r Vstr2
J = det( 80 césb —rsine) =2—T——.
0

b)
sin @ T cosf s+r
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Ainsi :

(OF,p) = ;ﬂ /D:% Vs + 12 rcos0,rsin6) \/_._dsdrdG

[*) 2m
217r/0 \}5 / / Ow(v's + 172, rcosb,rsing):

-——-—-—d dé s d
2vs +r? " } ¥

la derniére égalité résultant du théoreme de Fubini.
5) (LT, 9) = (4sT" + 6T, ) = «T, (s9)")) — 6(T, )
= 4T, sy" + 2¢") — 6(T, ') = (T, L*Y),

avec L* “43327 +2i

6) (OF, @) = / \/_ D(p) Yds = / ——L*cp(s)ds. Comme @ ap-
partient & C°° (]0 oof) et supp@ est borne superxeurement la quantité
(Jﬁ H.,L* $(s)) est bien définie et on a

. 1 * 1 % 1 1 . -
<DE’W>:51~X}(I)1+§7; i TL (s)ds-—2 Egrél+<\/_Hg,L >
1 Ho .\ 2 .
= 5 Jm (72 00) = lim (VEE,9)

I

2
~Z 7 (€).
— lim Ved/(e)

7) Le théoréme de Lebesgue de dérivation sous le signe intégral implique que
@(s) est différentiable en tout point € > 0 et que,

2m
1
@'e) = / / {45+ 5 6t (\/E+T2 rcosf, 7 sin 6)
4(5+r 3/2<p(\/5+r T cos 0, rsmﬂ)}rdrd&

Le méme théoreme montre que (¢, r) est différentiable et que,

9% 2
—é(’tf(\/e-%'r?,r):/ %(’tf(\/g+r2,rc030,rsin9)d6, Ve >0, Vr>0.
0

11 résulte du théoréme de Fubini que,

» 1 IS} /ng‘g 5 ) r
&' (€) /o { T (\/e+r,rcos@,r31n9)d6}6+r2dr

I

4

1 o0 2 r
I 2 i —
/0 {/ o(Ve+r ,rcosH,rsm@)dﬂ}( " 2)3/2017*

4 0

1 [ 0p 5 T 1
_Z/O (\/5+r,r)€+r2dr—2/0 (Ve +r? 'r) 3/2

ot
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8) Apres intégration par parties il vient,

o L[, e
P'e) = /o Bt( €+r,r)6 sdr+ — Lp( e+r2,T) m

- E/oo{——l—?E(\/;jr?,r) +—r—aj(m,r)}dr
0

r=+00

=0

4 Ve +r? or e+12 Ot
R 1 [~ 5
#“Z_EW(\/E’O)_Z/D ar(vaLT ,7) g+r2dr

1
‘*_17 P(Ve, 0) + Rie, p).

Or VeR(e,p) = — 4 OOO%%((\/EﬂLrQ,T)%dT,et

|52 (Verin <L < |2 (Ve | < Clotpercan (1)

ou Cp) > 0 et M > 0 est choisi suffisamment grand pour que r > M
implique B(t,r) = 0, pour tout t. En appliquant le théoréme de convergence
dominée, on a donc Iix& VER(e,p) = 0.

Pase

9) En vertu de tout ce qui précede, on peut écrire,
(DE,¢) = o lim §(Ve,0) = 5-5(0,0) = ¢(0,0,0),

pour tout ¢ € C§°(R3), donc OF = §.

Solution du probléme 7

1) Si @ = {z : |z| < R}, la normale unitaire extérieure & (2, en un point du
bord, est n = TZLI = %. En prenant F' = (0,...,1,...,0) et ¢ = 1 dans la
formule de Gauss, on obtient div F = grad ¢ = 0, d’olt fM:R z;dop =0, Yi.
Avec le méme F et ¢ = z;, on trouve flz(:RfiitdeR =0,si1 # j et, si

L=,

1 " R ..
= m?daR:/ dz:—R—lSﬂ:—ISR].
R l:c|=R [z]<R n n
2) Notons Tr = (60 — pr) € E&'(R™). Pour ¢ € C™®(R") on a,

Bl Jizj=rdor = 1 et (Tr,¢) = paygay fiaj=r(P(2) — ¢(0))dor d’ob, par
la formule de Taylor, (TR, ) = (1) + (2) + (3) oy,

__= ~,. de
(1) = R?|Sg| /l;lzRgzt Oz, (0)dor

1 1 & az(p
2) = 1 I
(2 R2|Sg| /M:R 5 gz:lx T; 9203, (0)dor

1

(3)= TN iR o(|z|*)dog.
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D’aprés la question 1), on a (1) = 0; ensuite,
~1 1< R? 2(,0 1

D= — ey = 0) = —— (Ap)(0).

= Fss 3 19015 O = 5, (200)
Enfin, |(3)] < mo(RQHSR] = ﬁgyzl, On en déduit que Tg converge vers
— 5 Ady dans D’(R")
3) Par hypothese, g5 (8o * f — g * f) > 0 dans L} (R™), donc dans D'(R™).
Comme El.;(éo — HR) tend vers ——n Aby dans D', on a, par continuité de la
convolution,

1 1 1
TG0 f—prxf) — =5 (Bbo)x f = —5- Af

et donc ~%Af > (0 dans D'.

Solution du probleme 8

1.1) Ona(ﬁ%ﬂ,¢>4—(T¢ n) ol @t (z) = —h—cp({)h—(—l‘llsufﬁt

donc de montrer que (¢}) converge vers 3_;% dans C§°(R™). Tout d’abord, si
supp C {z : |z| < M} et |h| <€, onasuppy} C {z : [z| < M +¢}. Ensuite,
par la formule de Taylor avec reste intégral, on a (avec e; = (0,...,1,...,0))

0
0% p(z — hei) — 0% p(a) + ha2 L @)| SCE " sup o2 (a)],
: 6I<lal+2 X°

ce qui montre que (3%¢%) converge uniformément sur R™ vers 8;"53’— et

prouve le résultat cherché.

@) < 4

)~u(:1c)l _ Iu(x—lrhei)—-u

2) Siue Lip(R*) et h#0ona ]Thu(m 5 .

d’apres (1); alors,

l<r§u—u’¢>1:’/y_(m_4ﬂ’?_ﬂ@

- o(o)dz| < Allpll@e.

En faisant tendre h vers zéro et en utilisant 1), on obtient (3).

3) 11 résulte de (3), que ¢ — Flp) = <6x ,¢) est une forme linéaire
continue sur C§°(R™) muni de la norme L. Comme C§°(R") est dense dans
L(R™), il existe une forme linéaire continue F sur L! telle que F = F sur
CP(R™). Comme F € (LY(R™)) = L(R"), il existe g € L>(R") telle que
F(p) = [gpdz, Vo € L'(R"). Si ¢ € C°(R™), on a [gpde = F(p) =
F(p) = (an,cp) ie. 2% =g dans D et a;"_ € L*°(R™).

Il
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II. Comme u est continue, on sait (cf. chapitre 1, proposition 3.4) que u.

converge uniformément sur tout compact vers uw. D’autre part u. € C*

et %"fiﬁ = pe * %C“— D’apres inégalité des accroissements finis, on peut

écrire, |ue(z) — ue(z)| < 3 “g—‘;—fHLm lz — 2| < z H HLm]x — 2’|, car
i=1

lpellzr = llpll = 1. En faisant tendre ¢ vers zero on obtient l'inégalité,

lu(z) ~ u(z’)| < JJu'lre |z — 2’|. D’ot u € Lip(R™).
II1. 1) On sait que AE = . Alors A(0E) = 0AE +2 z 28 2E 4+ (AG)E.
o9 =

Comme 6 = 1 pour [z| < 1, 5z, et A0 sont nulles pour lz] < 1 et

E € C(R™\ 0) donc g—i gf« et AG - E sont dans C§°(R™). On a ensuite
OAFE = 960 = 6(0) 6o = do.

2)Ona 63: = ¢} Z lxl"' Donc 2 Fry E est localement intégrable et G—gf_‘ € LY(R™).

3) Daprés 1), u=uxS=ux AGE) +u*xw =), % *%(QE)%—u*w:
i=1 * ¢

2 (eaE)+z “ % (22 E) + uxw. Comme £ E € Cg°(R"), on a

;;7; (2 E)c cw(Rn) de méme, w € C$°(R™), donc u *w € C®(R™).

4) Notons E; = 9‘59%. On a,

’(SZ *Ei)( ) - (31:, |0 !/811 W)| & —y)—E,—(:I:'—y)] dy[
<|| “Lm/w (¢ — 7' +2) — Ei(2)]dz < H “ 7o s Es — Eill1s-

OrE; € LI(R") et la translation est continue dans L}(R™); on en déduit que
la fonctlon * E; est continue. 11 résulte de 3) que u est continue.

En concluswn, siu € L™ et g—; € L, alors u est continue et d’apres II,
u € Lip(R™).

Solution du probléme 9

I.1)On a ](0E)(m)|” = I;’[‘—f((f% € LY(R™) si et seulement si p(n — 2) < n.
Donc po(n) =

2) Posons ¢ = 0. On a (0(u * E),¢) = (u* E,¢) = [(u+ E) * §J(0) =
{ﬂ * (E* ’(,b)](O) = (lu” Eilﬁ) = (M,E* "/)) = (uyE *1/}) car E=E.

3) p étant positive, c’est une mesure (& support compact). Il existe donc
C1 > 0 et un compact K, K C {z: |z| < M}, tels que,

[{0(n * E), p)| < Crsup |(E * (89))(z)] < Cy1 sup |(E *(6¢))(z)|.
zeK lzi<M
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4) Pour |z} £ M et p € Cg°(R"), on a, puisque suppd C {z : |z| < A},
(Ex(00))(x) = [, 1< 4 E(z~y)0(y) p(y)dy. En utilisant Iinégalité de Holder,

on obtient,
(B + (0¢)) ()] < (/M (e )P dy)” /l (00) )7 dy)*
SV BG)Pdz)’ Callplce
<ol .. ()P dz)* olze < Callell
car E € LT, (R™).

5) On déduit de 2), 3), 4) que,
(B(u* E), )| < C1CsllpllLe, Yo e C(R™).

Il s’en suit que O(u* E) est une forme linéaire continue sur C$°(R™) muni de
la norme L?. Comme C§° est dense dans L? (puisque ¢ < +00), O(u * E) se
prolonge en une forme linéaire continue L sur L?. Comme le dual de L9 est
L? (ou 5 + = 1), il existe f € LP(R™) telle que L( v) J f(z)v(z)dz pour
toutveLq Sl’U‘”gDECO ona L(p) ={6(u*E),p) = [ f-pdr = (f,¢)
ie. O(u+ E) = f € LP(R™). Donc p* E € LY (R"). Ce raisonnement étant
vrai pour tous les p tels que, 1 < p < po(n), on déduit que p* E € LY . pour
p €]1,po(n)]. Mais sip > 1, Lf, . C Li.., donc puxE € Lf,_ pour p € [1,pg(n)][.

IL1)Ona AT =Au—p+xAE = Au—p = (1-x)Au. Donc Ay = 0 dans
V. Comme A est hypoelliptique, on a T' € C®°(V) i.e. ss(T) C V<.

loc

2) On peut appliquer la partie I & 4 = x Au. On a u = 0(u*E)+0T. D’apres
la partie I, 5), on a (u* E) € L™, r € [1,po(n)[. Ensuite, T appartient &
C§°(R™), car ss(8T) C suppd Nss(T) C VNVe = §. Donc 7 € L"(R")
pour tout r > 1, ce qui prouve le résultat cherché.

Solution du probléme 10

1) Si k' > ket& € R*, ona J—— < L—, comme ¢ est décroissante on
obtient @g(§) = (J—l) (J—l) = @ (£). Puisque @ est une fonction
positive, on en déduit que (vx) est croissante, ainsi que (Ix). D’autre part
comme @r = 1 pour |£] < k, c’est une fonction C§P(R™). Ainsi on a
Iy = (i, pr) = (u, @x); or @r(x) = k™ p1(kz). Comme u € L™, on peut écrire
Iy = [ u(2) pu(@)ds < Jullz= [ K |§1 (k)| dz, dob Tk < full o 16111 5 ceci
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montre que I est une suite croissante, majorée, donc admet une limite lorsque
k — +o00.

2) La suite (v) est une suite croissante de fonctions intégrables et réelles.

Pour presque tout &, on a klim v(€) = 4(€). Il résulte du théoreme
00
de convergence monotone, que klim I, = [4(£)d¢. Donc ¢ € LY(R™),
—+00

puisqu’elle est positive.

3) La fonction # est positive, mesurable et bornée. D’autre part u € H % (R™)
car,

(1 +lepP)m?
(1 + fl)*r[Log(2 + [¢])]
Cela résulte, en passant en coordonnées polaires, du fait que ;(TolgT)g est

L+ E faE)) =

1 n
5 € L' (R™).

intégrable sur {1,+oo[. Enfin & ¢ L}(R") car, (toujours en passant en
1

rLogr

résulte des questions précédentes que u ¢ L™= (R™).

coordonnées polaires) n’est pas intégrable au voisinage de +oo. 11

Solution du probléme 11

1) Soit u € H*t™ et (ux) C C§° telle que ux — u dans H*t™. Comme
0 < 8 < met P est dordre m, on a, ux — u dans H**® (et dans H®),
Puy — Pu dans H*. Il suffit alors de passer a la limite dans (1).

2) a) On a G, = P U et (&) = p(e€) € S(R™); il existe donc Ce > 0 telle
que (1+[£[%)™/2|@(€)| < Ce, pour tout £ dans R™. Alors (1+[£[2)™/?@(e€)-
(1-+ €224 € L*(R™), dott u, € Hot™,

b) flue — ully, = [+ [§%)°11 — @(e)Pa(€)|*dé. Comme u appartient
a H®, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée; pour & fixé
¢(e€) — ¢(0) = [¢(z)dz = 1, donc l'intégrant tend vers zéro. De plus
1 -9 <1+ sap!gb]. Ensuite Pu, = P(p * u) = ¢, * Pu. Comme

Pu e H°* le raisonnement ci-dessus s’applique.

¢) Comme u, € H**™ on peut, d’aprés 1), écrire pour tout € €]0, 1],
luellgers < ColllPuclls + lluellae)-

Puisque Pu, — Pu dans H® et u, — u dans H*, le membre de droite est,
pour ¢ €]0, 1], borné par une constante C indépendante de .

d) On a lif.%(l + 1P e )P 1A = (1 + €17 ¥ |a(€)l® et d’apres c),
lim [(1+]€]2)°*0|@(e€)?|a(€)|? d¢ < C. On peut appliquer le lemme de Fatou
e—0

pour conclure que u € H*+9.
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3) Comme & C UR H#, il existe sop € R tel que v € H*®°, Nous allons
s€

montrer, par récurrence sur k € N, que u € H%1*_ Ceci est vrai pour k = 0.
Siu € H*otk comme Pu € ﬁR H*, on a Pu € H"*® On peut appliquer

sE

le résultat de la question 2), pour conclure que u € H0+k5+8 — prso+(k+1)5

Donc v € H*t* pour tout k£ ¢ N.

Solution du probléeme 12
I. 1) Comme 4, € &', on a u, € C®, p > —1. D'autre part, 4_; =
Y = Fluxg), ol § = ¥, Gp = hptt = F(hp *u), ot h, = ©(277¢); on
a h, = Fp(27P¢)] = 2°" h(2Pz) ou h=¢ Doncu_;=uxg, Up = u * hy,
p>0,doud%u_) =uxd% € L™ car 0%g € S et 0%up = u*9*h, € L™
car 0%h, € S.
2) a) On a, p(0) =0, car suppy C {3 < [¢] <2}, d’olt h(0) = [ h{z)dz =0.
Alors, up(z) = (hy xu)(z) = 2P" [u(z — y) h(2Py)dy

= [[u(z - £) — u(z)] (y)dy.
b) On a, |u_1(z)] = |(g * u)(z)| < ||gllz1]lu|lL= ; ensuite, comme u € C%7 il
résulte de a) que,

YyINe —po o
@l = [ (L) o Iwlay =27l [l @)y
3) D’apres 2), ) la série converge dans L™ (car ||up||Le < C[ o 27P7), donc
N
dans &', i.e. Z Up — Z up dans &'; alors, .7-'( E up) = > 4,
pEl1 T Notoo L7y p="1

converge vers F( 3. up), i.e. lasérie Y i, converge dans S et sa somme
p2-—1 p2—1

est F( 3 up).

p>-1
4) 11 suffit de montrer que pour § € S, (Y(2VE)f)y — 6, dans S. On a

|€F 012N e)o — 6] < |ePl (27 Ne) - 1]|0%0)
1)

+ 3 ( ) Je|1#1 27V [y ) (2~ N )| [ g

y<o
Y#0

(2)
Ona, [$(27N€) — 1] < 27N [¢] 19/l 1=, d'ot,
(<27 sup(l&l""“la"ﬂ)
(2) < coN Z sup W,(v)‘ sup([{ﬂﬂ' [6%770));

v<a
Y#0
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donc (1) + (2) — 0,’si N — +-o0.

N=-1" N-1
5)Onadyp+ Zo e2P)a=v2 N )idie 3 4, =12 V)i Le membre
e

p=-1
+o00 +o0o
de gauche converge vers )~ i, = F( Y. u,) (d’apres 3)) et celui de droite
p=-1 p=-1
vers 4 d’apres 4) d'oll, u = > wu,.
p>—1
400
IL 1) |Rg(z) = Ry < 2D floplloo < QMZQ PT — QM2 q"ZQ (p-a)e
p=q p=q p=q

400
1\T
<MY (=) 279 <o,
2 (%)
2) Cela résulte du fait que, |vp(z) — vy ()| < |z —y| 3 0% vpllLeo.

laj=1

3) On a, W(€) = 0(5)w(E) dot, w = R*(h(R-)) xw ot h = 6. Alors
9w = R™RI® ) (R xw et [|0%w][ g < BRI R RO (R)|| 12 [|wl| oo o,
0%wllzee < RIFNRE L1 fJwl| oo

4) On a 0%yl < Co2P|vpllpee < Co2P=9) M, pour |a = 1, car
supp ¥, C {£:|€] < 22P}. Par conséquent,

1502) ~ S < 3 o~ ol Y Cadt) 220-2)

p=-1 lal=1
g-1 .
< ¢'91(1-9) |z —y| Z 9(1—o)(p—q)
p=-1

1 /1y
<o ¥ (L)
r=1 .
<C"|z-y|22079)  car 1 -0 > 0.

Alors, [u(z) —u(y)] < [Se(z) — Sq(y)] + |Re(z) — Ry(w)l,

< Cilz — y[29079) + C3279 < Calz ~ y|7,
car 27971 < |x —y] < 279
IV.1) 44 = ,—Ell—ﬂ,b(f) £ Up = —!—5117@(2””5)}3, par conséquent, supp 9.1 est
contenu dans {£ : [§| < 1} et suppd, dans {¢ : 127 < |¢] < 227}, par
définition de 9 et .
2) On a Au = f, dob, —|¢?a = f et 9, = WE)a € &, done
v-1 € C%; de méme v, € C*. Posons §(§) = Fr¢(§) € C3°(R™). On a
by, = 27 2”9(2 27¢) f. On en déduit, v_; = 9 * «, vp = 27222 G(2P) « f
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d’olt 3%v_y = I xu € L, 9%v, = 2722 trlel(9agy(2p.) & f € L°°) car
%4, 80 sont dans S(R™).

3) voalle < Wllpillullie s 0p = “yﬁfx@*pﬁ)fp = 27 %1 (277€) fp, o1
x = 1 sur le support de ¢ et x; = #‘Tllfx(ﬁ) € C§°. On en déduit que

vp = DX + Sy et (gl < 272 (2l fyllae diob
vpllzee <272 ||R1llLr 277 [f]y < M27P24),

4) Comme Au = f = f1 + Y fp, on a —[f*a = f,,l + pr
p20

p20
dou @ = —ﬁ;fq + 3 —ﬁgfp = 9.1+ Y 9p. On en déduit que
p20 p20
u=v_1+ 3 vp € C>7 d’apres le 2) de la partie 3.

p20
V. 1) L'injection de E dans F' a un graphe fermé, car si {u,,u,) converge
dans E x F vers (u,v), alors u, — u dans C® et u, — v dans C? donc
u = v. Les espaces I et F' étant des Banach, cette injection est continue.
L’inégalité (1) résulte de cette continuité et du fait que 3 |D%u(0)} <

lel=

llulle-
2) Il suffit de prendre ¢ = (z,i2,0,...,0) ou z € C\ {0}. On a alors
AU =— 3 (Zet®8 =0 et D*U(0) = (.

j=1

N +o0

3)a)ue C(Br) CE et |ulz)] < Z?‘Zj sup |x U] < 022“21 =
: R" ;
7=0 j=0

b) Notons C; = {z : 227 7R < |z| <277R}. Comme AU =0 on a

Au; = 27929 [AGU))(@) = [(A)U +2x U')(2s).

Puisque x = 1 pour |z| < %R, on a suppAu; C Cj et il est facile de voir

que C;NCx =G sij#kcar,sij<kona?2FR < %2"’}{‘ Ensuite

comme Au € C§°{Bg), il existe zy € Bp tel que sup |Au(z)| = |[Au(zy)l.
RYI

Si zy n’appartient pas a suppAu, alors Au(zy) = 0 et Au = 0. Si
N

TNy € suppQAu C _UosuppAuj, comme suppAu; C Cj et C;NC, = @
=

si j # k, il existe un unique jo tel que zy € suppAwu;. On en déduit que,
[Au(en)] = [Auj (zn)] < sup IA(xU)| = C", car Aujy(z) = A(xU)(2%x).

c) Appliquons (1) & u. On a D*u;(0) = 242X Day(0) = (9, si
la] = 2; d’ott D*u(0) = (N + 1)¢*. 1l résulte de (1) et de 3), a), b), que
(N+1) 37 [¢°] < C(C'+C"); ceci montre, en faisant tendre N vers I'infini,

|o|=2
que Y. [¢®] =0, ce qui est contraire au choix de (.
laf=2
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Solution du probléme 13

1) a) Tout d’abord, u, est bien définie, car § € S'(R) et e'6” § € S'(R). Alors
iy = g, d'olt (1+[€]%)°/2 i = (1+ [€[%)°/?|g] € L*(R), donc u, € H® et
Nluellg= = glln-. '

b) Soit to € R et soit (¢,) € R, ¢, — fo. On a,

8| i 3 itae® ]2 |~
e, = ueoll e = /(1 +1E17)% et — et [Plao(€) [ de .
Le théoreme de convergence dominée montre que cette quantité tend
vers zéro. (On majore le module des exponentielles par 1). Comme on a,
Okuy = (1€)* 1y, le méme raisonnement prouve que (0% u,) € CO(R, H*™%).

¢) Montrons que Papplication ¢ +— u, de R dans H*™3 est dérivable. Soit
to € Ret (t ) = to. Soit vy, = f(i{ae““aﬂg) €8 .0na(l+ ]§|2)£‘5§|ﬁ¢0[ =
(1+ )T l§|3|u0| < (1+1]¢%)2 || € L2 Donc vy, € H*™3. Alors,

Ug, — Uty
tn — to

:/Ume%@MMmmmwf

0 Hs-3
ou,

. eiltn—to)§™ _ 1
D(tn, to,€) = 008 (S —i8%).
( n, L0 5) € th — to 7’€

On a évidemment pour £ fixé, h]’il D(tn, to,£) = 0. D’autre part la formule
n— oo

de Taylor avec reste intégral montre que, pour 8 € R, |e* — 1| < |6], de sorte

que |®(t,, t0,£)| < 2]€]3. Le théoréme de convergence dominée montre alors

(1)

que (u¢) est dérivable & valeurs dans H*2 et u, ’ = v;,. Comme 'application

t v v, appartient 4 CO(R, H*"3) on a le resultat cherché.
2) Soit ¥ € C§°(R?). On a,

(320) (o 30) =~ [ e,
= [ GEECD b Na+ [ Faee o) vt
Comme ¥(+00,-) =0 on a,

<%§,w> :‘/<a;‘ut,w(t,-)>df=A<uc,62w(t,->>dt

= (u,039) = ~(0;u,9).

Evidemment on a ug = g.



222 14 e Solutions

Montrons que c’est 'unique solution. La différence v de deux solutions vérifie
I’équation % + %‘5 = ( ainsi que vg = 0. On utilise alors un calcul identique
a celui fait dans la preuve (b) du théoréme 1.1, chapitre 12 pour montrer que
v =0.
3) On a 6 € H*(R) si et seulement si s < — 1.
4) On a E(t) = F(e'€'8g) = F(e'€’) = Fe zf o Auss)

= tdet Atx/si 1.7:( i¢? ) o ( t1/3) = t_‘/s E(l) o At~l/3.
5) La distribution G = l?(?) = e’ est solution de I’équation différentielle,
1G/(€) +3€2G(€) = 0. Done E(1) = F G est solution, dans &', de ’équation
zE(1)-3E(1)" =0dotc=—3.
6) a) On a évidemment LI _C L} .
b) On peut alors définir la fonction w(z) = [; v F " (t)dt. C’est une fonction
continue (d’aprés le théoréme de convergence dominée), donc Ll . et nous
avons vu au chapitre 3, exemples 2.3, (1) que, dans D'(R), on a w’ = v".
Ainsi w = v'+ constante. Comme w € L}, onav' € L} , d'otiv € H .
7) Un calcul direct, montre que PXT — X PT = (3 + a)82T. La valeur
désirée est donc a = —3.
8) a) On sait que (u;) € C}(R, H~3%). Comme les applications u; — zu, et
u; + 02w, sont continues de S’ dans &’ (donc de H™3 dans S'), on a zu
et 92u € C'(R,S’). Enfin, 'application ¢t — (tw;) appartient 3 C'(R,S’) si
(w¢) € CYH(R, &’). Ainsi finalement (v;) € C1(R, S’).
b) Comme Pu = 0, on a Pv = PXu = X Pu = 0. Donc v est solution du
probleme de Cauchy, Pv =0, vop = zg.
c) Par unicité de la solution, on a v = S(t)xg. Par hypothése
zg € L*(R). Donc v; € L%(R).
d) Pour tout ¢ # 0, on a u, € L*(R) C LY ((R) et 82uy = L (v, — zus) est
dans L2 (R). Par 6) on a u; € HZ_(R).

Solution du probléme 14
1) Soit p € C§°(Q). On a

< ,tp> / /|z1<t T Bt (t z)dzdt
+o0
~/ / 1o <p (t,z)dzdt
R3
= [ Lot z)dw—/m/ L olt,2)daat
R |:EI(}0 ) o |z <t tz(p ] .
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. too |
’ u — —-*da:dt
<6r7 > 8:10] / /Jc|<t Ox;
+00
= ——/ l/ J«(p(t,z)dor,dt,
0 t )=t ’II

d’aprées la formule de Green. On a donc

axj’s">* /*"‘”/m = PWL do,dt = /aﬁgw(lzl,x)dz.

2) On a tout d’abord,

a7 el 2)) = 222 1) 1) 4 22 2 (el )
d’ou
3 9 3
O g el o)l = 5 (el ) + ZJ,— (|2, 2).
j=1 1

<6u O¢

Ensuite, I = W, gp) =—(%, az) D’aprés la question 1) ona

1 8 °° 1 3¢ -
—Lmamwugzgﬁawww«ww

/RH/, 2 8t (t z)dtdz
B /R“ [tz elt I)J;mdz + /Ra /+°O 3 o(t, z)dtdr

= /Ra IIP(p (||, a:)da:+2/ /xl< 3 p(t, z)dzdt.

D’aprés Pégalité (+) on a

.’L’]' 8 zj
(1) = - /Ra 21 92, 7 o(|z], z)]dz + 2_43 BB (930 (lz|, z) dz.

“.
i Mw
L

D’autre part,
. G ot 4

et, comme ¢ € C§°(Q), il vient

(1):/nzal_aj‘[_2¢(jxl,z)dz+z/ W a 2 (|2), 2)dz.
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On en déduit que,

)+ (2) = Z/ le $)dz+2/+oo/m<c 3 o(t,z)drdt,

ce qui est la formule annoncée.

3) D’apreés la question 1) on a

8%u _ ou  Op\ z; Jp
<5$—?y<ﬂ> = *<%'ny a;> = fRs EE 3:1:] (lz], z)dz

et d’apres la question 2),

+c0o 1
Ouo =2 [ Fetoded =20,
0 jzj<t t

II. 1) Tout d’abord, pour ¢ > 0, le support de v; est contenu dans
{r € R™ : |z| < t}. Donc v, € &'(R®). Ensuite, soit ¢ > 0; pour
p e C®(R% ona, (v,p) =+ lI]ng(ac)dﬂzt. Posons = = ty; alors dz = t3dy,
d'out (v, ) = t2 Jiyi<1 (ty)dy. Considérons la fonction G : R — C,
G(t) =t2 fy|<1 (ty)dy; c’est une fonction C* sur R d’aprés le théoreme de

dérivation de Lebesgue. On voit facilement que vy = v(() ) =o.

2) Comme v; € &'(R%) C & on a, ©; € C°°. De plus v; est invariante par
rotation, car v(z) = 2 H(t — |z|). Donc 9, est aussi invariante par rotation,
d’oi, 8:(€) = 90,0, [€]) = § [, ¢ 1N da.

En passant en coordonnées polaires dans Pintégrale, il vient,

1 t 27 T )
0(€) = “/ / / e~ reos Ol 2 5in 04 dp dr
tJo Jo Jo
2 1 T e
= rz(/ e"”“’sg!flsingcw) dr
t Jo 0

_ _2-;1 Ot 7‘2(/_11 e_irx{ﬂdm) dr = % V/Ot T sin("“d)d’l‘

—dn [* "dr = ——[r cos(r
"R | reos(rig)) dr = 22 b costrleDl
sin(lel)
+ g inttel) = g7z (S - coslei)
3) Pour t[¢| < e on a, 9:(£) ~ Ct? et pour t|¢]| > ¢, on a, |#:(£)] < ‘5'2’ d’on
&1 10 (&) < I—gl—?—:;; alors |€|°0,(€)| € L? si4~25 > 3,ie. 0 < s < 1. Donc

b€ L2 et €0, € L2 ie. v, € HS, 0< s < —%
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Notations

Les chiffres renvoient aux pages ou les notatjons sont définies.

A® = complémentaire de 4 TxS:67
K CC Q = K compact inclus dans ss(T) : 72
R* =R\ {0}, N* =N\ {0} 9:74
o Tof:81
]alaa!1a.<.ﬁ> (ﬂ)’aa : 1 f*(T)82
C*(Q), k € NU {400} : 1 H™(Q): 85
m -1 .
C§(0), CH(K) : 8 B, BT - 87
L?: 14 0:95
C () ® C() - 18 SR« 107
S'(R™) : 112

D'(Q2), D'®N(Q), D'FN(Q) : 20 Fu. i : 108, 114
Ty - 21 F: 109
5101: 22 a: 110, 114
vpg 23 sgn : 116, 129
supp : 8, 25 dog - 118
£Q) 28 tP 129, 188
aT': 36 H°(R™) : 133
%—'—_ : 36 k

Z;j Cv_,o N 136
grad N 41 v 141
n, 2 : 42

' Bn ¢ o(T) : 159
A :46 N()): 174
s 48 Co ;197
Ck(1,D), (To) : 61 C27 . 108

T ®T: 64
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Index

A

adjoint : 159, 160
auto-adjoint : 160, 161

B

borné (ensernble) : 6
Banach-Steinhaus : 58

C

Cauchy (probleme de) : 99
chaleur (équation de la) : 55, 74, 165
chaleur (noyau de la) : 176
compact (opérateur) : 90, 160
compact (support) : 8, 24
conservation (de Iénergie) : 102
convergence dans C*(Q) : 3
convergence dans CE(Q) : 10
convergence dans D'(Q?) : 56
convergence dans (1) : 63
convergence dans S : 108
convergence dans &’ : 113
convergence faible : 160
convolutif : 78

convolution : 15, 67

D

décroissance (des solutions) : 100, 157
densité (théorémes de) : 14, 71, 134, 143
dérivée (d’une distribution) : 36
Dirichlet (probléme de) : 85, 93, 149
distribution : 19

distribution (& support compact) : 28, 117
distribution (d’ordre fini) : 20
distribution (d’ordre infini) : 24
distribution (déf. par une fonet. LL ) : 21
distribution (de Dirac) : 22

distribution (valeur principale) : 23

distribution (indép. d’une variable) : 51
distribution (homogene) : 48
distribution (tempérée) : 112
divergence : 42

E

élémentaire (solution) : 55, 74, 98

F
faible (solution) : 187

G

Gauss (formule de) : 42
Green (formule de) : 46

H

Heaviside ( fonction de) : 38
hypoelliptique (opérateur) : 72, 74
Huygens (principe de) : 101

1

image (d’une distribution) : 81
inégalité (de Poincaré) : 89
influence (domaine d’) : 101

L

Laplacien : 46, 74, 199
Leibniz (formule de) : 2

M
mixte (probleme) : 164
Morse (lemme de) : 130

multiplication (par une fonction C*°) : 35
multiplication (dans D) : 36
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Index

N

normale (extérieure) : 42
normale (unitaire) : 42
normale {dérivée) : 42
noyau (de la chaleur) : 176

0O

ondes (équation des) : 75, 96, 202
opérateur {compact) : 160
opérateur (différentiel) : 37

ordre (d’une distribution) : 20
ordre (fini) : 20

ordre (infini) : 24

P

Paley-Wiener : 123
Paley-Wiener-Schwartz : 126
partition (de 'unité) : 12

phase (stationnaire) : 128
plateaux (fonctions) : 10

positive (distribution) : 21
principe (du maximum) : 169
produit (tensoriel) : 65
prolongement (opérateur de) : 144
propagation (2 vitesse finie) : 100
propagation (& vitesse infinie) :157

R

régularisation : 15, 143

S

sauts (formule des) : 40

Schrodinger (équation de) : 75, 152

Schwartz : 107, 126

semi-norme : 3

Sobolev (espaces de) : 85, 133
spectre : 159

support (d’une fonction C%) : 8
support (d’une distribution) : 25

support (compact) : 28
support (singulier) : 72
symboles : 189

T

Taylor (formule de) : 18

tempérée (distribution) : 112

tensoriel (produit) : 65

traces : 140, 146

transformation de Fourier (dans S) : 108
transformation de Fourier (dans §') : 114
transformation de Fourier (dans L1NL?) :
119

transformation de Fourier (dans £') : 117
transformation de Fourier (et convolu-
tion) : 120

transformation de Fourier (partielle) :121
transposé (opérateur) : 37

troncature : 14

Vv

valeur (principale) : 23
valeur (propre) : 159

w
Weyl (formule de) : 172
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CLAUDE ZUILY

Les équations aux dérivées partielles constituent la généralisation
naturelle des équations différentiefles dans le cas ou la fonction est profe
inconnue dépend de plusieurs variables. La théorie des Paris XI-Ors
distributions établie par Laurent Schwartz leur fournit un cadre

bien adapté.

Ce cours est une introduction a ces deux théories. Il est le fruit

d’'un enseignement de plusieurs années a des étudiants de

maftrise de mathématiques. Cependant, il sera également utile

aux éléves des grandes écoles, aux étudiants préparant

I'agrégation ainsi qu’a de jeunes chercheurs.

Outre la théorie illustrée par de nombreux exemples, le lecteur

trouvera dans cel ouvrage un chapitre composé de quatorze

longs problemes corrigés.
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