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Fondementsmathématiquesde la morphologie

mathematique

Théorie des ensembles
relations ( ,\,[ ...)
élément structurant
Topologie
topologie en tout ou rien (topologie de Fell)
topologie myope
distance de Hausdorff

Théorie des treillis
adjonctions

opérations algébriques
Probabilités

P(A\ K 6 ;)

ensembles fermés aléatoires
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Topologieentout ou rien

topologie sur les fermeés

engendrée par les FX et Fg (K compact et G ouvert) :
F*=fF2F;F\ K =g

Fec=fF2F;F\ G6 ;g

convergence dans F : (Fn)nh2on CcOnverge vers F 2 F si:

8G2GG\ F6 ::9N:8n N: G\ F, 6 ;
8K 2 K:K\ F=:9N%8n N9 K\ F, = ;
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Topologieentout ou rien

topologie sur les fermeés

engendrée par les FX et Fg (K compact et G ouvert) :
F*=fF2F;F\ K =g

Fec=fF2F;F\ G6 ;g

convergence dans F : (Fn)nh2on CcOnverge vers F 2 F si:

8G2GG\ F6 ::9N:8n N: G\ F, 6 ;
8K 2 K:K\ F=:9N%8n N9 K\ F, = ;

La réunion est une opération continue de F  F dans F mais pas l'intersection
+

semi-continuité
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Semi-continuité

f: I F

f semi-continue supérieurement (s.c.s.) si8! 2 et8(! n)n2n 2 convergeant
vers |

imf(n) ()

f semi-continue inférieurement (s.c.i.) si:
Iimf(tn) f()

lim=lim =[ =\ des points d'adhérence

f continue ssif s.c.i. et s.c.s.

L'intersection est s.c.s.
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Proprieteé desopérations morphologiques

la dilatation d'un fermé par un compact est continue

la dilatation d'un compact par un compact est continue
(F;K) 7! E(F;K) s.c.s.

(K%K) 7! E(K%K) s.c.s.

(F;K) 7! Fx s.c.s.

(K%K) 7' KQ s.cs.

(F;K) 7! FK s.c.s.

(K%K) 71 KX sc.s.
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Topologiemyope

engendrée par la famille :
KE=fK 2K;K\ F=;;K\ G6 g

(F2F,G2GQ
plus ne que la topologie induite sur K par la topologie en tout ou rien

équivalente sur K n; a la topologie induite par la distance de Hausdorff

(K:K9 = maxf sup d(x; K9; sup d(x%K)g
x2 K x02K 0

(K:K9 = inff"; K DK%B");K? D(K;B")g
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Cadre algebrique : lestreillis complets

Treillis: (T; ) ( relationd'ordre) telque 8(x;y) 2 T;9x _yet9x "y

Treillis complet : toute famille d'éléments ( nie ou non) possede un plus petit
majorant et un plus petit minorant

) contient un plus petit élément 0 et un plus grand élément | :

N N

0= T= ;etl= T=

Exemples de treillis complets :
(P(E); ) : treillis complet, booléen (complémenté et distributif) :

8x; 9xC:x " x® = 0etx _ x© = |

xt(y_z)=(x"y)_(x*z)etx_(y"z)=(x_y)" (x_2)
(F(RY); )

fonctions de R" dans R pour la relation d'ordre
f g, 82R"; f(x) 9(x)

partitions
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Semi-continuitédesfonctions

S.C.S.
8t > f(x); 9V (x);8y 2 V(x); t> f(y)

(V (x) voisinage de x dans R")

S.C.l. :
8t < f(x);9V(x);8y 2 V(x);t < f(y)

une fonction est s.c.s. si et seulement si son sous-graphe est fermé

topologie sur I'espace des fonctions s.c.s. = celle induite par la topologie en tout
ouriensur F(R" R)

'ensemble des fonctions s.c.s. de R" dans R est un treillis complet pour

f g, SG(f) SG(g)
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Dilatation et erosionalgébriques

treillis complet (T; )

Dilatation algébrique :
8(xi)2T; (Lixi)= _i (i)
Erosion algébrique :
8(xi) 2 T; "(Mixi) = "i"(Xi)
Propriéteés :
(0) =0(dansP(E);0= ;)
"(I)=1 (dans P(E);l = E)
croissante

" croissante
dans P(R"), (X)=[x2x (fxg)
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Adjonctions

("; ) adjonction sur (T; ):

8(x;y);, (x) y, x "(y)

Proprietés :
(0) = Oet"(l) =1
("; ) adjonction) " = erosion algébrique et = dilatation algebrique

croissant = dilatation algébrique ssW) tel que ("; ) soit une adjonction
) " =eérosion algébriqueet"(x) = fy2T; (y) xg

" croissant = érosion algébrique ssi 9 Vtel gue ("; ) soit une adjonction
) = dilatation algébrique et (x)= fy2 T; "(y) Xg

| d
| d
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Liens aveclesopeéerateursmorphologiques

Sur le treillis des parties de R" ou Z", muni de l'inclusion :

(X)=1[x2x (fxg)

+ invariance par translation) 9B; (X) = D(X;B)
Méme résultat sur le treillis des fonctions.

Résultats similaires pour I'érosion (avec des conventions différentes pour la
dualité).
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Ouvertur e et fermeture algebriques

Ouverture algébrique :  croissante, idempotente et anti-extensive

Fermeture algébrique : ' croissante, idempotente et extensive

Exemples: = et' =" avec("; ) adjonction
Domaine d'invariance : Inv(' ) = fx 2 T; ' (X) = xd

wW
ouverture) (x)= fy2Inv();y xg

V
fermeture) ' (x)= fy2Inv(); X vYyg

( i) ouvertures) i ouverture

(' ;) fermetures) " fermeture

|
1 et » ouvertures) équivalence entre :
1. 1 2
2. 12= 21= 1
3. Inv( 1) Inv( 2)

' 1 et' » fermetures) équivalence entre :
1. ' 2 ' 1
2. "1 2="2"1="1
3. Inv( 1) Inv(' 2)
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Cadre probabilliste

Tribu morphologique : ¢ sur F engendrée par les F X etles Fg pour tous les
compacts K de K et tous les ouverts G de G :

FK =fF2F;K\F=;9g; Fo=fF2F:G\ F6 g

(ouverts de la topologie en tout ou rien)

Ensemble fermé aléatoire : F = (F; {;P), déterminé par la donnée d'une
probabilité P sur (F; ¢)

Capacité de Choquet : fonctionnelle T : K ! [0; 1]
8K 2 K; T(K)=P(F\ K 6 ;)
Exemple : schéma booléen
1 T(K)=P(K\F=:)=e V(F°K)

avec densité du processus de Poisson et F 9 grain primaire
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Théorie algébrique des Itr es

Filtre = opérateur croissant et idempotent

Exemples

ouvertures et i (ltres anti-extensifs)

Vv
fermetures’ et ;' (ltres extensifs)

Théoreme de composition de Itres ' et tels que'

1 1 1 1 1 1 N\ 1 1

' ’ et

sont des ltres

Inv(" ")=1Inv(" )etlnv( ' )=1Inv( ")

est le plus petit Itre plus grand que'
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Exemple: Itr esalternéssequentiels

ouvertures ; et fermetures’' ; telles que :

) i ld oty
Théoréme de compositionde ltres ) mij = i'i,ni =" i, ri="i i";et
Si = i'i jsontdes ltres

Filtres alternés séquentiels :

M; = mim; 1::m2omy
Ni = njn;j 1:n2ng
Ri = rjrj 1:irarg

Si = SiSi 1:582%1

Propriegte:i j) MjM; = Mj; NjNj = Nj;:
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Filtr esalternessequentielsmorphologiques

(:(((fe,)B1)B,)B2)ug, )B
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(:(((fe,)B1)B,)B2)ug, )B
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Filtr esalternessequentielsmorphologiques

(:(((fe,)B1)B,)B2)ug, )B
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Comparaison de Itr es sur une image bruitée
par un bruit gaussien

Image originale Bruit gaussien (variance 20)
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Comparaison de Itr es sur une image bruitée
par un bruit gaussien

Moyenne 3 3 Moyenne 7 7

b

Filtre gaussien de variance 0,75  Filtre gaussien de variance 4,08

Morphologie mathématique Il — p.17/21



Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit gaussien

Image bruitée Filtre de Nagao

Médian3 3 Médian7 7
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit gaussien

Image bruitée Filtre alterné séquentiel de taille 1

Filtre alterné séquentiel de taille 2  Filtre alterné séquentiel de taille 3
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit gaussien

Image originale Bruit gaussien (variance 120)
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit gaussien

Moyenne 3 3 Moyenne 7 7

Filtre gaussien de variance 0,75  Filtre gaussien de variance 4,08
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit gaussien

Image bruitée Filtre de Nagao

Médian3 3 Médian7 7
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit gaussien

Image bruitée Filtre alterné séquentiel de taille 1

Filtre alterné séquentiel de taille 2  Filtre alterné séquentiel de taille 3
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit impulsionnel

Image originale Bruit impulsionnel (intensité 2%)
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit impulsionnel

Moyenne 3 3 Moyenne 7 7

Filtre gaussien de variance 0,75  Filtre gaussien de variance 4,08
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit impulsionnel

Image bruitée Filtre de Nagao

Médian3 3 Médian7 7
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit impulsionnel

Image bruitée Filtre alterné séquentiel de taille 1

Filtre alterné séquentiel de taille 2  Filtre alterné séquentiel de taille 3
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit impulsionnel

Image originale Bruit impulsionnel (intensité 10%)
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit impulsionnel

Moyenne 3 3 Moyenne 7 7

Filtre gaussien de variance 0,75  Filtre gaussien de variance 4,08
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Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit impulsionnel

Image bruitée Filtre de Nagao

Médian3 3 Médian7 7

Morphologie mathématique Il — p.18/21



Comparaison de lItr es sur une image bruitée
par un bruit impulsionnel

Image bruitée Filtre alterné séquentiel de taille 1

Filtre alterné séquentiel de taille 2  Filtre alterné séquentiel de taille 3
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Filtr esauto-duaux

Opérateurs indépendants du contraste local, agissant de la méme maniere sur les
parties sombres et claires.

Exemple : centre morphologique
M edian[f (x); 1(f)(x); 2(f )(x)]

Plus généralement, pour des opérateursf 1; 2;:0 ng:(Id_ ™y )™ i

Parexemple ((f)= '(f)= (fB)g, 2=" (f)= (fg)B
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Centre morphologique: exemplenumerique
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Centre morphologique: exemplenumerique

Morphologie mathématique Il — p.20/21



Centre morphologique: exemplenumerique

centre morphologique

r
\ [
\ [
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Granulométries

8X 2 A;8 > 0; (X) X ( anti-extensive) ;

8(X:Y)2 A%:8 >0, X Y) (X) (Y) ( croissante) ;

8X 2A;8 >0;8 >0 ) (X) (X) ( décroissante par rapport
au parametre) ;

8 >0:8 > 0; = = max(; )
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Granulométries

8X 2 A;8 > 0; (X) X ( anti-extensive) ;

8(X:Y)2 A%:8 >0, X Y) (X) (Y) ( croissante) ;

8X 2A;8 >0;8 >0 ) (X) (X) ( décroissante par rapport
au parametre) ;

8 >0:8 > 0; = = max(; )

() est une granulométrie ssi est une ouverture pour tout et la classe des ensem-
bles de A invariants par  est incluse dans celle des invariants par pour
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