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Contenu du cours

• Principe physique de la tomographie (à rayons X)

• Atténuation
• Projection

• Inversion : rétroprojection

• Méthodes analytiques

• TF discrète
• Déconvolution

• Méthodes algébriques

• Régularisation

• Extensions
• Géométrie conique

• Données incomplètes

• 3D
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Systèmes d’acquisition : 4 générations
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Principe physique de la tomographie à rayons X

Atténuation

Faisceau de rayons X monochromatique :

I = I0 exp(−
∫ +∞

−∞

fdv)

f(x, y) = atténuation au point (x, y) = fonction à reconstruire

Principe d’acquisition

θ
x

y

u

u

p  (u)θ
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Autres modalités

• médecine nucléaire (SPECT, TEP)

• tomographie d’impédance électrique

• ...

Principes physiques différents, mais problèmes de reconstruction similaires
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Transformation de Radon

R[f ](u, θ) = pθ(u)

=

∫

Dθ

f(u cos θ − v sin θ, u sin θ + v cos θ)dv

Rq : pθ(u) = pθ+π(−u)

Reconstruction :

{pθ(u), θ ∈ [0, π[, u ∈ R} → {f(x, y), (x, y) ∈ R
2}
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Sinogramme
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Rétroprojection

• d’une projection :

hθ(x, y) = pθ(x cos θ + y sin θ)

(valeur en (x, y) de la projection d’angle θ

au point sur lequel se projette (x, y))

• de toutes les projections :

B[p](x, y) =

∫ π

0
pθ(x cos θ + y sin θ)dθ
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Rétroprojection
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Inversion

Théorème de projection

TF [pθ](U) = TF [f ](U cos θ, U sin θ)

⇒ schéma de reconstruction :

{pθ(u)}
⇓

{TF [pθ](U)}
⇓

TF [f ](X,Y )

⇓
f par TF inverse

= Inversion directe (TF 1D + TFI 2D)
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Inversion

Théorème de rétroprojection

B[p](x, y) = (f ∗ h)(x, y)

avec h(x, y) = 1√
x2+y2

⇒ reconstruction par déconvolution :

f = TFI [ TF (B[p]) . ρ ]

avec ρ(X,Y ) =
√
X2 + Y 2

(filtrage et TF 2D)
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Inversion

Rétroprojection filtrée

f = B[p̃]

avec p̃θ = TFI [ TF [pθ](U) . |U | ]

⇒ schéma de reconstruction :

filtrage des projections (1D)

⇓
rétroprojection des projections filtrées

En pratique : filtrage par H(U) = |U | . W (U)

W (U) : passe-bas

⇒ compromis résolution spatiale / bruit
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Discrétisation

• Cas continu idéal :
• domaine R

2

• fonction f continue

• pθ continues, connues ∀θ ∈ [0, π[

• En pratique :

• pθ pour un nombre fini de θk (système d’acquisition)

• pθk connues aux points discrets ul (détecteurs)

• f reconstruite en un nombre fini de points (algorithmes numériques)

reconstruction :

{pθk (ul), 0 ≤ l < NP, 0 ≤ k < M}
→ {f(xi, yj), 0 ≤ i < N, 0 ≤ j < N}

avec :

θk = k∆θ ul = ld

xi = i∆x yj = j∆y

(∆θ =
π

M
)
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Deux classes de méthodes discrètes

• analytiques :

◦ opérateurs discrets

◦ discrétisation des formules d’inversion

• algébriques :

◦ discrétisation de l’équation de projection

◦ résolution d’un système linéaire

I. Bloch - Tomographie – p.11/21



Discrétisation des méthodes analytiques

Discrétisation des opérateurs

• TFD :

Fk =

N−1
∑

l=0

fl exp(
−2π

N
lk)

recouvrement de spectre ⇒ Shannon

⇒ spectre limité

• Rétroprojection discrète :

B[p](xi, yj) =
π

M

M−1
∑

k=0

pθk (xi cos θk + yj sin θk)

xi cos θk + yj sin θk 6= ul

⇓
interpolation

ou pré-interpolation des pθ
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par inversion directe

TFD[pθk ](Ul) = TFD[f ](Ul cos θk, Ul sin θk)

⇒ schéma de reconstruction :

{pθk (ul)}
⇓

{TFD[pθ](Ul)}
⇓

estimation de TF [f ] sur une grille polaire

⇓
interpolation polaire / cartésienne

⇓
f par TFD inverse
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Discrétisation des méthodes analytiques

Echantillonnage
Y

X

3B/4

B

∆θ

ε

ε’

Projections : d ⇒ B = 1
2d

Plan de Fourier :

• radial : ρ = 2B
NP

= 1
dNP

• azimutal : ε = ρ ⇒ ∆θ = 2
NP

• ou : ε′ = ρ3B/4 = 3
4
B∆θ = 2B

NP
⇒ ∆θ = 8

3NP

⇒ M (nombre de projections)
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par déconvolution 2D

• rétroprojection discrète de toutes les projections

• déconvolution par TFD

• sur image plus grande (repliement de spectre)

• filtre + fenêtre (données bruitées)
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par rétroprojection discrète

Filtrage des projections :

B =
1

2d

⇓

TF (k)(U) =

{

|U | si |U | < B

0 sinon

• Ramachandran et Lakshminarayanan :

TF (k̂)(U) = |U |RectB(U)

⇒ k̂(u) = 2B2

(

sin(2πBu)

2πBu

)

−B2

(

sin(πBu)

πBu

)2

⇒ k(
m

2B
) =











B2 si m = 0

0 si m pair et 6= 0
−4B2

m2π2
si m impair
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par rétroprojection discrète

• Shepp et Logan :

TF (k̂)(U) = |U |RectB(U)
sin(πU

2B
)

πU
2B

⇒ k(
m

2B
) =

−4B2

π2(4m2 − 1)

• Autres fenêtres : cosinus, Hamming, etc.

• Mise en œuvre :
• convolution discrète
• ou dans le domaine de Fourier (FFT)

• Avantages :

• traitements 1D
• traitement de chaque projection dès qu’elle est acquise
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par rétroprojection discrète

RAM-LAK

Shepp-Logan

rampe * rect * (a + (1-a)cos(piU/B))

rampe

rampe * rect (RAM-LAK)

rampe * rect * sinc(piU/2B)
(Shepp & Logan)

rampe * rect * cos(piU/2B)
(Cosinus)

(Hamming)
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Méthodes algébriques de reconstruction

f sous la forme :

f(x, y) =

n
∑

i=1

fiϕi(x, y)

Base la plus utilisée : celle des pixels

ϕi(x, y) =

{

1 si (x, y) = pixel i

0 sinon

⇓

pj =

n
∑

i=1

Rjifi

⇓

p = Rf

avec pj = pθk (ul) et Rji =
∫

ϕi(ul cos θk − v sin θk, ul sin θk + v cos θk)dv
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Méthodes algébriques de reconstruction

• p : vecteur de mesures

taille m = M ×NP = nbre projections × nbre de points / proj.

• f : vecteur des valeurs recherchées en chaque pixel

taille n = N ×N = nbre pixels

• R : matrice de projection

taille m× n

ne dépend que de l’acquisition

Rji =

{

1 si le rayon j rencontre le pixel i

0 sinon

ou mieux :

Rji ∝ surface de recouvrement rayon j / pixel i
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Méthodes algébriques de reconstruction

j
p

x x21

nx

ix

ji

(f )i

R
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Méthodes algébriques de reconstruction

Problèmes liés à l’inversion directe :

• Taille de la matrice (250000 × 250000 au moins)

• Matrice très creuse (aussi un avantage)

• Bruit

⇓

méthodes itératives

• ART : correction des fi en utilisant une projection à chaque fois

• SIRT : correction de chaque fi en utilisant tous les rayons passant par xi
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ART
f 2

f1

solution

(0)

f R   + f R   = P

f R   + f R   = P

1 11 2 12

1 21 2 22

1

2

(1)
(2)

(3)

(4)

f
(k)
i = f

(k−1)
i +Rji

pj −Rjf
(k−1)

‖Rj‖2

j = k[m] + 1
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ART

Cas bruité : pas de solution unique

(2)

(4)

(1)

(0)

(3)

contrainte 2

contrainte 1

contrainte 3

⇒ oscillations

I. Bloch - Tomographie – p.14/21



SIRT

j

xx

p

2

xn

1

i (f )ix

f
(k)
i = f

(k−1)
i +

∑

j pj
∑

j

∑

i Rji
−

∑

j Rjf
(k−1)

∑

j ‖Rj‖2
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Limites

• limites physiques :

◦ faisceau non monochromatique, non infiniment fin

◦ durcissement du faisceau

◦ phénomène de diffusion

◦ mouvements du patient

• données incomplètes :

◦ faible nombre de projections (cœur)

◦ données bruitées

⇒ problème mal posé
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Problème bien posé

• au moins une solution pour chaque ensemble de données

• la solution est unique

• la solution dépend continûment des données

en tomographie : problème mal posé (données restreintes, bruitées)

⇓

Régularisation
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Moindres carrés

Rf = p

tel que R−1 n’existe pas ou n’est pas continu

⇓

Approximation telle que :

minC(RF, p)

C : critère d’écart

Solution des moindres carrés :

f = (RtR)−1Rtp

si R de rang n

sinon infinité de solutions
⇒ celle de norme minimale

Mais peut être instable
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Analyse de la stabilité

σ2
k : valeurs propres de RtR et de RRt (σ1 > σ2 > ... ≥ 0)

RRtpk = σ2
kpk, RtRfk = σ2

kfk

avec, pour σk 6= 0 : pk = σ−1
k Rfk, fk = σ−1

k Rtpk

f = (RtR)−1Rtp = (RtR)−1Rt(
∑

k

< p.pk > pk)

= (RtR)−1(
∑

k

< p.pk > σkfk) =
∑

k

< p.pk > σ−1
k fk

Donnée bruitées ⇒ mesures p+ b

⇓

f =
∑

k

< p.pk > σ−1
k fk+

∑

k

< b.pk > σ−1
k fk

bruit haute fréquence ⇒ forts coeff. sur les petites valeurs propres (grandes valeurs de

σ−1
k ) – cf. restauration

⇒ instabilité

I. Bloch - Tomographie – p.19/21



Stabilisation de la solution (régularisation)

• troncature du développement (cf. restauration par la méthode SVD)

• amortissement :

f =
∑

k

wkσ
−1
k < p.pk > fk

• solution stable + contraintes de douceur

min J(f) = ‖Rf − p‖2 + γΓ(f)

ex. : Γ(f) = ‖f‖2 ⇒

f = (RtR+ γI)−1Rtp

⇒ f =
∑

k

σk

σ2
k + γ

< p.pk > fk

• compromis précision / stabilité

• introduction d’infos a priori
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Géométrie divergente

• Négliger la divergence : approximation parallèle

⇒ erreur d’approximation négligeable si angle < 15 degrés

• Réorganiser les données en projections parallèles

• Reformaliser le problème :

◦ théorème de projection non généralisable

⇒ pas de reconstruction directe

◦ adaptation du théorème de rétroprojection

⇒ même algorithme

◦ correction des formules de rétroprojection filtrée

⇒ algorithmes un peu différents

◦ méthodes algébriques : adaptation de la matrice R

Autres méthodes :

• statistiques

• 3D

• structurelles

• ...
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