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Sqguelettes morphologigques et squelettes connex

ASquelettes : introduction.
ASquelette morphologique euclidien.
ASquelette morphologique discret.
ASquelette et résidus.

ASquelettes connexes : Squelettes euclidiens-chielles.
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Sguelettes : motivations

L 6 o b j de dat siguelettisationest de représenterun ensembleavec un minimum
d 6i nf o soosareformanquisoitalafois simpleaextraireetcommodea manipuler

Remarque Pourlessquelettespn selimitera dansle cadrede ce coursau casdesensembles
bidimensionnelgimagesbinaires2D), bienquecertainesotionss 6 a p p |égalgreatix
dimensionsupérieures
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Squelettes : propriétés recherchees (1)

4 Préservation de la géomeétrie )
Le squelette doit rendre compte des
propriétésgéomeétriquesde la forme :
ramifications partiesallongées.

o
p

_ N\
Epaisseur nulle - -

Le squelette doit étre constitué de courbes sans épaisseur.

Préservation de la topologie k

Le squelettedoit conservelles relationsde connexité:
méme nombre de composantesconnexes, méme
nombredetrousparcomposanteonnexe

o

.

.
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Sqguelettes : propriétés recherchees (2)

. . . N\
Invariance aux transformations affines
Le squelette doit commuter avec la
translation]arotationetl 6 ho mot h®t |
J

-
s

Réversibilité A
Le squelettedoit permettrede
retrouvera formeoriginale O
/

.
-

-

Continuité

Une petite modification de la forme originale doit
induireunepetitemodificationdu squelette

&4
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Sguelette morphologigque

Le squelette mor phol ogaxqgmégiari&lsn 67)fl atihse @ e
notion deboule maximale

4 N
Une bouleB est dite maximale danési Le squelettemorphologique(euclidien)
e - : est la réunion des centresde boules
BEBE XY B'=B

(euclidiennesimaximales
Propriété : une boule S(X) = 8{ xI R%B(x,r) estmaximalelansX}
maximale touche la rz0
frontiere de X en au moins
deux points distincts

NG AN
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Propriétées du squelette morphologique (1)

De par sadéfinition, le squeletteanorphologiquesuclidienrespectda géométrie
de la forme originale, et il estinvariant par homothétie Il possedeale plus les
propriétéssuivantes

Al'l est sans ®paisseur (doéint®rieu

All est antiextensif et idempotent :

S(X)E X S(S(X)) =3(X)

ASi X est ouvertalorsX et S(X)ont la méme topologie.

Contreexemple : “
X S(X)

Cours de Morphologie Marhématique Antoine MANZANERAT ENSTA/LEI 7




Propriétés du squelette morphologique (2)

Reéversibilité

La donnée de la transformeée en distance euclidienXesdeS(X)permet de
reconstruire exactemext:
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Propriétés du squelette morphologique (3)

Non-continuité:

mor phol ogi que eucl i dien




Sqguelette morphologigque : passage au discret

Dans | e cas discret., | es boul es maxi ma
Exemples :
[ ] 0000000
00 0000000
o000 O0 0000000
0000000 0000000
o000 O0 0000000
00 0000000
[ ] 0000000
voisinage élémentaire  boule de rayon 3 voisinage élémentaire  boule de rayon 3
de | 6origine de | 6origine
Distanced, Distanced,
PROPRETE
Un point x estcentred 6 ubhowde maximale
de rayon r dans X si et seulementsi il S(X)z{xl’ ZZ;B(x,r)estmaximaIelanQ(}
appartiental| 6 ® rd®>Xdp&r une boule de _ ( )
pp F® - eB(O,r)(x)\gB(O,l) eB(O,r)(X)

taille r, maispasal 6 o ude etrétodepar
la bouleélémentaire
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Sqguelette morphologigque : passage au discret

Par cons®quent, | e squelette morp
r®si dus doébouverture des ®rod®s su

S(X) =8 S(X)

ri N

= 8 eB(O,r)(X) \gB(o,1) (eB(o,r)(X)) Lantuéjoul 78

ri N

Formule doéinversion du squ@—l—%tte mo

3
X = 8 Ghon (S (X)) .gh'g'[
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Sqguelette morphologigue : passage au discret

La formule de Lantuéjoul fournit un moyen explicite de calculer le squelette morphologic

X &, (X) '.' XS N XS .

ol T
gal(eal(X)). %(0.(0) @ (&)
]

B 0 gxcso B B seoeseo BB
S(X) S(X)C S(X) C S,(X) CS,(X)CS,(X) 0
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Sqguelette morphologigque : passage au discret

4 )
Comme | 6ensemble des r ®si cl/u—s—d—é—e—u—+~e\r
| 6ensembl e des maxima | ocafux de aplt)r
le squelette morphologique discret est égal aux maxima locaux
de la transformée en distance :
S(X) ={xI X;" y,a(x,y) =1Y a(y,X°) ¢ d(x, X°)}
o j
4 N
A Contrairemenfau cascontinu, le squelettemorphologique
nepréserveasla topologiedela formeoriginale:
Les algorithmesde squelettisationconnexetraitent
donc le probleme de préservationde la topologie
directementansle cadrediscret
\_ J
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Squelette morphologigue / Erodés ultimes

REMARQUE : Noter les paralleles entre le squelette morphologique et les érodés ultinr

Erodés ultimes
I

Squelette morphologique
[

Maxima locawde la
transformée en distance

Maxima regionauxe la
transformée en distance

R®s i dwvesrture @ar

S G
e
< ]

reconstruction

R®s i cdwearturd 6
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Squelettes euclidiens multechelles

Il existede nombreusesechniquesle calcul dessquelettediomotopiquegqui préserventa
topologie) Les plus classiquessont: les squelettegpas amincissementles squelettegar
reconnexiordu squelettenorphologigue Nous présentonslansla suite une destechniques
lesplus élégantegtlesplusefficaces le squeletteeuclidienmulti-échelles

Sonprincipedecalculreposesurles4 etapesuivantes
1- Associeruneétiquetteuniquea chaquepixel du contour
2- Propagerlesvaleursdesétiquettesaux pixelslesplusproches

3- Calculerunefonctionde choclocale selonla différencedesvaleursdesétiquettesentre
pixelsadjacents

4- Le squeletteestobtenuparseuillagedela fonctiondechoc

Une propriétéremarquableestque, graceau calcul récursifde la transforméeen distance,
chacunale cesétapesa un coltde calcul constant
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Etiquetage de contours

Soit X une image binaire.

Contour en L£onnexité : Contour en &onnexité :

£ ={al xisal X:dza =3 i ={el Xisal X:d(20)=]

Remarque: le contour en 4-connexité forme une courbe 8-connexe pour chaque
composanté-connexede X. Le contouren 8-connexitéforme une composante-connexe
pourchaquecomposantd-connexede X.
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Etiquetage de contours

LO ®t i qde eoht@urgadnsistea attribuer a chaquepixel de contourde X une paire
do®t i @dy)delsgue:s

1- L identifie chaquecomposanteonnexede X

2- | attribuea chaquepixel de chaquecomposant@in numeérouniqueselonun certainsens

deparcours
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Etiquetage de contours

LO ®t i qde eoht@urgadnsistea attribuer a chaquepixel de contourde X une paire
do®t i @dy)delsgue:s

1- L identifie chaquecomposanteonnexede X

2- | attribuea chaquepixel de chaquecomposant@in numeérouniqueselonun certainsens
deparcours

4
& Jjs B

X /%
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Propagation des étiquettes

La propagationdes étiquettesaux pixels les plus prochesse fait simplementen utilisant
| 6 al g aecaldulldetestransforméeen distancesurle complémentairelu contour On
associealors a chaquepixel (x,y) les coordonnéeselatives(R(x,y),R(X,y)) du pixel de
contourle plusprochede (x,y).

Si L estunefonction étiquettesur le contourde X, la propagatiorde!l 6 ®t iLceloald t
distancad estla fonctiondéfinie sur X commesuit

PI(xy)=L(x+R,y+R)

ALa propagationdes étiquettesL (composantegonnexes)ournit la partition de X en
zoned 601 nf (SKI&.nc e

ALa propagatiordesétiquetted (énumératiorde contours)calculeleszonesd 6 i nf | u
dechaquepixel du contourscequi, pardifferenciation fournirale squelette
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Propagation des etiguettes
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Propagation des étiquettes
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Propagation des étiquettes
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Propagation des étiquettes

-

L, (1 étiquette) / « (679 étiquettes)




Propagation des etiguettes
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Fonction de choc

ALa fonction de choc associea chaque pixel p une valeur proportionnellea «
| 6 ®1 o i gmagimumeritrele pixel du contourcorrespondana!| 6 ®t idgpeeé t t
ceuxqui corresponderd! 6 ®t idespixelsvbignsdep.

AL6 ®1 oi gstassoaén unefonction de coltk définie surle contour,ol chaque
pixel estidentifié parsapaired 6 ®t i(gult t e

On noteN,(p) le pointdu contourde X le plusprochedep :

N, (p) =[x, +R.(P),y, + R ,(P))

Fonction de choc-8onnexe : Fonction de choc-4onnexe :
Sg(p)‘drpax k(N (p), Ny (q)) S(p)‘drpax k(N (p), Ny (a))

Remarqgueta dualité: on calculela valeur maximaledansle 4-voisinagepour un
squeletted-connexegtréciproguement
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Fonction de choc

La fonction de colt associée a la fonction de choc est la distance géodésique entre :
points du contoup; = Ny(p) etp, = Ny(q) , le long du contour dX :

k(p,p,)=d, (P,P,)
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Fonction de choc

La fonction de choc associée a la distance géodésique se calcule tres simplement
comparant les étiquettés etl , entre 2 pixelp etq adjacents :

(D) SiLy(p) I Ly(@, al ors p est ~ la fronti re
contours connexes, et donc :

K(Ny (p), Ny (q)) ==
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Fonction de choc

(2) SiL(p) = L(q), alors la fonction de choc est egale a la différence des
étiquettes ,, modulole nombre total de pixel du contour contenastq.

Fonction de choc symétrique

/((NX (p), Ny (q) = ‘P ‘/jx (p)- P j’x (CI)‘ moduﬁ‘ ___ Nombre de pixels de la composante

connexedu contourde X contenanp.

Fonction de choc asymétrique
k(N (). Ny (@) = (P2 (p)- P, (a))modjs]

La fonction de choc symétriqueproduit un squelettecentrémaisd 6 ® p a 2, sasdis u r
guela fonctionde chocasymeétriqueroduitun squeletted 6 ® p a 1, avecanaearreur
possibledeplacement 6 demipixel.

Cours de Morphologie Marhématique Antoine MANZANERAT ENSTA/LEI 28



Fonction de choc
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Squelette multrechelles

Une fois la fonction de chdgd ®f i ni e, | e sscst simpemantaeéfini |
comme le seuil de niveaude la fonction de choc :

Sk (X) ={z S(2) > s}

P NAVIINNYG

ol

- NN 7S

SK(X) Sk(X) Sky(X)

-
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Squelette multrechelles

PROPRIETE: La fonction de choc associeea la distancegéodésiqude long du
contour est connexemonotone: pour tout entiern, | 6 e n s @éesybxklsedont la
fonction de chocestsupérieurea n ale mémenombrede composantesonnexesjue

| 6 rindtiges

P NS N7

Sk(X) Sk(X) Sk(X)

o

31
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Connectivité des squelettes mulechelles

La propriétéde connexemonotoniede la fonctionde chocestdueaufait queleszones
d 61 nf despmaitsduecontoursontconnexes

La connectivitédeszonesd 6 i nf | u
despixelsimpliquela croissancale la
fonctiondechocle long du squelettea
partir desextremités

Cours de Morphologie Marhématique Antoine MANZANERAT ENSTA/LEI



Connectivité des squelettes mulechelles

La connectivitédeszonesd 60 i n f despexelsestaussiune conditionnécessairele
connectivitédessquelettesnulti-echellesEncesend 6 a | g ®L podrle caleulde
la fonction distancequasteuclidienneestplus adaptéq u 6 trangforméeen distance

euclidienneexacte:

En sebasantsurla distanceeuclidienne
exacte on pourraitconstruireun chemin
connexereliantA, B et C, qui auraitun
(exo)squelettaléconnecté B

33
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Squelettes multiéchelles

=) ‘\\'/ )

\ 1//

//" l\\\ﬂ’ | \K\

SK(X)




Reconstruction multi-échelles

La reconstructiorde!l 61 nXaag & ®c € d ¢ eparleformuled 61 nv dur s i
squelette

R(X)=_ 8 B,(F(2)
4 Sk ()




Carte de reconstruction

Toutes les reconstructionspour | 6 e n s dan bdhatles peuvent étre obtenues
rapidement partir dela cartedereconstructiordéfiniecommesuit :

max

Ml p):zeSIg(X); peB (FY(2)

Sy(2)

La reconstructiordel 6 i nXaaf 6 ® c hs=d d keénsurepart seuillagede la carte
dereconstructiorala valeurs :

R,(X)=|z; My (2)>0|
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Carte de reconstruction

{zM,(2)>100



Squelettes morphologiques / Connexé&sConclusion

A RETENIR POUR CE COURS :

ADéfinition du squelette morphologique discret : Maxima Locaux de la Transformée en
Di stance z Centres des Boules Maxi mal e:

APropriétés du squelette morphologique disciieRéversibldj Rapideld Non connexe

ASquel ettes connexe par fonctions de ch
une transformée en distance

ASquelettes mukéchelles : Seuillage de la fonction de choc et reconstruction a divers
degrés de détail
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