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Squelettes morphologiques et squelettes connexes 

ÅSquelettes : introduction.

ÅSquelette morphologique euclidien.

ÅSquelette morphologique discret.

ÅSquelette et résidus.

ÅSquelettes connexes : Squelettes euclidiens multi-échelles.
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Squelettes : motivations

Lôobjectifde la squelettisationest de représenterun ensembleavec un minimum

dôinformation,sousuneformequi soit à la fois simpleàextraireet commodeàmanipuler.

Remarque: Pourlessquelettes,on selimitera dansle cadredececoursaucasdesensembles

bidimensionnels(imagesbinaires2D), bienquecertainesnotionssôappliquentégalementaux

dimensionssupérieures.
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Squelettes : propriétés recherchées (1)

Préservation de la géométrie

Le squelette doit rendre compte des

propriétésgéométriquesde la forme :

ramifications,partiesallongées...

Epaisseur nulle

Le squelette doit être constitué de courbes sans épaisseur.

Préservation de la topologie

Le squelettedoit conserverles relationsde connexité:

même nombre de composantesconnexes, même

nombredetrousparcomposanteconnexe.
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Squelettes : propriétés recherchées (2)

Invariance aux transformations affines

Le squelette doit commuter avec la

translation,la rotationetlôhomoth®tie

Réversibilité

Le squelettedoit permettrede

retrouverla formeoriginale

Continuité

Une petite modification de la forme originale doit

induireunepetitemodificationdusquelette
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Squelette morphologique

Le squelette morphologique est fond®e sur la notion dôaxe médian(Blum 67). Il utilise la 

notion de boule maximale:

X

B

Une boule B est dite maximale dans X si :

BBXBB =ÝËË ''

Propriété : une boule

maximale touche la

frontière de X en au moins

deuxpoints distincts

Le squelettemorphologique(euclidien)

est la réunion des centres de boules

(euclidiennes)maximales:
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Propriétés du squelette morphologique (1)

De parsadéfinition, le squelettemorphologiqueeuclidienrespectela géométrie

de la forme originale,et il est invariant par homothétie. Il possèdede plus les

propriétéssuivantes:

ÅIl est sans ®paisseur (dôint®rieur vide).

ÅSi X est ouvert, alors X et S(X)ont la même topologie.

Contre-exemple :

X S(X)

ÅIl est anti-extensif et idempotent :

XXS Ë)( )())(( XSXSS =
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Propriétés du squelette morphologique (2)

Réversibilité:

La donnée de la transformée en distance euclidienne de X sur S(X)permet de 

reconstruire exactement X :
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Propriétés du squelette morphologique (3)

Non-continuité :

Le squelette morphologique euclidien nôest pas une transformation continue :
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Squelette morphologique : passage au discret
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PROPRIÉTÉ

Un point x estcentredôuneboulemaximale

de rayon r dans X si et seulementsi il

appartientà lô®rod®de X par une boule de

taille r, maispasàlôouvertde cet érodépar

la bouleélémentaire:

Dans le cas discret, les boules maximales sont les boules dôune distance discr¯te donn®e 

Exemples :

voisinage élémentaire 

de lôorigine

boule de rayon 3 voisinage élémentaire 

de lôorigine

boule de rayon 3

Distance d4 Distance d8
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Squelette morphologique : passage au discret
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Par cons®quent, le squelette morphologique est ®gal ¨ lôunion des 

r®sidus dôouverture des ®rod®s successifs de la forme originale :
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Formule dôinversion du squelette morphologique :
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Squelette morphologique : passage au discret

La formule de Lantuéjoul fournit un moyen explicite de calculer le squelette morphologique : 
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Squelette morphologique : passage au discret

Comme lôensemble des r®sidus dôouverture coµncide avec 

lôensemble des maxima locaux de la transform®e en distance, 

le squelette morphologique discret est égal aux maxima locaux 

de la transformée en distance :

{ }),(),(1),(,;)( cc XxXyyxyXxXS ddd ¢Ý="Í=

!
Contrairementau cascontinu, le squelettemorphologique

nepréservepasla topologiedela formeoriginale:

Les algorithmesde squelettisationconnexetraitent

donc le problème de préservationde la topologie

directementdansle cadrediscret.
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Squelette morphologique / Erodés ultimes

Squelette morphologique Erodés ultimes

Maxima locauxde la 

transformée en distance

Maxima régionauxde la 

transformée en distance

R®sidus dôouverture
R®sidus dôouverture par 

reconstruction

REMARQUE : Noter les parallèles entre le squelette morphologique et les érodés ultimes : 

=
=

=
=
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Squelettes euclidiens multi-échelles

Il existedenombreusestechniquesdecalculdessqueletteshomotopiques(qui préserventla

topologie). Les plus classiquessont : les squelettespasamincissement,les squelettespar

reconnexiondu squelettemorphologique. Nousprésentonsdansla suiteunedestechniques

lespluséléganteset lesplusefficaces: le squeletteeuclidienmulti-échelles.

Sonprincipedecalculreposesurles4 étapessuivantes:

1- Associeruneétiquetteuniqueàchaquepixel du contour

2- Propagerlesvaleursdesétiquettesauxpixelslesplusproches

3- Calculerune fonctionde choc locale selonla différencedesvaleursdesétiquettesentre

pixelsadjacents

4- Le squeletteestobtenuparseuillagedela fonctiondechoc.

Une propriétéremarquableestque,grâceau calcul récursif de la transforméeen distance,

chacunedecesétapesaun coûtdecalcul constant.
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Etiquetage de contours

{ }1),(:; 4

4 =Î$Í=µ qzdXqXzX

Soit X une image binaire.

Contour en 4-connexité :

{ }1),(:; 8

8 =Î$Í=µ qzdXqXzX

Contour en 8-connexité :

Remarque : le contour en 4-connexité forme une courbe 8-connexe pour chaque

composante8-connexede X. Le contouren 8-connexitéforme unecomposante4-connexe

pourchaquecomposante4-connexedeX.



Cours de Morphologie Marhématique Antoine MANZANERA ïENSTA/LEI 17

Etiquetage de contours

Lô®tiquetagede contoursconsisteà attribuer à chaquepixel de contour de X une paire

dô®tiquettes(L,l) telsque:

1-LidentifiechaquecomposanteconnexedeX

2-lattribueà chaquepixel dechaquecomposanteun numérouniqueselonun certainsens

deparcours.

X LX
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Etiquetage de contours

Lô®tiquetagede contoursconsisteà attribuer à chaquepixel de contour de X une paire

dô®tiquettes(L,l) telsque:

1-LidentifiechaquecomposanteconnexedeX

2-lattribueà chaquepixel dechaquecomposanteun numérouniqueselonun certainsens

deparcours.

X lX
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Propagation des étiquettes

La propagationdesétiquettesaux pixels les plus prochesse fait simplementen utilisant

lôalgorithmedecalculde la transforméeendistancesur le complémentairedu contour. On

associealors à chaquepixel (x,y) les coordonnéesrelatives(Rx(x,y),Ry(x,y)) du pixel de

contourle plusprochede(x,y).

Si L estunefonction étiquettesur le contourdeX, la propagationdelô®tiquetteL selonla

distanced estla fonctiondéfiniesurX commesuit :

),(),( yx

d

L RyRxLyx ++=P

ÅLa propagationdesétiquettesL(composantesconnexes)fournit la partition de X en

zonesdôinfluence(SKIZ).

ÅLa propagationdesétiquettesl(énumérationdecontours)calculeleszonesdôinfluence

dechaquepixel du contours,cequi, pardifférenciation,fournirale squelette.
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Propagation des étiquettes

X4µ
E

c

d

X
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Propagation des étiquettes

XL
E

X

d

LP
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Propagation des étiquettes

Xl
E

X

d

lP
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Propagation des étiquettes

XL Xl(1 étiquette) (679 étiquettes)



Cours de Morphologie Marhématique Antoine MANZANERA ïENSTA/LEI 24

Propagation des étiquettes

E
c

d

X
F
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Fonction de choc

( ))(),()( pRypRxpN ypxpX ++=

ÅLa fonction de choc associeà chaque pixel p une valeur proportionnelle à «

lô®loignement» maximumentrele pixel du contourcorrespondantàlô®tiquettede p et

ceuxqui correspondentàlô®tiquettedespixelsvoisinsdep.

ÅLô®loignementestassociéà une fonction de coûtkdéfinie sur le contour,où chaque

pixel estidentifiéparsapairedô®tiquette(L,l).

OnnoteNX(p) le pointdu contourdeX le plusprochedep :

))(),((max)(
1),(

8
4

qNpNpS XX
qpd
k

=
=

Fonction de choc 8-connexe :

))(),((max)(
1),(

4
8

qNpNpS XX
qpd
k

=
=

Fonction de choc 4-connexe :

Remarquerla dualité : on calculela valeurmaximaledansle 4-voisinagepour un

squelette4-connexe,et réciproquement.
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Fonction de choc

La fonction de coût associée à la fonction de choc est la distance géodésique entre 2 

points du contour p1 = NX(p) et p2 = NX(q) , le long du contour de X :  

),(),( 2121 ppdpp
Xµ

=k
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Fonction de choc

¤=))(),(( qNpN XXk

La fonction de choc associée à la distance géodésique se calcule très simplement en 

comparant les étiquettes LX et lX entre 2 pixels p et q adjacents :

(1) Si LX(p) Í LX(q) , alors p est ¨ la fronti¯re des zones dôinfluence de plusieurs 

contours connexes, et donc :
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Fonction de choc

p

X

dd

XX qpqNpN
XX

µP-P= mod)()())(),(( llk

(2) Si LX(p) = LX(q) , alors la fonction de choc est égale à la différence des 

étiquetteslX, modulole nombre total de pixel du contour contenant p et q.

( ) p

X

dd

XX qpqNpN
XX

µP-P= mod)()())(),(( llk

Fonction de choc symétrique

Fonction de choc asymétrique

La fonction de choc symétriqueproduit un squelettecentrémaisdô®paisseur2, tandis

quela fonctiondechocasymétriqueproduitun squelettedô®paisseur1, avecuneerreur

possibledeplacementdôundemi-pixel.

Nombre de pixels de la composante

connexeducontourdeX contenantp.
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Fonction de choc

E

X

d

lP ( )E
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d
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Squelette multi-échelles

Une fois la fonction de choc Sd®finie, le squelette ¨ lô®chelle sest simplement défini 

comme le seuil de niveau sde la fonction de choc :

{ }ss >= )(;)( zSzXSk

( )E

X

d
S lP8 )(1 XSk )(5 XSk )(20 XSk
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Squelette multi-échelles

PROPRIETE: La fonction de choc associéeà la distancegéodésiquele long du

contour est connexe-monotone: pour tout entier n, lôensembledes pixels dont la

fonction de chocestsupérieureà n a le mêmenombrede composantesconnexesque

lôimageinitiale :

)(1 XSk )(5 XSk)(2 XSk
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Connectivité des squelettes multi-échelles

La propriétédeconnexe-monotoniedela fonctiondechocestdueaufait queleszones

dôinfluencedespixelsdu contoursontconnexes:

La connectivitédeszonesdôinfluence

despixels implique la croissancede la

fonctiondechocle long du squeletteà

partirdesextrémités:
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Connectivité des squelettes multi-échelles

La connectivitédeszonesdôinfluencedespixels estaussiuneconditionnécessairede

connectivitédessquelettesmulti-échelles. En cesenslôalgorithmeDL pourle calculde

la fonction distancequasi-euclidienneestplus adaptéquôunetransforméeen distance

euclidienneexacte:

En sebasantsur la distanceeuclidienne

exacte,on pourraitconstruireun chemin

connexereliantA, B et C, qui auraitun

(exo-)squelettedéconnecté:
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Squelettes multi-échelles

)(1 XSk )(50 XSk)(5 XSk
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Reconstruction multi-échelles

La reconstructiondelôimageX à lô®chellessôobtientpar la formuledôinversiondu

squelette:

))(()(
)(

zFBXR d

Xz
XSkz s

s
Í

= 8

X R20(X) R100(X)



Cours de Morphologie Marhématique Antoine MANZANERA ïENSTA/LEI 36

Carte de reconstruction

La reconstructiondelôimageX àlô®chellessôobtientensuiteparseuillagede la carte

dereconstructionà la valeurs:

Toutes les reconstructionspour lôensembledes échelles peuvent être obtenues

rapidementà partirdela cartedereconstructiondéfiniecommesuit :

M
X

p
max

z Sk
1

X ; p B
z

F
X

d
z

S
X

z

R X z; M
X
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Carte de reconstruction

X MX
{ }100)(; >zMz X
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Squelettes morphologiques / Connexes ïConclusion

A RETENIR POUR CE COURS :

ÅDéfinition du squelette morphologique discret : Maxima Locaux de la Transformée en 

Distance ź Centres des Boules Maximales ź R®sidus dôouvertures

ÅPropriétés du squelette morphologique discret : ĳRéversible ĳRapide ĲNon connexe

ÅSquelettes connexe par fonctions de choc : Connexit® des zones dôinfluence associ®es ¨ 

une transformée en distance

ÅSquelettes multi-échelles : Seuillage de la fonction de choc et reconstruction à divers 

degrés de détail


