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Place du cours dans I'UE Si241

Analyse des images - S1241

La nature des images Les bases théoriques
acquisition équations aux deérivées partielles
échantillonnage champs de Markov
guantification | morphologie mathématique
propriétés statistiques ondelettes

représentations discretes
R IL psychovision
EAL “"ﬁ ":"}\’g\"
B \&
= ¢ 6 o ) w‘u

Approfondissement :
S1343 et SI344

La boite a outils du traitement d'images

restauration, filtrage
segmentation par contours et par région$
textures
couleurs

formes Applications :
S1345, SI381
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Plan du cours

Pavages
Topologie discréete
Représentation d'entités géométriques

Fonction distance
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Représentation discrete des images

Image numérique :
représentation matricielle

échantillonnage de R? ou R?® dans Z2 ou Z3

Deux approches possibles pour traiter les points discrets de Z" :

plonger Z" dans R", puis appliquer les opérations et transformations dans
I'espace continu

deé nition des opérations et transformations dans I'espace d iscret
deé nitions ?
préservation des effets ?
préservation des propriétées ?
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Un exemple simple
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Topologie et résolution

HE

Source : D. Cceurjolly, A. Montanvert, J. M. Chassery (2007)
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Discréetisation d'une courbe
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Pavages

Pavage = partition de I'espace continu R" en cellules (ou pavés) élémentaires

Contraintes :
capteurs physiques (structures réguliéres)

utilisation de la représentation (régularité, simplicité)

1. Pavage par distribution de points

distribution de points P
réguliere ) trames classiques
irréguliére ) diagramme de Voronoi

attribution d'un territoire Vp a chaque point

2. Pavage par juxtaposition de cellules
dé nition d'un modele élémentaire a priori Vp
juxtaposition des Vp pour construire une partition du plan

contraintes :
Vp convexe et régulier

sommets en contact avec d'autres sommets et non des arétes
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Distributions regulieres

OROROXO
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Distributions irregulieres : diagramme de

\Voronol

J germe

polygone de Voronoi
aréte
sommet
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Une con guration interdite
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Les pavages réguliers du plan
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Pavages semi-réguliers

regulier
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Exemples

Admissible :

Non admissible :
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Les pavages semi-réguliers admissibles

j 4.8.8
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Un pavage complexe...
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Dualité entre pavage et malillage




Topologie discrete

Topologie classique sur un ensemble de points dénombrables :
tout point est un ouvert
mal adaptée a la représentation d'ensembles connexes

Construction directe d'une base topologique
possible sur des pavages triangulaires et carrés, mais pas hexagonaux
dépend de la localisation des points
ne veri e pas le théoreme de Jordan

Dé nition directe de voisinages élémentaires

connexité discrete
image = graphe
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Exemples de construction directe d'une base

topologique
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Voisinages elementaires
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Graphe de la 4-connexité

e noeuds du graphe

__arcs définissant les voisins

o—90—90—90—0—0 et la connexité
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Graphes de la 8-connexite, trames hexagonales
et triangulaires

e Noeuds du graphe

___arcs définissant les voisins
et la connexité

/_\/\/_\/
AVAVAVA
NN/
pVAVAVAN
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Coordonnées des voisins en trame hexagonale

YAVAVAY/
EAVAVAVAN
RVAVAVAY,
SAVAVAVAN
|

N (o

j
sij estpair: (i 1;j 1), 1,0 ), G(+21:)), 0 21;j+1),(;j +1),

sij estimpair: (i;) 1),(+21;) 1,0 2L1;5),0(+21;j),(;) +1),(+1;]+1).



Voisinages elementaires sur une trame cubique
en 3D
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Chemins et composantes connexes

4-chemin = suite de points (ix;jk)1 k n tels que:
8k;1 k<n; jik dksrjtiik Jks] 1
8-chemin = suite de points (ix;jk)1 k n telsque:
8kil k<n; max(jik ik+slilik Jk+d) 1

Composante 4-connexe = ensemble de points S tel que pour tout couple de points
(P; Q) de S, il existe un 4-chemin d'extrémités P et Q et dont tous les points
soient dans S.

Composante 8-connexe = ensemble de points S tel que pour tout couple de points
(P; Q) de S, il existe un 8-chemin d'extréemités P et Q et dont tous les points
soient dans S.
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Chemins et composantes connexes

——— Chemin 4-connexe ©  Fond

- ---  Chemin 8-connexe o Objets
2 composantes 4-connexes

1 composante 8-connexe
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Paradoxes topologiques

de®
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Théoreme de Jordan

Cas continu : toute courbe simple fermée sépare |'espace en deux composantes

connexes, l'intérieur et I'extérieur de la courbe.

Cas discret : dualité entre 4 et 8 connexités sur une trame carrée
courbe en 4-connexité , fond en 8-connexité,

courbe en 8-connexité , fond en 4-connexite.
Cas discret sur une trame hexagonale : pas de probleme en 6-connexité.

Extension a 3D.

Extérieur

O —O0—0
°
°
°
O
°

5T

J
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Quelques précisions sur les de nitions

4-chemin simple fermé : 4-chemin (Aog;::;;An) telquen 4, Aj = Aj siet
seulementsii = j, et Aj 4-voisin de Aj sietseulementsii = | 1[n+1]

Demi-droite horizontale issue de M = ( a;b) :
Hu = f(a+ k;b);k =0;1;2::g

Intérieur de A : ensemble des points M tels que H)y; coupe A un nombre impair
de fois.

Extérieur de A : ensemble des points M tels que H)y, coupe A un nombre pair de
fois.

) démonstration du théoréme de Jordan discret.
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Complexes cellulaires
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Etiguetage en composantes connexes
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Exemple de caracteristique topologique : hom-
bre d'Euler

nombre de composantes connexes N cc

nombre de trous Nt
nombre d'Euler E = N Nt

e o o °
e O O ° e o o
e Objet
e O O e o o o e
o Trou
e O O O o o e e
e o o e o o o
objets en 8-connexité et trous en 4-connexité : Nec =1 etNy =2,doncE = 1

conventions inverses : Nec =1 etNt =1,doncE =0
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Exemple de caracteristique topologique : hom-
bre d'Euler
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q
e o

si on considére les objets en 8-connexité et les trous en 4-connexité, alors :
E=v e d+t ¢
si on consideére les objets en 4-connexité et les trous en 8-connexité, alors :
E=v e+
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Filtrage et segmentation topologiques

Source : G. Bertrand, M. Couprie (2007)
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Filtrage et segmentation topologiques
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Filtrage et segmentation topologiques
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Source : G. Bertrand, M. Couprie (2807Y



Application : amincissement (cf. cours Morpho
Math)

Source : G. Malandain (2007)
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Application : amincissement (cf. cours Morpho
Math)

Source : G. Malandain (2007)
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Representation geometriques discretes

passage du continu au discret et vice versa ?

représentation sur une trame discréete d'une entité géométrique continue et
préservation des propriétées ?

guelles représentations continues a partir d'une entité géomeétrique discrete ?

guels sont les points communs (exactement) entre les représentations continues
et la trame discrete ?
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Discrétisation d'une droite continue

Méthode du pavé semi-ouvert :

au point P (i;] ) est associe le pavé semi-ouvert Pav(P) des points (x;y) tels
que :
i 1<X i+1et' 1< .+1
2 2 : 2 o 2

discrétisation de la droite D =fP =D\P av(P) 6 ;g

mais chemin pas nécessairement simple au sens de la 4- ou 8-connexité

—
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Discrétisation d'une droite continue

Méthode du demi-plan fermé :
discrétisation de la frontiere du demi-plan

+ contrainte d'unilatéralité
chemin 8-connexe

o Représentation discréte de la droite continue
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Discrétisation d'une droite continue

Méthode du segment vertical semi-ouvert :

® Représentation discrete de la droite continue

Algorithme : Bresenham
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Caracterisation d'un segment de droite discret

Propriété de la corde

S véri e la propriété de la corde si et seulement si :

8(P;Q)2S;8R2[P;Q]; 9T 2S5;d1 (T;R) < 1

avec d1 ((x;y); (x%y9) = max( jx

x5y y9)

AN
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Caracterisation d'un segment de droite discret

Caractérisation syntaxique

4 3 2
seulement deux directions voisines
pour une direction : sections de longueur 1 . L
pour l'autre direction : sections de longueurn oun +1

6 7 8

1 n 1 n 1 n+1 1
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Droites analytiques discretes

y=ax+Db

Intersections avec la trame discrete ?

Condition d'intersection non vide :

Q
1
O | T

p et g entiers, premiers entre eux, et véri ant :

P g N

Suite de Farey :
image de taille N N et pente de droite inférieure a 1

) pentes de droites possibles = une suite de Farey d'ordre N : F(N)
(cardinal de l'ordre de 3N 2= 2)

o 0 0
construction récursive (T entre T et M)
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Droites analytiques discretes

Exemple pour N =4 (a 1):F(N)= f0;3;2;%;1g

p/q = 2/3 p/g=1
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Longueurs possibles de segments discrets

a2+ =1L

avec a et b entiers (éguation diophantienne)

2272

1500
|

1000

|

500

Nombre d"occurrences de L
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Cercles discrets

a2+ b>=n

n rayon au carré du cercle (centre = un point de la trame)

> 5 5
[
w N =
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Cercles discrets

Nombre d'intersections :

1+( 1) ¢
2

r(n=4 p(p+1) q

ou n est décomposé en facteurs premiers sous la forme :
n=2 pP p q9 q

ou les p représentent les facteurs premiers congrus a 1 modulo 4, et les q ceux qui sont
congrus a 3 modulo 4.

Couronne d'épaisseur Kk :
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Pavage de Voronoi

Systéeme de représentation pour l'interprétation des formes
Germes fP1;P2;::5;Png

Pavés de Voronoi :
V(Pi)=fP2R?=8;1 | n;d(P;Pi) d(P;Pj)g

Cas de la distance euclidienne : V (P;) = polygones convexes

| germe

polygone de Voronoi
aréte
sommet
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Pavage de Voronoi

Triangulation de Delaunay
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Pavage de Voronoi

Dualité

triangulation de Delaunay

pavage de Voronoi
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Pavage de Voronoi

Propriétes :
s'il n'existe pas de quadruplets de germes cocirculaires, tout sommet de Voronoi
est équidistant de 3 germes exactement

tout sommet du diagramme de Voronoi est centre d'un cercle passant par 3
germes et ne contenant aucun autre germe, ce cercle est appelé cercle de
Delaunay

V (P;j) est non borné si et seulement si P; appartient a la frontiere de I'enveloppe
convexe des P;

° germe

O cercle de Delaunay

—— triangulation de Delaunay
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Pavage de Voronoi

Construction incrémentale

X nouveau germe

_____ nouvelles arétes de Voronoi
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Pavage de Voronoi

Exemples d'applications géomeétriques :

distance minimale entre deux ensembles de points
triangulation telle que le cercle circonscrit a chaque triangle soit vide

enveloppe convexe d'un ensemble de points
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Deé nition de distances discretes

P = fp1;:::pm g ensemble de vecteurs (engendrent un graphe)

Longueurs d; associées

Conditions :
B 2P) p 2P
2P ;pi2P) = 1

el =ligl) di =d
Distance entre deux noceuds x ety (points) :

1 X . X
d(x;y) = gmmf nidijni 2N; nip = xyg
i=1 i=1

ou s est un facteur d'échelle
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Fonction distance

Conversion d'une image binaire en image numérique ou la valeur de chaque point est sa
distance au point des objets le pus proche.
concept global ) calcul local par propagation de distances locales

exigences :
bonne approximation de la distance euclidienne
algorithmes rapides
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Masques représentant les distances locales

11 11

1 1 1 4 3 4 11 7 5 7 11

1 0 1 3 o 3 5 0 O

1 1 1 4 3 4 11 7 5 7 11
11 11
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Algorithmes de calcul

Algorithme parallele
f K image a I'itération k
g masque choisi

f O : points de l'objet & 0, points du complémentaire & + 1

f (x)=min ff% Yy x)+ g(y); y 2 support(g)g

nombre d'itérations : dépend de la taille de I'image, de la taille de I'objet et de sa
forme

deux images a garder en mémoire
adapté a n'importe quelle trame et n‘importe quel masque

parallélisable
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Algorithmes de calcul

Algorithme séquentiel

deux balayages en sens opposés de I'image

masque divisé en deux g; et g» (contenant les points déja examinés dans le sens
courant de balayage)

f O : points de l'objet & 0, points du complémentaire & + 1

pourk =1;2

fE(x)=min £15 1(x);f%(y x)+ gk(y); y 2 support(gk)g

algorithme trés rapide
ne nécessite qu'une image en mémoire
adapté a n'importe quelle trame et n'importe quel masque

recursif

I. Bloch - Discret — p.44/52



Algorithmes de calcul

Algorithmes s'appuyant sur les contours des objets

Algorithme a base de lacets et de chaines

suivi de contour
deplacement des points et regles de réécriture

ajustements

Algorithme a base de les d'attente
pile FIFO initialisée par les points de contours

pour chaque point extrait : calcul des voisins, propagation de la distance et
écriture des voisins dans la pile

généralisable au 3D
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Carte de distance en 4-connexité
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Carte de distance en 8-connexité
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Carte de distance en 6-connexité
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Comparaison de cartes de distances
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Exemple sur une image binaire de cellules
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Exemple sur une image binaire de cellules
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Exemple sur une image binaire de cellules
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Exemple sur une image binaire de cellules
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Carte de distance sur une image de grains de
cafe
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Diagramme de Voronoi a partir d'une distance
discrete
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Diagramme de Voronoi a partir d'une distance
discrete
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Applications

Calcul de distances...
Recalage entre des objets

Morphologie mathématique binaire
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