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Densité spectrale de puissance Signaux aléatoires et densité spectrale
Exemple, u i

o
Résolution fréquentielle

Moyenne, autocovariance

Variable aléatoire X : w — x(w), densité de probabilité p(x) t.q. :

Prob(x € B) = /Bp(x)dx

Espérance mathématique :
B(F() = [ F(plx)ae
Voir le signal {X;, t € Z} comme réalisation du signal aléatoire {X;(w)} :

p(Xt17Xt27 “ e 7XI'K)7 VK > 0, Vt]_, vt27 e ey VtK

Pour un signal aléatoire du second ordre, E(X;) et E(X; Xy ).
Stationarité (moyenne, autocovariance) :

B(Xe) = p,  E((Xe — p)(Xe — 1)) = Rux(t = t)
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Densité spectrale de puissance Signaux aléatoires et denme lpectrale

of
Résolution fréquentielle

Densité spectrale de puissance

Définie comme la transformée de Fourier de |'autocovariance Rxx :

Rxx(n) = E(XeXeqn) = Sxx(f Z Rxx(n)e 42"

n—=—oo

Exemple pour une sinusoide :

X = Asin(2rfyn + ¢(w))  (p(w) uniforme sur [0, 27])
Rxx(n) = A? cos(27fyn)

Sxx(F) = A2 [8(F — fo) + 8(F + )]
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Densité spectrale de puissance naux aléatoires et densité spectr
Exemple, une note de piano
Sommes de sinusoides
Résolution fréquentielle

Un exemple de signal (note de piano, la2)

Piano, A2, ff
0.1 T

0.05

Amplitude

-0.05

-0.15

Méthodes haute-résolution en analyse spectrale




Densité spectrale de puissance

Signaux aléatoires et densité spectrale
Exemple, une note de piano

Sommes de sin

Résolution frequentne"e

tion temps-fréquence de cette note

Spectrogram of note (Piano, A2, ff)
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Densité spectrale de puissance au> toires et densité spectrale
le, une note de piano
mes de sinusoides
Résolution fréquentielle

Sommes de sinusoides

Signal représenté comme somme de sinusoides amorties :

N
X(t) = Z Ae Pt sin(2nfict + i)
k=1
L'amortissement peut étre négligé si la fenétre d'analyse est courte.
On travaille dans C :

N
X(t) =Re | Y Acelmht
k=1
Puis si X(t) est la transformée de Hilbert de X(t) :

N
X(t) =) Acel2mht
k=1

Yves Grenier Méthodes haute-résolution en analyse spectrale



Densité spectrale de puissance Sig aléatoires et densité spectrale
e, une note de piano
Sommes de sinusoides
Résolution fréquentielle

Résolution fréquentielle

Sinusoide observée sur une durée T :

)?t = Xt X 1[0,7—,1] = S;(;((f) = Sxx(f) * ‘T.F.(I[O)T,I])‘Q
sin(n T(f — fo) |?

&ﬂ”:Azrmmw_@)

Si X est la somme de deux sinusoides indépendantes a f; et f, :

2 2

sin(n T(f — f)
T sin(mw(f — f1)

sin(nT(f — f)
T sin(n(f — £)

2

5>“<;<(f) = A% 2

Un écart minimal entre f; et f; est nécessaire pour distinguer les deux
sinusoides (approximativement |f; — fz| > 1/T)
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Estimation spectrale non paramétrique Méthode de Blackman-Tukey
Méthode de Bartlett
Méthode de Welch

ESTIMATION SPECTRALE NON PARAMETRIQUE
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Périodogramme

Estimation spectrale non paramétrique Méthode de Blackman-Tukey
Methode de Bartlett
Méthode de Welch

Périodogramme

Périodogramme : carré du module de la transformée de Fourier du signal

SP XX ZX e—jQTrft

Corrélogramme : transformée de Fourier de I'autocovariance

T-1
S\'C,Xx(f'): Z ,QXX(k)e*Jwak
t=—T+1

Avec estimation biaisée de I'autocovariance (4 au lieu de 72 :

Rxx (k) = Z XX, = Spxx(f) = Sc xx(f)
N
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Périodogramme

Estimation spectrale non paramétrique Méthode de Blackman-Tukey
Méthode de Bartlett
Méthode de Welch

Biais du Périodogramme

T-1
E(SP,XX(f)) = ]E(éC,XX(f)) = Z ]E(/I%XX(k)e*j%Tfk)
k=—T+1
Comme nous utilisons |'estimateur biaisé :
T-1 K]
S = —jomfk
E (SP’XX(f)) = Z (1- T)Rxx(k)e J
k=—T+1

_

Définir B(k) = { T Silkl<T

0 sinon

sin(wfT)
sin(7f)

B(f) =

2
1
A

E (§P,XX(f)) = i B(k)Rxx(k)e /> = ’ Sxx(g)B(f — g)dg

_1
k=—o0 2
Le périodogramme est une version lissée de la densité spectrale de

puissance, mais il est asymptotiquement sans biais.
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Périodogramme

Estimation spectrale non paramétrique Méthode de Blackman-Tukey
Méthode de Bartlett
Méthode de Welch

Variance du Périodogramme

Calcul complexe, qu'on peut faire dans le cas d'un bruit blanc complexe
(ou circulaire) :

E(ete:) = 0'2515,5
E(etres) =0
E (éP,ee(f)gP,eE(g)) = See(f)See(g) + See(f)z‘sfyg

On retiendra que la variance du périodogramme est proportionnelle au
carré du périodogramme !
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Estimation spectrale non paramétrique e de Blackman-Tukey
Méthode de Bartlett
Méthode de Welch

Méthode de Blackman-Tukey

Réduire la variance par une pondération de la covariance, quitte a
augmenter le biais

M—-1
§BT,XX(f) = Z W(k)/%xx(k)e_pﬂfk

k=—M+1

Alors la densité spectrale de puissance estimée est un lissage du
périodogramme :

Serxx(f) = Spxx(g)W(f — g)dg

_1
2
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Périodogramme

Estimation spectrale non paramétrique Méthode de Blackman-Tukey
Méthode de Bartlett
Méthode de Welch

Méthode de Bartlett

Toujours pour réduire la variance, quitte a augmenter le biais, on
découpe les N échantillons en L blocs de taille M = N/L

te[0,M—1]

)?i = X,', )
,t (i—1)M+t ic [1’ L]

On fait la moyenne des périodogrammes de chaque bloc :

1L v P
Sexx(f) = 7 Z i Z X; e 27
i—1 =0

La résolution est réduite dans un facteur %
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Périodogramme

Estimation spectrale non paramétrique Méthode de Blackman-Tukey
Méthode de Bartlett
Méthode de Welch

Comme dans la méthode de Bartlett, on découpe en blocs, mais ils
peuvent se recouvrir

- te[o,M—1]
Xie = Xi- ;9.
t (i—1)K+t ic [1’5]

Si K = M, on retrouve la méthode de Bartlett
Valeur recommandée : K = M/2 et donc S =2M/N
De plus on multiplie le signal par une fonction dite d’apodisation v(t)

& 1 > = v —j2rft i
Swoxx(f =3 Z FM tzg v(t) X ce
ou P permet de normaliser cha e périodogramme
M—1
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Méthode du Maximum d’Entropie
Modéle autoré if
Méthode de Cap

Estimation spectrale paramétrique

ESTIMATION SPECTRALE PARAMETRIQUE
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Méthode du Maximum d’Entropie
Modéle autorégressif

Lo e ssil
Estimation spectrale paramétrique Méthode de Capon, MVDR

Méthode du maximum d’entropie

On estime les covariances Ry a R,.

Pour que la densité spectrale de puissance soit définie, comment définir
les covariances a partir de R,11 en introduisant le moins d'information
possible ?

— maximiser |'entropie.

Pour une variable 3 N valeurs : H = — ZkM:1 px log px

Pour N variables continues : H = — [ p(Xy,--- Xy) log p(Xl, Xn)
Pour N variables gaussiennes de covariance Ry : Hy = 5 Iog(Det(RN)
Pour un processus de durée infinie :

_Hy 1 [Z
H= lim WNZE/_ log Sxx (f)df

N—oo

N|=
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Méthode du Maximum d’Entropie

Estimation spectrale paramétrique Modéle autorgressif
Méthode de Capon, MVDR

Modele autorégressif

Parmi tous les processus admettant pour covariance Ry, Ry, ..., Rp, celui
maximisant I'entropie est le processus autorégressif
Xe—p1Xeeg — o0 — SDpXt—p =2
oll Z; est un bruit blanc et les coefficients ¢,sont tels que :
Ro R Ro1 1 [ g Ry
Ri Ry - P2 R>
Rp—l R1 RO Pp RP
La variance de Z; est 02 = Ry — p1R1 — -+ — @pR,
La densité spectrale de puissance est
2
o
(") 11— pre2nf — ... — p e=i2mpf|?
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Méthode du Maximum d’Entropie
Estimation spectrale paramétrique Modéle autorégressif
Méthode de Capon, MVDR

Méthode de Capon, MVDR

Hypothése : le signal comprend une sinusoide a la fréquence f et un bruit
additif.

On cherche un filtre défini par les poids wy, wy,..., w,, capable d'extraire
la sinusoide avec un gain de 1 et minimiser les autres contributions.

Soit w(f) = [wo, wi, -+ wp], e(f) = [1, e I27F e=J2m2f ... | g=i2mpf]
On minimise w(f)"” Rw(f) sous la contrainte w(f)"e(f) =1

1
w(f) = ———=——= R'E(f)
e(FHR™"e(f)
L'estimation de la densité spectrale & la fréquence f devient :
1

BRRFGLEFG)
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC
Méthode par invariance, ESPRIT

Méthodes a haute résolution

METHODES A HAUTE RESOLUTION
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC

Methodes 2 hatte rteolution Méthode par invariance, ESPRIT

Structure de la matrice de covariance(1/2)

Hypothése : K sinusoides (variances 02) et un bruit blanc additif.

Pour chaque sinusoide, ay = [1, e /2™ e=/272k ... = e=j2mph]

La matrice de covariance (hors bruit) s'écrit :

Xe
Xe-1
R = ]E( : [Xtthl e thN])

Xe-n
a1
a

R:[3132~--3K] Diag(a%,of,~-~ ao-f() . :ARssAH

ak
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC

Methodes 2 hatte rteolution Méthode par invariance, ESPRIT

Structure de la matrice de covariance(2/2)

La matrice de covariance du signal bruité admet deux décompositions :
R = AR A" 4 021 = U A UY + 02U Uf!

Si les sources sont indépendantes, R est de rang K, on en déduit que :
O span{us1 - us k} = span{(ARs)1 - (ARss)k} C span{ar - - ak},
@ S =span{e; ---ex} est appelé le sous-espace-signal ;

@ U, est de dimension N x (N — K) et I, = UbU;:" est un projecteur
orthogonal défini sur C" et a valeurs dans un sous-espace de
dimension (N — R) appelé le sous-espace-bruit,

(%] r]srlb = 0,

Q A > o2k,
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC

Methodes 2 hatte rteolution Méthode par invariance, ESPRIT

MUSIC (1/2)

Dans le cas ol R est de rang plein K, le sous-espace engendré par
Us = [us1 - - - us k] coincide avec le sous-espace engendré par A, ce qui
s'écrit :

span{us1--- Uskx} =span{a; - -- ak}

Par conséquent
MeMp =0

ot Mg = A(AHA) 1A et M, = U, UL

Si A et Us engendrent le méme sous-espace, il existe une matrice P telle
que :

Us = AP
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC

Methodes 2 hatte rteolution Méthode par invariance, ESPRIT

MUSIC (2/2)

Si on connait |'espace-bruit, on peut alors chercher les fréquences telles
que leur vecteur a(f) est orthogonal au sous-espace bruit :

ufa(f) =0

ol ug désigne un vecteur de |'espace-bruit.
Plutét que minimiser ces quantités, on maximisera leur inverse :

1 1
M) = 67 Ra(8) = (0 U,UFa(0)
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC
Méthode par invariance, ESPRIT

Méthodes a haute résolution

Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariant Techniques

1
ej27rf
a(f) = :
e‘j27rf(N72) B ionf
2T (N-1) - 32(f) = al(f)e’
al(f) = IN_1 0 a(f)
ag(f) = 0 IN,1 a(f)

Pour K fréquences
Alz[/[\/_l O]AetAQZ[O IN_1]A :>A2:AIQ

Q = diag(e?™, ..., ?™k)
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC

Methodes 2 hatte rteolution Méthode par invariance, ESPRIT

ESPRIT, décomposition du sous-espace signal

De méme que Ay = A;Q avec Q = diag(e/2™,. .. e/2™ox),
décomposons Us :

Vi=[Iv-1 0]Us et Vo=[0 Iny |Us

On a vu qu'il existe P tel que U; = AP. Par conséquent :

Vi = [Iva 0]AP=AP
Vo = [0 In1 AP = AP = AQP
=V, = leilﬂp
— (VHvi) T VHY, = prlap

. —1
Les matrices Q et ;' V5 sont semblables (V= (V{V4) " V' est la
pseudo-inverse de V;) : elles ont mémes valeurs propres.
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC

Methodes 2 hatte rteolution Méthode par invariance, ESPRIT

ESPRIT : résumé de |'algorithme

o
o
o
o
o

estimer la matrice de covariance R,
diagonaliser la matrice R,

former Us avec les K vecteurs propres associés aux K plus grandes
valeurs propres,

extraire de U; les matrices V; et V5,
diagonaliser Vl# Vs, les valeurs propres sont les e/27.
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Méthodes par sous-espace
Méthode MUSIC

Methodes 2 hatte rteolution Méthode par invariance, ESPRIT

Merci pour votre attention

Des questions?
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