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—hat i | Qu’est-ce que l'information ?

evl. jpeg ev2. jpeg

X(w) Y(w)
P(XeAYeB)=P(XecAP(YeB)?
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g4 Qu’est-ce que la causalité ?

La notion de causalité n’est pas clairement définie uniquement a partir
des probabilités :

P(XeAYeB)=P(XecAP(YeB|XecA)
PXeAYeB)=P(YeBPXecA|lYeB)
P(Xo cA X, e B):P(Xo GA)P(X1 S B’XO EA)

ortance dutemps t =0,1!
SEOIE CEIG]
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—hat i | Applications

Lanalyse des séries temporelles reposant sur la modélisation aléatoire
trouve de nombreuses applications :

> Santé : analyse de signaux physiologiques (imagerie médicale).
> Ingénierie : surveillance, détection d’anomalies,
localisation/poursuite.

> Données audio : analyse de la parole, synthese, codage.
> Ecologie : données climatiques, hydrologie.

> Econométrie : données économiques/financiéres.

> Assurance : analyse de risques.
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—Fit i | Rythme cardiaque
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FIGURE: Rythme cardiaque d’une personne au repos au cours de 900
seconds. (nombre de battements par minute évalué toutes les 1/2 sec.)
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ﬁﬁml Trafic Internet
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FIGURE: Temps d'inter—arrivées de paquets TCP (en seconde) durant 2
heures de trafic Internet sur un lien http://ita.ee.1bl.gov/.
ParisTech
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http://ita.ee.lbl.gov/

—Fit i | Signal de parole

FIGURE: Un signal de parole échantillonné a 8000 Hz. Enregistrement du
phoneme sh (de sharp).
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—hat i | Données climatiques : vitesse du vent

Wind Speed

1965 1970 1975

Time

FIGURE: Enregistrement quotidien de la vitesse du vent a Kilkenny (Irlande)
en noeuds (1 noeud = 0.5148 metres/second).
ParisTech
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_ Données climatiques : indices de
.ﬁmltempérature
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FIGURE: Indices moyens de température terre—océan (ligne rouge pleine) et
surface—air (ligne noire pointillée).
http://data.giss.nasa.gov/gistemp/graphs/.
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ﬁﬁml Produit national brut
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FIGURE: Produit national brut (PNB) des Etats-Unis en milliards de $s.
http://research.stlouisfed.org/fred2/series/GNP.
ParisTech
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ﬁﬁml Taux trimestriel
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FIGURE: Taux trimestriel du PNB des Etats-Unis.

PAGE 15/43

=23 i |



ﬁﬁml Indice financier
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FIGURE: Valeur quotidienne a I'ouverture de l'indice Standard and Poor
Stock Exchange (NYSE) et NASDAQ). TR oon
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ﬁﬁml Rendements financiers
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FIGURE: Log-rendements de I'indice SP500.
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_ Buts principaux de l'analyse des séries
-ﬁmltemporelles

> Modélisation aléatoire : tendance (saisonniére, linéaire, ...) +
bruit (doté de “propriétés structurelles”).

> Inférence Statistique : estimer les parametres du modele, tester
des hypotheses (détecter la présence d’'une tendance, d’un
signal, classifier des signaux).

> Prédiction : pour un modéle aléatoire donné, utiliser les données
du passé pour “deviner” les valeurs futures.

> Filtrage et poursuite : estimer une quantité cachée (observée
indirectement) et les suivre au cours du temps.

> Détection d’un changement : découvrir aussi rapidement que
possible si la suite de valeurs observées a un comportement
statistique qui s’est modifié au cours du temps (détection

d’anomalies).
ParisTech
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ﬁﬁml Stationnarité et covariance

> Une série temporelle est modélisé comme la réalisation d’un
processus stochastique i.e. une suite X = (X;),,, de v.a. définies
sur le méme espace de probabilité (Q, F,P). "

> Lhypothése de base en série temporelle est que (X¢);;, et
(Xt+1)ez ONt la méme loi : on dit que X est stationnaire.

> Alors si X; € L2(Q, F,P) (i.e. E[| X;|?] < o), la moyenne i = E[X{]
ne dépend pas de { et la covariance (s — t) = Cov (Xs, X})
dépend uniquement de I'écart s — t.

> On dit que X est stationnaire au second ordre, si les propriétés du

point précédent sont vérifiées (sans nécessairement supposer
que X est stationnaire).

1. On peut alors munir R” d’une tribu qui rend w — X(w) = (X(w)),., Mesurable.

ParisTech
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ﬁﬁml Exemples

> Si X = (Xt);z, €St une suite de v.a. i.i.d. centrées et L2, on dit que
X est un bruit blanc fort. Alors 1 = 0 et v(7) = 0 pour 7 # 0.

> Si X est stationnaire au second ordre avec ;. = 0 et v(7) = 0 pour
7 #£ 0, on dit que c’est un bruit blanc faible.
> Si X est stationnaire (au second ordre) alors Y défini par
q
Yi=X: + Z 0k Xi—k, te€Z,eststationnaire (au second ordre).
k=1
> Si X est stationnaire au second ordre et |¢| # 1, alors il existe un
unique processus Y stationnaire au second ordre vérifiant
Yi=0oYi1+ X, t€Z

> En particulier si |¢| < 1, on peut écrire Y= " ¢¥X;_ .

k>0
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ﬁﬁml Méthode des moments

> La plupart des modeles repose sur un nombre fini de parametres

01,...,0p qu’il S'agit d’estimer & partir d’un historique de données
X1 gee ey Xn.
> La méthode des moments consiste a déduire des estimations de
01,...,0p a partir d’estimations de ;. et v, en général :
1 n
Mp = E Z Xk >
k=1
1 n_ltl
Tnlt) = > Xk = in) (X — i) -
k=1
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%500 Theorie asymptotique

> Comme X n’est en général pas i.i.d. les théoremes habituels (loi
des grands nombres, théoréme de la limite centrale (TLC)) ne
s’appliquent pas.
> On peut néanmoins avoir des résultats assez généraux, par
exemple :
2
> Si~(t) - 0 quand t — oo, alors i, L w1 quand n — oo.

> Si Y, |7(1)] < oo, alors 7i, 3 1 quand n — oo.
> TLC (si hypotheses plus fortes)...

TELECOM
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ﬁﬁml Du TLC au théoreme de Donsker

Soit (Xx) suite de v.a. i.i.d. de moyenne 1 et de variance o2. On note

n [nt]

Zxk, o<t<1t.
k=1

1

Sp(t) = -

Alors le théoréme de la limite centrale théoréme de Donsker
donne, quand n — oo,

Wi(t) := —(Sn (1) = tu) = N(0,1)W()

ou W(t),0<t<1
est un mouvement brownien.

ParisTech
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ﬁﬁm‘l Comment se débarrasser de la moyenne

Pour se débarrasser de la moyenne ., on écrit

Whn(t) —tWn(1) = W(t)—-tW(Q1)
I
vn

- (Snlt) = tutre) =t == (Sn(1) — pire) = W(1) — tW(1)

vn

vn

2

(Sn(t) — tSn(1)) = W(t) - tW (1)

W(t)—tW(1),0 <t <1, sappelle un pont brownien.

ParisTech
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%8100 Détection de rupture
Soit 6, un estimateur consistant de o, on en conclut :

sup vn

te[0,1] 1 On

(Salt) - tsnm)\ — sup (D)~ (W1

Si en revanche il y a une rupture dans la moyenne, i.e. il existe 111 # po
et0 < r < 1telsque

E[X,] = wy sit<k<|[rn
SR P sifrnf<k<n’

alors on a

s |47 VI (1) - tsn(m\ 0 s )

PAGE 30 /43
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%8100 Détection de rupture

En effet, on peut écrire

Sn(r) = rSn(1) = (1=r — r)Sa(r) — r{Sa(1)=Sa(r) — Sn(r)}
= (1—=r)(Sn(r)=rps — ruq) (d'ordre 1/v/n)
—r ({sn(1) — Sn(N—(1 = N2} — (1 — r)/1,2> (dordr

+ (1 = r)r(pg — p2)(1 = r)r(p — p2)
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—Fit i | Espérance conditionnelle

La meilleure prédiction de Y sachant X est donné par
Y =E[Y|X] =u(X),
ol (si E[|Y|?] < o) ¢ est la fonction mesurable qui minimise

o E[(Y - (.»(X))2] .

Il s’agit donc d’une projection Y = proj ( Y| H) sur un sous-espace
fermé H = L2(Q, o(X), P) dans I'espace de Hilbert L2(Q, F,) muni du
produit scalaire

(X,Y)=E[XY].

PAGE 35 /43
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i 281100 prediction = projection

(i) proj(Y[H) e H
(i) e=Y —proj(Y|H) LH Y

e=Y —proj(Y|H)

proj(Y|H)

7

ParisTech
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il 250 prediction linéaire

On peut simplifier la résolution du probleme de la prédiction en se
contraignant a une prédiction linéaire :

H=Vect(1,X)={a+bX, a,becR}
(en supposant que E[| X|?] < o).

La solution est alors

Cov(X,Y)

proj (| Veet (1, X)) = BIY] + =325

(X —E[X])
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i % 2 {7l Definition
Soit (X});cz une série temporelle stationnaire au second ordre centrée
de covariance . Son passé “lineaire” jusqu’au temps t est défini par

HY = Vect(Xs,5< 1) .

Prédiction linéaire et processus des innovations

> Le meilleur prédicteur linéaire est défini par

proj (Xt\ 7—[?(_1) = arg Yén%ié{1 E [\Xt - Y\z} .

> Le processus des innovations (¢);., de X est défini par

; X
e,:Xt—prOJ(X;|H,,1>, teZ.

=23 i |
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—hat i | Propriétés

On montre que (e¢);c;, st un bruit blanc faible.

Etape 1 On a par définition proj ( X¢| # ;) € H ,, donc ¢; € HY.

Etape 2 En particulier E[¢;] = 0.

Etape 3 De plus, pour tout s < t, on a alors eg € HX C Hf(_1Le,. Donc
(€s,€t) = 0.

Etape 4 |l reste & montrer que Var (¢;) ne dépend pas de t. Cela vient
du fait que (X¢)cz €t (X4+1)cz ONt les mémes covariances.

TELECOM
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—hat i | Exemples

> X = (Xt)ez €st un bruit blanc faible si et seulement si X = e.
> Soit Z un bruit blanc faible et |¢| # 1, et soit X 'unique processus
stationnaire au second ordre vérifiant
Xt=oXt-1+ 2, teZ

Alors, si |¢] < 1,e=Z.

> En effet, 9X;_1 € #} , et comme on peut écrire X; = Z KZ_
k>0
X z
onaHy  CHf (L2t
> Mais c’est faux si [¢| > 1!
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i 80 prediction en pratique

On dispose d’'une suite X4,..., X7.

Etape 1 Modélisation (comment les données sont générées ?)
Etape 2 Estimation des paramétres du modéle.

Etape 3 Calcul du meilleur prédicteur correspondant.

TELECOM
ParisTech
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28 un petit plus : agrégation de N prédicteurs

Soient N prédicteurs (5(5 )) —1..7,1=1,...,N. Soient pour un 1 > 0 et
atoutinstantt=1,..., T, les poids

i t—1, 50
Al oc e 121 (Xs = Xs) qui somment & 1.

N .
Le prédicteur agrégé est défini par X; = Zag’))?g'), t=1,...,T.
i=1
On fait 'hypothése que y)“d’) — Xi| < C pour tout t et tout i. Alors, on
peut trouver 1 suffisamment petit (en fonction de C) tel que

1T)A(X2<.f1T)A((i)X2InN
T;( - t) _1<|?<NTt_Z1( t t) +n7T'
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