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Synopsis

« Le monde d’aujourd’hui est beaucoup plus mathématique qu’hier. Une
étude Déloitte a montré que la recherche en mathématiques impacte directe-
ment 16% du PIB britannique » rappelait Cédric Villani, le 18 septembre 2014,
au premier forum d’IncubAlliance intitulé : Résolution de l’équation « Mathé-
matiques et entrepreneuriat ».

Venez découvrir, à Télécom ParisTech, comment les mathématiques fondent
le monde numérique d’aujourd’hui, que ce soit dans les domaines de la cyber-
sécurité, de la performance des communications que de la prédiction de tous
types d’événements. Au travers des présentations de nos enseignants-chercheurs,
vous identifierez des outils algébriques, des algorithmes déterministes ou pro-
babilistes et des traitements statistiques utiles pour l’informatique, les réseaux
et la science des données...

...et venez également à la rencontre des ingénieurs Télécom ParisTech, de
vos anciens élèves, qui sont les architectes de ce monde numérique, qu’ils soient
inventeurs, entrepreneurs, ou transformateurs des entreprises par le numérique !

Yves Poilane, directeur de Télécom ParisTech
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David Madore

Maître de Conférences en Cryptographie au département Informatique et
Réseaux de Télécom ParisTech

Application des réseaux euclidiens à la cryptographie

Les réseaux euclidiens (sous-groupes discrets de Rn) ont trouvé des appli-
cations en cryptographie (chiffrement, signature électronique, hachage... mais
aussi “chiffrement complètement homomorphe”) dont l’intérêt est notamment
nourri par l’espoir qu’ils résistent aux attaques par les ordinateurs quantiques.
La sécurité de ces schémas cryptographique réside dans la difficulté de pro-
blèmes tels que celui du plus court vecteur ou du plus proche vecteur, et la
recherche de bases adaptées dans un réseau, ce qui conduit notamment à réexa-
miner l’algorithme LLL. Nous expliquerons quelques unes des idées dans cette
direction.
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Réseaux euclidiens : définition

I Un réseau de Rm est un sous-groupe (additif) discret
L de l’espace euclidien Rm.

Un tel sous-groupe est nécessairement isomorphe à Zn

(où n  m) comme groupe abélien : il existe b1, . . . , bn 2 L
tels que L = Zb1 � · · · � Zbn.
De plus, b1, . . . , bn sont R-libres (=linéairement indépts).
On dit qu’ils sont une base de L, et que n est le rang de L.

Définition équivalente :

I Un réseau de Rm est un L(B) := {uB : u 2 Zn} où
B 2 Rn⇥m est une matrice de rang n.

(B est la matrice dont les bi sont les lignes.)

I On suppose souvent m = n (réseau de rang plein), quitte
à se placer dans VectR(L) = Rb1 � · · · � Rbn.
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Exemples

Les deux réseaux de rang 2 admettant le plus grand groupe
de symétries sont (à similitude près) :

(A1)
2 A2

Z2 ✓ R2 {(x, y, z) 2 Z3 : x + y + z = 0} ✓ R3
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Bases et parallélotopes fondamentaux

Soit L(B) = {uB : u 2 Zn} ✓ Rm (où rg B = n).

I P(B) := {uB : u 2 [0; 1[n} s’appelle parallélotope
fondamental associé à la base B.

I On a L(B) = L(B0) ssi B0 = UB où U 2 GLn(Z).

Ici, GLn(Z) est l’ensemble des matrices n⇥ n à coefficients
entiers, de déterminant ±1 (unimodulaires).
Dès que n > 1, un réseau admet une infinité de bases.

On peut voir l’ensemble des réseaux de rang plein dans Rn comme
l’ensemble quotient GLn(Z)\GLn(R).

I vol(P(B)) =: covol(L(B)) = | det(B)| (lorsque m = n) :
volume du parallélogramme fondamental : (co)volume ou
déterminant du réseau. Ne dépend pas de B !
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Toutes les bases ne se valent pas

Certaines bases sont plus « agréables » que d’autres :

« Bonne » base Moins « bonne » base
Les deux parallélogrammes fondamentaux dessinés ont la même aire,
mais pas la même forme / la même longueur des côtés.

« Bonne » ⇡ constituée de petits vecteurs.

Thèmes : Comment construire de « bonnes » bases à partir
de « mauvaises » ? (Par des opérations élémentaires entières
sur les lignes de B.) Comment exploiter la difficulté de ce
problème ?
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Similitudes
Soit L(B) = {uB : u 2 Zn} ✓ Rm (où rg B = n).

I Si t 2 R⇥, on a t · L(B) = L(tB) (homothétie).
Multiplie le covolume par tn.
I Si ⌦ 2 Om, on a L(B) · ⌦ = L(B⌦) (isométrie).
Ne change pas le covolume.
Si L(B) · ⌦ = L(B), on dit que ⌦ est une symétrie de L(B).

On identifie souvent deux réseaux homothétiques,
isométriques, ou les deux (semblables).
Ceci permet de normaliser covol(L) = 1.

On peut considérer SL±
n (R)/On comme l’espace des formes de

parallélotopes de dimension n [espace riemannien symétrique], et
GLn(Z)\SL±

n (R)/On comme l’espace des formes de réseaux de rang
plein.

I Matrice de Gram : G := BBtr soit Gij = bi · bj ,
invariante par isométrie (B⌦(B⌦)tr = BBtr).

Réseaux
euclidiens et
cryptographie

David Madore

Plan

Généralités sur
les réseaux
euclidiens

L’algorithme LLL

Réseaux et
cryptographie

 8/31!

Matrice de Gram

Soit L(B) = {uB : u 2 Zn} ✓ Rm (où rg B = n).

Matrice de Gram : G := BBtr soit Gij = bi · bj .

I Invariante par isométrie (B⌦(B⌦)tr = BBtr si ⌦ 2 Om).

I Est la matrice de la forme quadratique sur Zn définie par
q(u) = kuBk2 (norme euclidienne transportée au réseau),
donc définie positive. () Lien avec les f.q. sur les entiers.)

I Vérifie det(G) = covol(L)2 (discriminant de L = L(B)).
En effet, det(G) = det(B)2 est évident si m = n.

I Réciproquement, si G est définie positive, on peut écrire
G = BBtr pour B 2 GLn(R) (conséquence de Cholesky ou
du théorème spectral), et B est unique à isométrie près.

L’espace SL±
n (R)/On s’identifie donc à l’ensemble des matrices définies

positives de déterminant 1, et GLn(Z)\SL±
n (R)/On à l’ensemble des

formes quadratiques définies positives sur un Z-module de rang n.
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Orthogonalisation de Gram-Schmidt

I Si b1, . . . , bn 2 Rm sont R-libres, on définit par récurrence
b?i := bi �

P
j<i µi,j b?j où µi,j := (bi · b?j )/kb?jk2

(i.e., b?i = projVect(bj :j<i)?(bi)).

Les (b?i )is sont donc une base orthogonale de
Vect(b?i : i  s) = Vect(bi : i  s).

I Formulation matricielle (pour m = n) : B = MDV avec
M triangulaire inférieure de diagonale 1 (soit : Mij = µi,j si
j < i, 1 si j = i, et 0 si j > i), D diagonale de diagonale
kb?i k, et V orthogonale.

En particulier, | det(B)| = det D =
Qn

i=1 kb?i k.

I Dépend de l’ordre : si on permute bi $ bi+1, alors

(b?i , b
?
i+1) devient (b?i+1 + µi+1,i b

?
i ,

kb?i+1k2 b?i �µi+1,i kb?i k2 b?i+1

kb?i+1k2+µ2
i+1,i kb?i k2 ).
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Gram-Schmidt (suite)

Calcul de l’aire d’un parallélogramme :

(b1, b2) (b?1, b
?
2)

La matrice (DV ) des b?i définit un parallélotope rectangle
ayant le même volume covol(L) que celui défini par les bi.

Les b?i n’appartiennent pas à L en général.
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Minima successifs d’un réseau

Soit L un réseau euclidien de rang n dans Rm. On définit,
pour 1  i  n :

�i(L) = min{r 2 R+ : dimVect(L \ Bf(0, r)) � i}

où Bf(0, r) = {x 2 Rm : kxk  r}.

Autrement dit, �i(L) est le plus petit r tel qu’on puisse
trouver i vecteurs R-libres tous de norme  r dans L.

Attention : L \ Bf(0, �n) ne contient pas forcément une Z-base de L.

En particulier, �1(L) = min{kxk : x 2 L \ {0}} est la norme
du plus petit vecteur non nul de L.

Exercice : Montrer que �1(L) � min{kb?i k : 1  i  n}.
Indication : kuMDV k = kuMDk avec MDV comme dans G-S.

Question : Peut-on borner �1(L) covol(L)�1/n ?
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Empilements de sphères
Ici, L est de rang plein.

Soit ⇢(L) := 1
2�1(L). Il s’agit du plus grand rayon ⇢ tel que

les boules ouvertes de rayon ⇢ centrées sur les points de L
soient deux à deux disjointes.
La densité = fraction du volume occupé par les boules vaut
alors Vn ⇢(L)n/ covol(L) où† Vn := ⇡n/2

(n/2)! est le volume de
la n-boule unité.
Il est souvent plus commode de travailler avec ⇢(L)n/ covol(L), ou
encore �1(L) covol(L)�1/n.

Question : Quelles valeurs ces nombres peuvent-ils
prendre ? (Quel réseau empile le mieux les boules en
dimension n ?) Réponse connue pour n  8 et n = 24.

Constante de Hermite :
�n := sup{�1(L)2 : L t.q. covol(L) = 1} (atteint ; on a alors
�1 = 1, �2 = 2

3

p
3, �3 = 3

p
2, �8 = 2, �24 = 4).

†Où (k + 1
2
)! := (2k+1)!!

2k+1

p
⇡ (et (2k + 1)!! =

Q
impairs).
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Une borne de Minkowski
Explicitons le fait que la densité d’un empilement est  1.

Théorème (Blichfeld) : Si L ✓ Rn de rg. pl., et S ✓ Rn t.q.
vol(S) > covol(L), alors 9z1 6= z2 2 S t.q. z1 � z2 2 L.
Preuve : sinon, les Sz := (S + z) \ P sont disjoints (pour z 2 L). OrP

z vol(Sz) =
P

vol(Sz � z) = vol S > vol P, contradiction.

Théorème (Minkowski) : Si L ✓ Rn de rg. pl., et S convexe
symque t.q. vol(S) > 2n covol(L), alors S \ (L \ {0}) 6= ?.
Preuve : vol( 1

2
S) = 2�n vol(S) > covol(L) donc il existe z1 6= z2 2 1

2
S

t.q., z1 � z2 2 L, or z1 � z2 = 1
2
(2z1 � 2z2) 2 S.

Corollaire : �1(L)  pn covol(L)1/n (c’est-à-dire, �n  n).
Preuve : Appliquer le théorème à la boule ouverte de centre 0 et rayon
�1, et utiliser la minoration Vn � (2/

p
n)n (car la boule unité contient

un cube de côté 2/
p

n).

Amélioration : (
Qn

i=1 �i(L))1/n  pn covol(L)1/n.
Idée : Remplacer la boule par l’ellipsoïde de demi-axes �1, . . . , �n

orientés selon le Gram-Schmidt des minima successifs.
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Le réseau dual
Si L ✓ Rn est un réseau de rang plein, son dual est

L⇤ := {y 2 Rn : 8x 2 L, x · y 2 Z}

où x · y est le produit scalaire (euclidien).
Matriciellement, si les vecteurs sont vus comme des
vecteurs-lignes :

L⇤ = {y 2 Rn : 8x 2 L, xytr 2 Z}
= {y 2 Rn : 8u 2 Zn, uBytr 2 Z}
= {y 2 Rn : yBtr 2 Zn} = L(B� tr)

C’est donc aussi un réseau, et (L⇤)⇤ = L. Covolume :
covol(L⇤) = covol(L)�1. Homothéties : (t · L)⇤ = 1

t · L⇤.
Inverse la matrice de Gram. Cas de rang non plein : on peut
définir L(B)⇤ = L((G�1B)tr) ✓ VectR(L(B)).

Symétrie sur l’espace riemannien symétrique SL±
n (R)/On.
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Réseaux entiers

I Si L ✓ L⇤, i.e., si la matrice de Gram G est à coefficients
entiers, on dit que L est entier.
Notamment, dans ce cas, le discriminant det G = covol(L)2 est entier.

) Lien avec les formes quadratiques entières
(q(u) = kuBk2 = uGutr).

I On a L = L⇤ ssi L est entier et covol(L) = 1 (i.e.,
G 2 GLn(Z)). On dit alors que L est unimodulaire.

Si de plus kxk2 2 2Z pour tout x 2 L (i.e., q prend des
valeurs paires), on dit que L est pair (=de type II), sinon
impair (=de type I).

Le plus petit rang d’un réseau unimodulaire pair est 8, et ce réseau est
unique à isométrie près (c’est E8).
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Quelques réseaux remarquables

I Zn réseau entier de covolume 1, avec �1 = · · · = �n = 1.

I An := {(x0, . . . , xn) 2 Zn+1 :
Pn

i=0 xi = 0} réseau entier
de covolume

p
n + 1, avec �1 = · · · = �n =

p
2.

Note : A1 est isométrique à
p

2Z, et A2 est le réseau hexagonal, A3 le
« cubique faces centrées ».

I A⇤
n = An + Z(� n

n+1 , 1
n+1 , 1

n+1 , . . . , 1
n+1) ici �1 =

q
n

n+1 .
Note : A⇤

1 est isométrique à 1p
2
Z et A⇤

2 à 1p
3
A2, et A⇤

3 est le « cubique
centré ».

I Dn := {(x1, . . . , xn) 2 Zn :
Pn

i=1 xi 2 2Z} réseau entier
de covolume 2, avec �1 = · · · = �n =

p
2.

Note : D2 est isométrique à
p

2Z2, et D3 est isométrique à A3.

I D⇤
n = Zn [ (Z + 1

2)n, avec �1 = 1 si n � 4.
Note : D⇤

4 est isométrique à 1p
2
D4.

I E8 := {(x1, . . . , x8) 2 (Z8 [ (Z + 1
2)8) :

P8
i=1 xi 2 2Z}

réseau entier de covolume 1, avec �1 = · · · = �8 =
p

2.
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Quelques problèmes algorithmiques

Algorithmiquement, on considère généralement des réseaux L ✓ Zn (ou
en tout cas L ✓ Qn). Parfois NZn ✓ L ✓ Zn (« N -modulaires »).

I Problème SVPh (« Shortest Vector Problem ») :
pour h � 1, donnée une base B de L = L(B), trouver
z 2 L tel que 0 6= kzk  h · �1(L).

SVPh est NP-dur pour h . pn, polynomial (P) par LLL pour
h = 2n/2. SVP = SVP1 est résoluble en complexité 2O(n).

I Problème CVPh (« Closest Vector Problem ») : pour
h � 1, donnée une base B de L = L(B) et t 2 Rn,
trouver z 2 L tel que kt� zk  h · dist(t, L).

CVPh est au moins aussi dur que SVPh, et polynomial (P)
pour h = 2n/2 par LLL+Babai.
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Bases LLL-réduites

Gram-Schmidt : b?i := bi �
P

j<i µi,j b?j où µi,j := (bi · b?j )/kb?jk2.

La base b1, . . . , bn est dite LLL-�-réduite (1
4 < � < 1) si :

I pour tous i > j, on a |µi,j |  1
2 , et

I pour tout i < n, on a kb?i+1 + µi+1,i b
?
i k2 � � · kb?i k2.

Intuitivement, la première condition assure que les bi ne sont
pas trop loin d’être orthogonaux, et la seconde, qu’on ne
gagne pas trop à échanger bi $ bi+1 avant d’appliquer G-S.

Notion de « bonne » base : on va voir que tout réseau a une
base LLL-réduite, calculable en temps polynomial.

On déduit kb?i+1k2 � (� � µ2
i+1,i)kb?i k2 � (� � 1

4)kb?i k2.
Donc kb?i k � (� � 1

4)(i�1)/2kb1k.
Comme �1 � min kb?i k, on a kb1k  (� � 1

4)�(n�1)/2�1.
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Opérations élémentaires

I Réduction de la ligne bi par bj (j < i) : remplacer bi par
bi � cbj (soit B  (1n � cEij)B) où c = dµi,jc (arrondi†).
Effet sur G-S : µi,k  µi,k � cµj,k, donc µi,j  | · |  1

2 .
Les b?i ne changent pas.

I Réduction de taille de la base :
pour i allant de 2 à n,

pour j allant de i� 1 à 1 (décroissant),
réduire bi par bj (soit bi  bi � dµi,jc bj).

Assure la propriété |µi,j |  1
2 .

I Échange bi $ bi+1 [et recalculer / m.à.j. G-S !]
L’échange servira à assurer la propriété de Lovász
kb?i+1 + µi+1,i b

?
i k2 � � · kb?i k2.

Il faut refaire une réduction de taille après chaque échange !

†Soit d⇠c := b(⇠ + 1
2
)c où b·c = partie entière.
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L’algorithme LLL
Soit 1

4
< � < 1 (typiquement � = 3

4
ou mieux 1

4
+ ( 3

4
)n/(n�1)).

Algorithme de Lenstra-Lenstra-Lovász donnés b1, . . . , bn

base d’un réseau L de Rm, calcule une base LLL-�-réduite.

I (1) Calculer (ou m.à.j.) Gram-Schmidt.
I (2) Réduction de taille de la base :
pour i allant de 2 à n,

pour j allant de i� 1 à 1 (décroissant),
réduire bi par bj (soit bi  bi � dµi,jc bj)

(et µi,k  µi,k � dµi,jcµj,k).
I (3) S’il existe i tel que kb?i+1 + µi+1,i b

?
i k2 < � · kb?i k2 :

échanger bi $ bi+1, et retourner en (1).

Théorème : LLL termine en temps polynomial.
Idée :

Qn
i=1 kb?i k2(n�i+1) =

Qn
i=1 covol(L(b1, . . . , bi))

2 décroît d’un
facteur � pour chaque échange.

Note : pour n = 2, LLL ⇠= algo. de Lagrange|Gauß ⇡
« Euclide centré ».
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Propriétés des bases LLL-réduites

Soit ↵ = 1
�� 1

4

et b1, . . . , bn une base LLL-�-réduite.

On a vu kb1k  ↵(n�1)/2 �1, donc pour � = 3
4 on a

kb1k  2(n�1)/2 �1 et LLL résout SVP|h pour h = 2(n�1)/2

(renvoyer b1) en temps poly.

Plus généralement, on a :
I kbik  ↵(n�1)/2 �i

I kb1k  ↵(n�1)/4 covol(L)1/n

I
Qn

i=1 kbik  ↵n(n�1)/4 covol(L)

Expérimentalement, sur des réseaux et bases aléatoires, on
observe des inégalités meilleures (mais toujours
exponentielles), par exemple kb1k  1.022n covol(L)1/n.
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Algorithme de Babai

Soit L = L(B) un réseau et t 2 Rn. On veut résoudre le
problème CVPh avec h = 2n/2, i.e., trouver z 2 L tel que
kz � tk  2n/2 dist(t, L).

I Appliquer LLL avec � = 3
4 à B.

I Faire x t, puis
pour j allant de n à 1 (décroissant),

remplacer x x� cbj

où c = d(b · b?j )/kb?jk2c.
I Retourner z = t� x.

De façon équivalente : on choisit d’abord c 2 Z tel que
l’hyperplan affine cb?n + Vect(b1, . . . , bn�1) soit aussi proche
que possible de t, puis on applique récursivement pour
trouver un élément proche de x dans cbn + L(b1, . . . , bn�1)
(i.e., proche de x� cbn dans L(b1, . . . , bn�1)).
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Approximation diophantienne simultanée

I Soient (⇠1, . . . , ⇠r) 2 R irrationnels. On cherche à
approcher les ⇠i par des rationnels pi/q de même
dénominateur, i.e., trouver (p1, . . . , pr) 2 Zr et q 2 N>0 tels
que les |q⇠i � pi| soient petits et q pas trop grand. Qualité
prédite par :
I Dirichlet : Il existe des q arbitrairement grands tels que
|q⇠i � pi|  q�1/r où pi = dq⇠ic.
Preuve : Découper (R/Z)r en Nr cubes de côté 1/N , et considérer les
Nr + 1 classes des points q~⇠ pour 0  q  Nr : il existe
0  q1 < q2  Nr tels que les classes tombent dans la même boîte, et
si q = q2 � q1 alors on a |q⇠i � pi|  1

N
 q�1/r.

I Réseau : pour N > 0 réel, considérer l’image de
Zr+1 ! Rr+1 envoyant (p1, . . . , pr, q) sur (N(q⇠1 � p1), . . . ,
N(q⇠r � pr), q/N

r). On vient de voir que ce réseau a des
petits vecteurs non nuls.
I LLL donne |q⇠i � pi|  2r/2/N avec q  2r/2N r.
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Le problème du sac à dos

Problème : Donnés a1, . . . , ar, s entiers > 0, on cherche un
sous-ensemble P de {1, . . . , r} tel que

P
i2P ai = s (supposé

exister).

Approche par LLL : soit B une constante bien choisie
(d
p

n2ne). considérer l’image de Zr+1 ! Rr+1 envoyant
(u1, . . . , ur, v) sur (u1, . . . , ur, B · (vs�P

uiai)).
Avec les bonnes conditions sur les ai (uniformément choisis
sur un intervalle assez grand) et s (supérieur à 1

2

P
ai, ce

qu’on peut toujours supposer), on montre qu’avec une
probabilité extrêmement élevée, le plus court vecteur trouvé
par LLL résout le problème du sac à dos.
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Réseaux en cryptographie : principes
Utilisation pour le chiffrement à clé publique :
I La clé secrète sera typiquement une « bonne » base d’un
réseau L (ou de son dual).

I La clé publique sera typiquement une « mauvaise » base
du même réseau L.

Il est facile de générer la mauvaise base à partir de la bonne,
difficile de faire l’opération inverse.

I Le chiffrement consiste à fabriquer un problème difficile à
partir d’une mauvaise base, que la connaissance d’une bonne
base permet de résoudre.

Par exemple : pour chiffrer, écrire le message sous forme
d’un petit vecteur e, choisir z aléatoirement dans L, et
renvoyer x = z + e. Déchiffrer demande de retrouver z 2 L
proche de x.
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Réseaux en cryptographie : espoirs et limitations

Espoirs de la cryptographie basée sur les réseaux :
I Résistance aux ordinateurs quantiques.
Contrairement aux problèmes de théorie des nombres
(factorisation, pb. du log discret) utilisés comme source de
difficulté en cryptographie à clé publique traditionnelle, et qui
sont cassés par les ordinateurs quantiques†, les problèmes de
réseaux paraissent aussi difficiles pour les ordinateurs
quantiques que pour les ordinateurs classiques.
I Outils plus puissants, p.ex., chiffrement complètement
homomorphe ()calculs sur les chiffrés).

Limitations :
I Taille de clés/chiffrés beaucoup plus grande.
I Encore mal compris : pas de paramètres de sécurité
standardisés.

†Si un jour ils existent vraiment...
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Réseaux N -modulaires
Notation : Z/N := Z/NZ

Un réseau L tel que NZm ✓ L ✓ Zm est dit N-modulaire.
Équivalent à la donnée d’un sous-groupe L/NZm ✓ Zm

/N

(si N=q premier, d’un sous-Fq-esp. vect. de Fm
q ).

Attention : Le rang du réseau ici est m, même si L/NZm est très petit.

Si A 2 (Z/N )n⇥m (typiquement, n  m ⇡ n log n), soient :

⇤(A) :=L(A) + NZm = {x 2 Zm : 9u 2 Zn, x ⌘ uA [N ]}
⇤?(A) := {v 2 Zm : Avtr ⌘ 0 [N ]}

les réseaux N -modulaires (de rang m) engendré par les lignes
de A, resp. orthogonal aux lignes de A.

I On a ⇤?(A) = N · ⇤(A)⇤ et ⇤(A) = N · ⇤?(A)⇤.

I Si N=q premier, et A de rang n, on a ⇤?(A) = ⇤(B) où
B 2 Z(m�n)⇥m

/q de rang m� n (lignes de B base du suppl. ortho. des
lignes de A, soit BAtr = 0).

I Avec haute probabilité, covol(⇤(A)) = qm�n et covol(⇤?(A)) = qn.
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« Learning With Errors » (LWE)
Soit q premier. Typiquement, 103 < q < 105 ici, 102 < n < 103 et
103 < m < 104.

Soit A 2 Zn⇥m
/q tiré au hasard uniformément. Le vecteur

x 2 Zm
/q est défini par l’un des deux procédés suivants :

I tiré au hasard uniformément dans Zm
/q , ou bien

I calculé par x = uA + e où u 2 Zn
/q est tiré au hasard

uniformément, et e 2 Zm
/q selon une distribution

gaussienne (arrondie aux entiers et réduite mod q).
Défi : distinguer ces deux cas avec probabilité > 1

2 + ".

Si l’écart-type est assez petit, application du CVP à x pour le
réseau ⇤(A). Correction de l’« erreur » e.

Théorème (informelt) : pour un écart-type assez élevé dans

la gaussienne (>
q

2⇡
n ), LWE est au moins aussi difficile que

certains problèmes difficiles « standards » sur les réseaux.
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Un chiffrement basé sur LWE (Regev / GPV)

I Paramètre : A 2 Zn⇥m
/q tiré au hasard uniformément. Clé

secrète : s 2 Zm
/q selon une distribution gaussienne (« petit

vecteur » secret). Clé publique : p := Astr 2 Zn
/q.

I Chiffrement d’un bit b 2 {0, 1} : tirer u 2 Zn
/q

uniformément et (e, e0) 2 Zm+1
/q selon une distribution

gaussienne (« erreur »). Renvoyer x = uA + e 2 Zm
/q ainsi

que c = bb q
2c+ u · p + e0 2 Z/q.

I Déchiffrement : recevant x 2 Zm
/q et c 2 Z/q, calculer

c� x · str, qui vaut bb q
2c+ e0 � e · str : si ce nombre est plus

proche de q
2 , décoder 1, sinon, décoder 0. Validité :

e0 � e · str a une probabilité négligeable d’être & q
2 .

Le paramétrage de m, n, q et les écarts-types des gaussiennes doit être
fait pour rendre le chiffrement difficile à casser et la probabilité d’erreur
au décodage négligeable.
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Un chiffrement basé sur LWE : explications

I Paramètre : A 2 Zn⇥m
/q . Clé secrète : s 2 Zm

/q (« petit vecteur »).
Clé publique : p := Astr 2 Zn

/q.

La clé publique est plutôt (A|p) 2 Zn⇥(m+1)
/q . Soit

L := ⇤(A|p) le réseau engendré par ses lignes.

I Chiffrement : x = uA + e 2 Zm
/q et c = bb q

2
c+ u · p + e0 2 Z/q où

u 2 Zn
/q uniforme et (e, e0) 2 Zm+1

/q « erreur ».

On a donc (x|p) = u(A|p) + (e|e0) + (0|bb q
2c) 2 Zm+1

/q qui
est soit proche de L, soit de L + (0|b q

2c).
I La distinction entre ces deux cas est rendue possible par la
connaissance du petit vecteur (�s|1) 2 ⇤?(A|p) (car on a
(A|p)(�s|1)tr = �Astr + p = 0).

Moralité : Connaître un petit vecteur dans le réseau dual L⇤

permet de séparer nettement L en hyperplans.
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Preuve de sécurité (idée)

Preuve en deux points :
I Savoir distinguer une clé publique p 2 Zn

/q (avec p = Astr

où s 2 Zm
/q petit vecteur) d’une clé aléatoire uniforme

2 Zn⇥(m+1)
/q revient à savoir résoudre LWE.

En effet, se donner p = Astr revient à se donner s modulo ⇤?(A),
c’est-à-dire un tirage vB + s avec v uniforme, où B 2 Z(m�n)⇥n

/q définit
⇤(B) = ⇤?(A). C’est bien un problème LWE.

I Savoir déchiffrer pour une clé A0 2 Zn⇥(m+1)
/q aléatoire

uniforme revient à savoir résoudre LWE.
En effet, il s’agit de distinguer uA0 + e0 (avec u uniforme).
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Slim Essid

Enseignant-chercheur au département Traitement du Signal et de l’Image de
Télécom ParisTech

Factorisations en matrices positives pour l’analyse de
signaux audio

Les techniques de factorisation en matrices positives (NMF, Nonnegative
Matrix Factorisation) permettent d’expliquer une matrice d’observations à en-
trées positives comme la combinaison linéaire positive de formes élémentaires
elles-mêmes à coefficients positifs. Ces techniques sont devenues incontour-
nables ces quinze dernières années pour diverses tâches d’analyse de données.
Elles s’avèrent performantes dans différents domaines d’applications, allant de
l’analyse du langage à l’analyse de signaux électroencéphalographiques (EEG)
en passant par les images et les signaux audiovisuels.

Dans cette présentation seront expliqués les modèles NMF et les méthodes
permettant de les estimer, avant de présenter les applications que l’on peut en
faire. On donnera en particulier des exemples d’application à l’extraction de
thèmes à partir de textes, à l’analyse de musique, et à la réjection d’artéfacts
dans des enregistrements de signaux EEG.
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Introduction Motivation

Explaining data by factorisation
General formulation

F

N

W(F⇥K ) ⇥ H(K⇥N)V(F⇥N)

vn wk

vn ⇡
PK

k=1 hknwk Illustration by C. Févotte
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Introduction Motivation

Explaining data by factorisation
General formulation

F

N

W(F⇥K) ⇥ H(K⇥N)V(F⇥N)

vn wk

data matrix “explanatory variables” “regressors”,
“basis”, “dictionary”,
“patterns”, “topics”

“activation coefficients”,
“expansion coefficients”

Illustration by C. Févotte
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Introduction Motivation

Data is often nonnegative by nature1

• pixel intensities;
• amplitude spectra;
• occurrence counts;
• food or energy consumption;
• user scores;
• stock market values;
• ...

For the sake of interpretability of the results, optimal processing of
nonnegative data may call for processing under nonnegativity
constraints.

1slide adapted from (Févotte, 2012).
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Introduction Motivation

The Nonnegative Matrix Factorisation model

NMF provides an unsupervised linear representation of the data:

  

W

H

V

V ⇡WH;

� W = [wfk ] s.t. wfk � 0
and

� H = [hkn] s.t. hkn � 0.

Illustration by N. Seichepine
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Introduction Motivation

Explaining face images by NMF2

Image example: 49 images among 2429 from MIT’s CBCL face dataset

2slide adapted from (Févotte, 2012).
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Introduction Motivation

Explaining face images by NMF
Method

H

⇡

V W

Vectorised images Facial
features

Importance of features
in each image

...

...... ...
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Introduction Motivation

NMF outputs
Image example

Illustration by C. Févotte
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Introduction Motivation

Notations I

• V : the F ⇥ N data matrix:
� F features (rows),
� N observations/examples/feature vectors (columns);

• vn = (v1n, · · · , vFn)
T : the n-th feature vector observation among a

collection of N observations v1, · · · , vN ;
• vn is a column vector in RF

+; vn is a row vector;

• W : the F ⇥ K dictionary matrix:
� wfk is one of its coefficients,
� wk a dictionary/basis vector among K elements;
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Introduction Motivation

Notations II

• H : the K ⇥ N activation/expansion matrix:
� hn : the column vector of activation coefficients for observation vn :

vn ⇡
KX

k=1

hknwk ;

� hk: : the row vector of activation coefficients relating to basis vector wk .
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NMF models

I Introduction

I NMF models
– Cost functions
– Weighted NMF schemes

I Algorithms for solving NMF

I Applications

I Conclusion
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NMF models Cost functions

NMF optimization criteria

NMF approximation V ⇡WH is usually obtained through:

min
W,H�0

D(V|WH) ,

where D(V|bV) is a separable matrix divergence:

D(V|bV) =
FX

f =1

NX

n=1

d(vfn|v̂fn) ,

and d(x |y) defined for all x , y � 0 is a scalar divergence such that:
• d(x |y) is continuous over x and y ;
• d(x |y) � 0 for all x , y � 0;
• d(x |y) = 0 if and only if x = y .

Slim ESSID (Telecom ParisTech) Introduction to NMF TPT - UPS – June 2015 13 / 53



NMF models Cost functions

Popular (scalar) divergences

Euclidean (EUC) distance (Lee and Seung, 1999)

dEUC (x |y) = (x � y)
2

Kullback-Leibler (KL) divergence (Lee and Seung, 1999)

dKL(x |y) = x log
x

y
� x + y

Itakura-Saito (IS) divergence (Févotte et al., 2009)

dIS(x |y) =
x

y
� log

x

y
� 1

Slim ESSID (Telecom ParisTech) Introduction to NMF TPT - UPS – June 2015 14 / 53

NMF models Cost functions

Convexity properties

Divergence d(x |y) EUC KL IS
Convex on x yes yes yes
Convex on y yes yes no
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NMF models Cost functions

Scale invariance properties3

dEUC (� x |� y) = �2 dEUC (x |y)

dKL(� x |� y) = � dKL(x |y)

dIS(� x |� y) = dIS(x |y)

The IS divergence is scale-invariant ! it provides higher accuracy in the
representation of data with large dynamic range (e.g. audio spectra).

3slide adapted from (Févotte, 2012).

Slim ESSID (Telecom ParisTech) Introduction to NMF TPT - UPS – June 2015 16 / 53

NMF models Weighted NMF schemes

Weighted NMF

Conventional NMF optimization criterion:

min
W,H�0

FX

f =1

NX

n=1

d(vfn|v̂fn) .

Weighted NMF optimization criterion:

min
W,H�0

FX

f =1

NX

n=1

bfnd(vfn|v̂fn) ,

where bfn (f = 1, . . . , F , n = 1, . . . , N) are some nonnegative weights
representing the contribution of data point vfn to NMF learning.
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NMF models Weighted NMF schemes

Weighted NMF application example I

Learning from partial observations (e.g., for image inpainting as in (Mairal
et al., 2010)):

Observed value
bfn = 1

Missing value

bfn = 0

Slim ESSID (Telecom ParisTech) Introduction to NMF TPT - UPS – June 2015 18 / 53

NMF models Weighted NMF schemes

Weighted NMF application example II

Face feature extraction (example and figure from (Blondel et al., 2008)):

Data V

Image-centered weights

Face-centered weights

Weights B = {bfn}f ,n
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Algorithms for solving NMF

I Introduction

I NMF models

I Algorithms for solving NMF
– Preliminaries
– Difficulties in NMF
– Multiplicative update rules

I Applications

I Conclusion
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Algorithms for solving NMF Preliminaries

Optimization problem

An efficient solution of the NMF optimization problem

min
W,H�0

D(V|WH) , min
✓

C (✓) ; C (✓)
def
= D(V|WH)

where ✓
def
= {W,H} denotes the NMF parameters, must cope with the

following difficulties:
• the nonnegativity constraints must be taken into account;
• the solution is not unique...
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Algorithms for solving NMF Difficulties in NMF

NMF is ill-posed
The solution is not unique

Given V = WH ; W � 0, H � 0; any matrix Q such that:
• WQ � 0
• Q�1H � 0
provides an alternative factorisation V = W̃H̃ = (WQ)(Q�1H).

In particular, Q can be any nonnegative generalised permutation
matrix; e.g., in R3 :

Q =

2
4

0 0 2
0 3 0
1 0 0

3
5

This case is not so problematic: merely accounts for scaling and
permutation of basis vectors wk .
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Algorithms for solving NMF Difficulties in NMF

Geometric interpretation and ill-posedness

NMF assumes the data is well described by a simplicial convex cone Cw
generated by the columns of W:

vi

Cw
w1

w2

Cw =
nPK

k=1 �kwk ; �k � 0
o
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Algorithms for solving NMF Difficulties in NMF

Geometric interpretation and ill-posedness

NMF assumes the data is well described by a simplicial convex cone Cw
generated by the columns of W:

vi

Cw
w1

w2

Cw =
nPK

k=1 �kwk ; �k � 0
o

vi

Cww1

w2

Problem: which Cw?
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Algorithms for solving NMF Difficulties in NMF

Geometric interpretation and ill-posedness

NMF assumes the data is well described by a simplicial convex cone Cw
generated by the columns of W:

vi

Cw
w1

w2

Cw =
nPK

k=1 �kwk ; �k � 0
o

vi

Cww1

w2

Problem: which Cw?

! Need to impose constraints on the set of possible solutions to select the
most “useful” ones.
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Algorithms for solving NMF Multiplicative update rules

Alternating optimization strategy

The problem is usually easier to optimize over one matrix (say H) given the
other matrix (say W) is known and fixed.

Indeed, for several divergences D(V|WH) is even convex separately w.r.t.
H and w.r.t. W, but not w.r.t. {W,H}.

For this reason many state-of-the-art NMF optimization algorithms rely on
the following iterative alternating optimization strategy.

Alternating optimization a.k.a block-coordinate descent (one iteration):
• update W, given H fixed,
• update H, given W fixed.

Slim ESSID (Telecom ParisTech) Introduction to NMF TPT - UPS – June 2015 24 / 53

Algorithms for solving NMF Multiplicative update rules

Multiplicative update rules

A heuristic approach introduced by (Lee and Seung, 2001) to solve min✓ C (✓)

Multiplicative update (MU) rule for H (similarly for W) is defined as:

hkn  hkn [rhkn
C (✓)]� / [rhkn

C (✓)]+ ,

where
rhkn

C (✓) = [rhkn
C (✓)]+ � [rhkn

C (✓)]� ,

and the summands are both nonnegative.

NOTE: The nonnegativity of W and H is guaranteed by construction.
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Algorithms for solving NMF Multiplicative update rules

Intuitive explanation

We consider for simplicity rhC (h) = r+ �r�
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Algorithms for solving NMF Multiplicative update rules

Discussion

The only two things guaranteed by this approach:
• the newly updated value lies in the direction of partial derivative

decrease;
• the newly updated value is always nonnegative.

Nothing more can be guaranteed in general, and all the other algorithm
properties depend on the “positive-negative” decomposition chosen:

rhkn
C (✓) = [rhkn

C (✓)]+ � [rhkn
C (✓)]� .
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Algorithms for solving NMF Multiplicative update rules

Majorisation-minimisation viewpoint
For many divergences and certain “positive-negative” decompositions
each MU rule can be interpreted as a Majorisation-Minimisation (MM)
procedure (Hunter and Lange, 2004):

To minimise C (s), e.g., s = wfk or s = hkn:
• build G (s|s̃) such that G (s|s̃) � C (s) and G (s̃|s̃) = C (s̃);
• optimize iteratively G (s|s̃) instead of C (s).
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Majorisation-minimisation viewpoint
For many divergences and certain “positive-negative” decompositions
each MU rule can be interpreted as a Majorisation-Minimisation (MM)
procedure (Hunter and Lange, 2004):
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Algorithms for solving NMF Multiplicative update rules

Majorisation-minimisation viewpoint
For many divergences and certain “positive-negative” decompositions
each MU rule can be interpreted as a Majorisation-Minimisation (MM)
procedure (Hunter and Lange, 2004):

To minimise C (s), e.g., s = wfk or s = hkn:
• build G (s|s̃) such that G (s|s̃) � C (s) and G (s̃|s̃) = C (s̃);
• optimize iteratively G (s|s̃) instead of C (s).

I NOTE: The MM procedure guarantees the cost is non-increasing at
each iteration:

C (s(t+1))  G (s(t+1)|s(t))  G (s(t)|s(t)) = C (s(t)).
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Algorithms for solving NMF Multiplicative update rules

Summary

Multiplicative Update rules:

Advantages:
• easy to implement;
• non-negativity of W and H is guaranteed.

Drawbacks:
• monotonicity is not always guaranteed;
• among other algorithms the convergence rate is not the highest one.
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Applications

I Introduction

I NMF models

I Algorithms for solving NMF

I Applications
– Text analysis
– Music transcription
– Video structuring

I Conclusion
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Applications Text analysis

Topics recovery

Assume V = [vfn] is a term-document co-occurrence matrix:
vfn is the frequency of occurrences of word mf in document dn;

H

⇡

V W

Documents Topics Topic importance
indicators

W
or

ds
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Applications Text analysis

Text document analysis example
After sklearn topics extraction demo (Pedregosa et al., 2011)

Analysing the 20 newsgroups dataset with NMF, the following topics are
automatically determined:
• Topic #0: god people bible israel jesus christian true moral think

christians believe don say human israeli church life children jewish
• Topic #1: drive windows card drivers video scsi software pc thanks vga

graphics help disk uni dos file ide controller work
• Topic #2: game team nhl games ca hockey players buffalo edu cc year

play university teams baseball columbia league player toronto
• Topic #3: window manager application mit motif size display widget

program xlib windows user color event information use events values
• Topic #4: pitt gordon banks cs science pittsburgh univ computer soon

disease edu reply pain health david article medical medicine

Topics described by most frequent words in each dictionary element Wk .
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Applications Music transcription

I Introduction

I NMF models

I Algorithms for solving NMF

I Applications
– Text analysis
– Music transcription
– Video structuring

I Conclusion
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Applications Music transcription

NMF-based music transcription
Demo slide courtesy of C. Févotte (Fevotte et al., 2009)

!!!! !!!! !!!! !!!!" ##### $

(MIDI numbers: 61, 65, 68, 72)

Three representations of the data.
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Applications Music transcription

Spectral analysis
Short-Term Fourier Transform (STFT)

Drawing by J. Laroche
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Applications Music transcription

NMF-based music transcription demo
Demo slide courtesy of C. Févotte (Fevotte et al., 2009)

!!!! !!!! !!!! !!!!" ##### $

(MIDI numbers: 61, 65, 68, 72)

Three representations of the data.
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Applications Music transcription

Music transcription demo
Demo slide courtesy of C. Févotte (Fevotte et al., 2009)
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Applications Video structuring
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Applications Video structuring

The video structuring problem

Goal: automatically extract a temporal organization of a
document into units conveying a homogeneous type of
(audio/video) content.
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Applications Video structuring

Video Structuring
Using NMF for temporal segmentation and soft-clustering (Essid and Fevotte, 2013)

Discovering the video editing
structure (Essid and Fevotte, 2012)

"Full group" "Multiple participants" "Multiple participants"

"Participant 1" "Participant 2" "Participant 2"

"Participant 3" "Participant 4" "Participant 5"

Performing speaker diarization
(Seichepine et al., 2013)

“Who spoke when?”

illustration by N. Seichepine
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Applications Video structuring

A generic video structuring system using NMF
Challenge: perform the task in a non-supervised fashion.

Proposed approach: a generic structuring scheme using NMF (Essid and
Fevotte, 2013):

1. Bag of words representation

A/V
frames

Vocab.
Word vocab.

extraction

Histograms
of words NMF Activation

thresholding

Structure extracted

images/
audio segments

1. create a low-level (visual/audio) vocabulary and use it to extract
histogram of (visual/audio) words from the sequence of observation
frames;
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Applications Video structuring

A generic video structuring system using NMF
Challenge: perform the task in a non-supervised fashion.

Proposed approach: a generic structuring scheme using NMF (Essid and
Fevotte, 2013):

2. Data factorisation

A/V
frames

Vocab.
Word vocab.

extraction

Histograms
of words KL-NMF Activation

thresholding

Structure extracted

2. apply a variant of smooth NMF using the Kullback-Leibler divergence
to extract latent structuring events and their activations across the
duration of the document.
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A generic video structuring system using NMF
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Applications Video structuring

A generic video structuring system using NMF
Challenge: perform the task in a non-supervised fashion.

Proposed approach: a generic structuring scheme using NMF (Essid and
Fevotte, 2013):

2. Data factorisation

A/V
frames

Vocab.
Word vocab.

extraction

Histograms
of words KL-NMF Activation

thresholding

Structure extracted

Activations should be temporally smooth: structuring events naturally exhibit a
“certain” temporal continuity.
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Applications Video structuring

Smooth KL-NMF
Using the Kullback-Leibler (KL) divergence as a measure of fit

Given histogram data (whose columns are frame-wise descriptors), we seek
a factorization V ⇡WH; wfk � 0 ; hkn � 0 that minimises

C (W,H) = D(V|WH) + �S(H) ;

• D(V|WH) =
P

fn dKL(vfn|
P

k wfkhkn): fit-to-data term such that
dKL(x |y) = x log x

y � x + y ;

• S(H) is a regularisation term that controls the temporal smoothness
of the activation coefficients:

S(H) =
1
2

KX

k=1

NX

n=2

(hkn � hk(n�1))
2.
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Applications Video structuring

Applications
Onscreen person-oriented structuring

Discover the video editing structure: label the video frames as follows in a
non-supervised fashion:

"Full group" "Multiple participants" "Multiple participants"

"Participant 1" "Participant 2" "Participant 2"

"Participant 3" "Participant 4" "Participant 5"

Using the Canal9 political debates database (Vinciarelli et al., 2009).
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Applications Video structuring

Visual features

Visual vocabulary creation
� PHOW features (Bosch et al., 2007): histograms of

orientation gradients over 3 scales, on 8-pixel step
grid; extracted from faces and clothing regions,
determined automatically for current video;

� quantization over 128 bins using K-means.
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Applications Video structuring

Results
Visualising the activations

Full group

Speaker 1

Speaker 2

Speaker 3

Speaker 4

Speaker 5

Full group MP Speaker 5 Full group
MP:
Multiple Participants

MP
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Applications Video structuring

Experimental validation

Canal9 political debates database (Vinciarelli et al., 2009)

� broadcasts featuring a moderator and 2 to 4 guests;
� moderators, guest and background vary;
� 7 hours of video content: 10 minutes from each of the first 41 shows;
� 189 distinct persons; 28521 video shots.
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Applications Video structuring

Results
Shot-type classification error rates
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Conclusion Summary and future challenges

Take-home messages I

• NMF is a versatile data decomposition technique that has proven
effective for diverse applications across numerous disciplines,
� it tends to provide “meaningful” and “natural” part-based data

representations,
� it can be used both for feature learning, topic extraction, clustering,

segmentation, source separation, coding...

• For NMF to be successful, it has to be estimated using appropriate
cost-functions reflecting prior knowledge about the data.
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Conclusion Summary and future challenges

Take-home messages II

• Many algorithms are available to estimate NMF, mostly alternating
updates of W and H; variants include:
� multiplicative updates: heuristic, simple and easy to implement, but slow

and instable,
� majorisation-minimisation: well-founded for a variety of cost functions,

stable, still slow,
� gradient-descent and Newton: fast but unstable.

• NMF is a state-of-the-art technique for a number of audio-processing
tasks (transcription, source separation...),

• it has a great potential for video analysis tasks, especially temporal
structure analysis.
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Conclusion Summary and future challenges

Ongoing and future research

• How to properly estimate the model-order K?
• How to achieve better and faster “convergence”?
• How to perform non-linear data decompositions?
• How to handle big data?
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Conclusion NMF software & bibliography

A selection of NMF software

Software Language Main features

beta_ntf Python
Weighted tensor decomposition, all

�-divergences, MM

sklearn.decomposition.NMF Python `2-norm, gradient-descent, sparsity

IMM DTU NMF toolbox Matlab `2-norm, MM, gradient-descent, ALS

Févotte’s matlab scripts Matlab `2-norm, KL and IS-div, MM, probabilistic

Seichepine’s matlab

scripts
Matlab

Soft co-factorisation, `2-norm, KL and IS-div,

`1/`2-norm temporal smoothing, MM

svmnmf Matlab
Geometric SVM-based NMF, kernel-based

non-linear decompositions, fast

libNMF C
`2-norm, MM, gradient-descent, ALS,

multi-core, fast
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Pierre Senellart

Professeur en informatique au département Informatique et Réseaux de Télé-
com ParisTech

Bases de données probabilistes : modèles et applica-
tions aux données du Web

Le Web est une vaste source d’informations, mais ces informations sont
souvent incertaines, imprécises, partielles, contradictoires. De plus, les outils
d’extraction d’information depuis le Web peuvent ajouter un degré d’incertitude
supplémentaire.

Nous présentons des techniques permettant de modéliser cette incertitude,
sous la forme de probabilités associés aux tuples d’une base de données ou d’an-
notations logiques complexes, avec une distribution de probabilité sous-jacente.
Nous expliquons comment des requêtes de l’algèbre relationnelle peuvent être
exécutées sur ces modèles de données probabilistes, afin d’obtenir les proba-
bilités associées aux résultats de requête. Nous montrons que l’évaluation de
ces probabilités est la plupart du temps intractable, mais que certains cas de
tractabilité peuvent être isolés.

Cet exposé couvre des recherches récentes en théorie des bases de données,
les relie à des notions élémentaires abordées dans le programme de mathéma-
tiques, d’informatique et d’option informatique des classes préparatoires (théo-
rie des probabilités, bases de données relationnelles, logique propositionnelle,
complexité algorithmique) et en présente des applications dans le domaine des
moteurs de recherche Web.
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Semantics Of Query Answering: Example

name city probability
Ivan Moscow 0.3
Jean Paris 0.8

Pedro Madrid 0.4

Query:
SELECT name FROM Person 

Person

Wednesday, October 26, 2011

Semantics Of Query Answering: Example

name city probability
Ivan Moscow 0.3
Jean Paris 0.8

Pedro Madrid 0.4

name city
Ivan Moscow
Jean Paris

Pedro Madrid

Query:
SELECT name FROM Person 

Pr = 0.3*0.8*0.4

name city
Ivan Moscow

Pedro Madrid

Pr = 0.3*0.2*0.4

...

Person

Wednesday, October 26, 2011



Semantics Of Query Answering: Example

name city probability
Ivan Moscow 0.3
Jean Paris 0.8

Pedro Madrid 0.4

name city
Ivan Moscow
Jean Paris

Pedro Madrid

Query:
SELECT name FROM Person 

Pr = 0.3*0.8*0.4

name city
Ivan Moscow

Pedro Madrid

Pr = 0.3*0.2*0.4

Possible answers:   ({Ivan, Juan, Pedro}, 0.3*0.8*0.4),
                            ({Ivan, Pedro}, 0.3*0.2*0.4), ...

Possible tuples:       (Ivan, 0.3), (Jean, 0.8), (Pedro, 0.4)

...

Person
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P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q

{a}

Q Q

{a,b}

Probabilistic DB:

Semantics Of Query Answering

P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Probabilistic DB:

Possible Answers Semantics Possible Tuples Semantics
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P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q

{a}

Q Q
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({a}, 0.3);  ({a,b}, 0.5)Answer:

Probabilistic DB:

Semantics Of Query Answering
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Probabilistic DB:

Possible Answers Semantics Possible Tuples Semantics
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Probabilistic DB:

Semantics Of Query Answering

P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q

{a}

Q Q

{a,b}

(a, 0.8), (b, 0.5)Answer:

Probabilistic DB:

Possible Answers Semantics Possible Tuples Semantics

Probability distribution on
sets of tuples 
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P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q

{a}

Q Q

{a,b}

({a}, 0.3);  ({a,b}, 0.5)Answer:

Probabilistic DB:

Semantics Of Query Answering

P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q

{a}

Q Q

{a,b}

(a, 0.8), (b, 0.5)Answer:

Probabilistic DB:

Possible Answers Semantics Possible Tuples Semantics

Probability distribution on
sets of tuples 

Probability distribution on
tuples 
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Possible Answer vs Possible Tuple Semantics

• Possible answers semantics: 

• Precise

• Can be used to compose queries 

• Difficult user interface

• Possible tuples semantics:

• Less precise, but simple; sufficient for most apps

• Cannot be used to compose queries 

• Simple user interface

[Dalvi,Suciu’09]
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P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q Q Q

Probabilistic DB:

Goals of Query Answering

{a} {a,b}

(a, 0.8), (b, 0.5)Answer:
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P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q Q Q

Probabilistic DB:

Goals of Query Answering

• There may be EXP many worlds ➜ naive evaluation is exponential

• Can we do better?

{a} {a,b}

(a, 0.8), (b, 0.5)Answer:

theory practice
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P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q Q Q

Probabilistic DB: Representation
of Prob DB:

Goals of Query Answering

• There may be EXP many worlds ➜ naive evaluation is exponential

• Can we do better?

{a} {a,b}

(a, 0.8), (b, 0.5)Answer:

theory practice

sem antics
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P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q Q Q

Probabilistic DB: Representation
of Prob DB:

Q

(a, 0.8), (b, 0.5)

Goals of Query Answering

• There may be EXP many worlds ➜ naive evaluation is exponential

• Can we do better?

{a} {a,b}

(a, 0.8), (b, 0.5)Answer:

theory practice

sem antics

Wednesday, October 26, 2011

P = 0.3 P = 0.2 P = 0.5

Q Q Q

Probabilistic DB: Representation
of Prob DB:

Q

(a, 0.8), (b, 0.5)

Goals of Query Answering

• There may be EXP many worlds ➜ naive evaluation is exponential

• Can we do better?

{a} {a,b}

(a, 0.8), (b, 0.5)Answer:

theory practice

sem antics

• Goal: to find out how to query representation system directly
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General Lineage: Examples of Operators (1) 

ID person car Lineage

31 Jimmy Toyota x ⋀ y

32 Jimmy Honda y

33 Hank Honda x ⋁ z

Drivers
ID witness car Lineage

21 Cathy Honda w

Saw

Project = πperson (Drives) Select = σcar=”honda” (Drives)

Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

person Lineage

Jimmy (x ⋀ y) ⋁ y

Hank x ⋁ z

Project

person car Lineage

Jimmy Honda y

Hank Honda x ⋁ z

Select
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General Lineage: Examples of Operators (1) 

ID person car Lineage

31 Jimmy Toyota x ⋀ y

32 Jimmy Honda y

33 Hank Honda x ⋁ z

Drivers
ID witness car Lineage

21 Cathy Honda w

Saw

Project = πperson (Drives) Select = σcar=”honda” (Drives)

Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

person Lineage

Jimmy (x ⋀ y) ⋁ y

Hank x ⋁ z

Project

person car Lineage

Jimmy Honda y

Hank Honda x ⋁ z

Select
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General Lineage: Examples of Operators (2)

ID person car Lineage

31 Jimmy Toyota x ⋀ y

32 Jimmy Honda y

33 Hank Honda x ⋁ z

Drivers
ID witness car Lineage

21 Cathy Honda w

Saw

Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

Join Several

Join = Saw ⋈car Drives Several = πperson(σperson=”Hank” (Saw ⋈car Drives)

person car witness Lineage

Jimmy Honda Cathy y ⋀ w

Hank Honda Cathy (x ⋁ z) ⋀ w

person Lineage

Hank (x ⋁ z) ⋀ w
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General Lineage: Examples of Operators (2)

ID person car Lineage

31 Jimmy Toyota x ⋀ y

32 Jimmy Honda y

33 Hank Honda x ⋁ z

Drivers
ID witness car Lineage

21 Cathy Honda w

Saw

Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

Join Several

Join = Saw ⋈car Drives Several = πperson(σperson=”Hank” (Saw ⋈car Drives)

person car witness Lineage

Jimmy Honda Cathy y ⋀ w

Hank Honda Cathy (x ⋁ z) ⋀ w

person Lineage

Hank (x ⋁ z) ⋀ w
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General Lineage: Examples of Operators (3)

ID witness car Lineage

21 Cathy Honda w

Saw-night

Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

Union

Union = Saw-day ⋃ Saw-night

ID witness car Lineage

31 Cathy Honda z

32 Bob BMW y ⋀ w

Saw-day

witness car Lineage

Cathy Honda z ⋁ w

Bob BMW y ⋀ w

Difference = Saw-day \ Saw-night

Difference
witness car Lineage

Cathy Honda z ⋀ (¬w)

Bob BMW y ⋀ w
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General Lineage: Examples of Operators (3)

ID witness car Lineage

21 Cathy Honda w

Saw-night

Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

Union

Union = Saw-day ⋃ Saw-night

ID witness car Lineage

31 Cathy Honda z

32 Bob BMW y ⋀ w

Saw-day

witness car Lineage

Cathy Honda z ⋁ w

Bob BMW y ⋀ w

Difference = Saw-day \ Saw-night

Difference
witness car Lineage

Cathy Honda z ⋀ (¬w)

Bob BMW y ⋀ w

Wednesday, October 26, 2011

Query Probabilities from Lineage
Join

Join = Saw ⋈car Drives
person car witness Lineage

Jimmy Honda Cathy y ⋀ w

Hank Honda Cathy (x ⋁ z) ⋀ w
Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

Theorem:     SPJUD-query evaluation over PrRBDs with 
   boolean-formulas lineage is #P-hard, i.e. intractable
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Query Probabilities from Lineage
Join

Join = Saw ⋈car Drives
person car witness Lineage

Jimmy Honda Cathy y ⋀ w

Hank Honda Cathy (x ⋁ z) ⋀ w
Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

Theorem:     SPJUD-query evaluation over PrRBDs with 
   boolean-formulas lineage is #P-hard, i.e. intractable

• Pr( Jimmy ∈ (Saw ⋈car Drives)) = Pr(y⋀w) = Pr(y) x Pr(w) = 0.4 x 0.5 =0.2
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Query Probabilities from Lineage
Join

Join = Saw ⋈car Drives
person car witness Lineage

Jimmy Honda Cathy y ⋀ w

Hank Honda Cathy (x ⋁ z) ⋀ w
Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

= Pr(x⋁z) x Pr (w)
= [ Pr(x) + Pr(z) - Pr(x⋀z) ] x 0.5
= [ Pr(x) + Pr(z) - Pr(x) x Pr(z) ] x 0.5
= [ 0.2 + 0.8 - 0.2 x 0.8 ] x 0.5 = 0.42

Theorem:     SPJUD-query evaluation over PrRBDs with 
   boolean-formulas lineage is #P-hard, i.e. intractable

• Pr( Hank ∈ (Saw ⋈car Drives)) = Pr((x⋁z) ⋀ w)) 

• Pr( Jimmy ∈ (Saw ⋈car Drives)) = Pr(y⋀w) = Pr(y) x Pr(w) = 0.4 x 0.5 =0.2
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Query Probabilities from Lineage
Join

Join = Saw ⋈car Drives
person car witness Lineage

Jimmy Honda Cathy y ⋀ w

Hank Honda Cathy (x ⋁ z) ⋀ w
Pr(x is true) =  0.2    Pr(z is true) =  0.8
Pr(y is true) =  0.4    Pr(w is true) =  0.5

= Pr(x⋁z) x Pr (w)
= [ Pr(x) + Pr(z) - Pr(x⋀z) ] x 0.5
= [ Pr(x) + Pr(z) - Pr(x) x Pr(z) ] x 0.5
= [ 0.2 + 0.8 - 0.2 x 0.8 ] x 0.5 = 0.42

Theorem:     SPJUD-query evaluation over PrRBDs with 
   boolean-formulas lineage is #P-hard, i.e. intractable

In general:
Pr(lineage) = Pr(φ)
where φ is a prop. formula

• Pr( Hank ∈ (Saw ⋈car Drives)) = Pr((x⋁z) ⋀ w)) 

• Pr( Jimmy ∈ (Saw ⋈car Drives)) = Pr(y⋀w) = Pr(y) x Pr(w) = 0.4 x 0.5 =0.2
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#P Functions

• Probability computation is a function and not a decision problem 

• Usually complexity is studied for decision problems: P(x) = yes/no

• Complexity classes for probability computation are
for classes of functions

• #P functions: f(x) = n

• there is a PTIME non-deterministic Turing machine Mf

• n = the number of accepting runs of Mf on x, i.e., of Mf(x)

• #P functions are counting counterparts of NP decision problems

• Example of #P-complete function: 
#2DNF: count number of evaluations for 2DNF propositional formulas

• #P-comp. functions are counter counterparts of NP-comp. problems
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François Roueff

Professeur au département Traitement du Signal et de l’Image de Télécom
ParisTech

Analyse de séries temporelles : modélisation, inférence
statistique et application au problème de la prédic-
tion

L’analyse des séries temporelles s’est beaucoup développée au cours des
dernières décennies avec des applications dans des domaines variés tels que
le traitement au signal, l’économétrie, ou la climatologie. Dans ce contexte, le
problème de la prédiction est assez facile à poser : ayant observé une suite de
nombre jusqu’à un instant donné, à quelles valeurs futures peut-on s’attendre ?
La modélisation aléatoire des données fournit un cadre mathématique à la fois
rigoureux, intuitif et pratique pour répondre à cette question. Nous donnerons
les idées de bases de cette approche et illustrerons leur application pratique.

La multiplication des données stockées disponibles peuvent laisser croire à
la possibilité d’une modélisation de plus en plus complexe (et donc plus fine) des
séries temporelles. Cette complexification se heurte néanmoins à deux obstacles
essentiels pour ce qui est de la prédiction : 1) l’obstacle algorithmique : un
algorithme de prédiction se doit d’être exécutable en "temps réel" ; 2) l’obstacle
de la non-stationnarité : comment prendre en compte le fait qu’un modèle
statistique doive lui-même évoluer au cours du temps par l’effet de facteurs
externes ? Nous donnerons quelques approches récentes qui permettent de
répondre à ces questions.
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Qu’est-ce que l’information ?

ev1.jpeg ev2.jpeg

X (!) Y (!)

P(X 2 A, Y 2 B) = P(X 2 A)P(Y 2 B) ?
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Qu’est-ce que la causalité ?

La notion de causalité n’est pas clairement définie uniquement à partir
des probabilités :

XX 0 YX 1

P(X 2 A, Y 2 B) = P(X 2 A)P(Y 2 B | X 2 A)

P(X 2 A, Y 2 B) = P(Y 2 B)P(X 2 A | Y 2 B)

P(X 0 2 A, X 1 2 B) = P(X 0 2 A)P(X 1 2 B | X 0 2 A)

D’où l’importance du temps t = 0, 1 !
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Applications

L’analyse des séries temporelles reposant sur la modélisation aléatoire
trouve de nombreuses applications :
. Santé : analyse de signaux physiologiques (imagerie médicale).
. Ingénierie : surveillance, détection d’anomalies,

localisation/poursuite.
. Données audio : analyse de la parole, synthèse, codage.
. Écologie : données climatiques, hydrologie.
. Économétrie : données économiques/financières.
. Assurance : analyse de risques.
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FIGURE: Rythme cardiaque d’une personne au repos au cours de 900
seconds. (nombre de battements par minute évalué toutes les 1/2 sec.)
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Trafic Internet
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FIGURE: Temps d’inter–arrivées de paquets TCP (en seconde) durant 2
heures de trafic Internet sur un lien http://ita.ee.lbl.gov/.
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Signal de parole

FIGURE: Un signal de parole échantillonné à 8000 Hz. Enregistrement du
phonème sh (de sharp).
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Données climatiques : vitesse du vent
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FIGURE: Enregistrement quotidien de la vitesse du vent à Kilkenny (Irlande)
en noeuds (1 noeud = 0.5148 metres/second).
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Données climatiques : indices de
température
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FIGURE: Indices moyens de température terre–océan (ligne rouge pleine) et
surface–air (ligne noire pointillée).
http://data.giss.nasa.gov/gistemp/graphs/.
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Produit national brut
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FIGURE: Produit national brut (PNB) des États-Unis en milliards de $s.
http://research.stlouisfed.org/fred2/series/GNP.
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Taux trimestriel
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FIGURE: Taux trimestriel du PNB des États-Unis.
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Indice financier
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FIGURE: Valeur quotidienne à l’ouverture de l’indice Standard and Poor 500
(New York Stock Exchange (NYSE) et NASDAQ).
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Rendements financiers
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FIGURE: Log–rendements de l’indice SP500.
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Buts principaux de l’analyse des séries
temporelles

. Modélisation aléatoire : tendance (saisonnière, linéaire, . . . ) +
bruit (doté de “propriétés structurelles”).

. Inférence Statistique : estimer les paramètres du modèle, tester
des hypothèses (détecter la présence d’une tendance, d’un
signal, classifier des signaux).

. Prédiction : pour un modèle aléatoire donné, utiliser les données
du passé pour “deviner” les valeurs futures.

. Filtrage et poursuite : estimer une quantité cachée (observée
indirectement) et les suivre au cours du temps.

. Détection d’un changement : découvrir aussi rapidement que
possible si la suite de valeurs observées a un comportement
statistique qui s’est modifié au cours du temps (détection
d’anomalies).
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Stationnarité et covariance

. Une série temporelle est modélisé comme la réalisation d’un
processus stochastique i.e. une suite X = (X t)t2Z de v.a. définies
sur le même espace de probabilité (⌦, F , P). 1

. L’hypothèse de base en série temporelle est que (X t)t2Z et
(X t+1)t2Z ont la même loi : on dit que X est stationnaire.

. Alors si X t 2 L2(⌦, F , P) (i.e. E[|Xt |2] < 1), la moyenne µ = E[Xt ]
ne dépend pas de t et la covariance �(s � t) = Cov (X s, X t)
dépend uniquement de l’écart s � t .

. On dit que X est stationnaire au second ordre, si les propriétés du
point précédent sont vérifiées (sans nécessairement supposer
que X est stationnaire).

1. On peut alors munir RZ d’une tribu qui rend ! 7! X (!) = (X t(!))t2Z mesurable.
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Exemples

. Si X = (X t)t2Z est une suite de v.a. i.i.d. centrées et L2, on dit que
X est un bruit blanc fort. Alors µ = 0 et �(⌧) = 0 pour ⌧ 6= 0.

. Si X est stationnaire au second ordre avec µ = 0 et �(⌧) = 0 pour
⌧ 6= 0, on dit que c’est un bruit blanc faible.

. Si X est stationnaire (au second ordre) alors Y défini par

Y t = X t +

qX

k=1

✓kX t�k , t 2 Z, est stationnaire (au second ordre).

. Si X est stationnaire au second ordre et |�| 6= 1, alors il existe un
unique processus Y stationnaire au second ordre vérifiant
Y t = �Y t�1 + X t , t 2 Z

. En particulier si |�| < 1, on peut écrire Y t =
X

k�0

�kX t�k .
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Méthode des moments

. La plupart des modèles repose sur un nombre fini de paramètres
✓1, . . . , ✓p qu’il s’agit d’estimer à partir d’un historique de données
X 1, . . . , X n.

. La méthode des moments consiste à déduire des estimations de
✓1, . . . , ✓p à partir d’estimations de µ et �, en général :

bµn =
1
n

nX

k=1

X k ,

b�n(t) =
1
n

n�|t |X

k=1

(X k � bµn)
�
X k+|t | � bµn

�
.
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Théorie asymptotique

. Comme X n’est en général pas i.i.d. les théorèmes habituels (loi
des grands nombres, théorème de la limite centrale (TLC)) ne
s’appliquent pas.

. On peut néanmoins avoir des résultats assez généraux, par
exemple :

. Si �(t) ! 0 quand t ! 1, alors bµn
L2
! µ quand n ! 1.

. Si
P

t |�(t)| < 1, alors bµn
p.s.! µ quand n ! 1.

. TLC (si hypothèses plus fortes)...
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Du TLC au théorème de Donsker

Soit (X k ) suite de v.a. i.i.d. de moyenne µ et de variance �2. On note

Sn(t) =
1
n

n [nt]X

k=1

X k , 0  t  1 .

Alors le théorème de la limite centrale théorème de Donsker
donne, quand n ! 1,

W n(t) :=

p
n
�

(Sn (t) � tµ) =) N (0, 1)W (t)

où W (t), 0  t  1
est un mouvement brownien.
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Comment se débarrasser de la moyenne

Pour se débarrasser de la moyenne µ, on écrit

W n(t) � tW n(1) =) W (t) � tW (1)

=

p
n
�

(Sn(t) � tµtµ) � t t
p

n
�

(Sn(1) � µµ) =) W (t) � tW (1)

=
p

n
�

(Sn(t) � tSn(1)) =) W (t) � tW (1)

W (t) � tW (1), 0  t  1, s’appelle un pont brownien.
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Détection de rupture

Soit �̂n un estimateur consistant de �, on en conclut :

sup
t2[0,1]

����
p

n
�̂n

(Sn(t) � tSn(1))

���� =) sup
t2[0,1]

|W (t) � tW (1)| .

Si en revanche il y a une rupture dans la moyenne, i.e. il existe µ1 6= µ2
et 0 < r < 1 tels que

E[X k ] =

(
µ1 si 1  k  [r n]

µ2 si [r n] < k  n
,

alors on a

sup
t2[0,1]

����
p

n
�̂n

(Sn(t) � tSn(1))

���� ⇠
p

n
�

(1 � r)r(µ1 � µ2) .
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Détection de rupture

En effet, on peut écrire

Sn(r) � rSn(1) = (1�r � r)Sn(r) � r{Sn(1)�Sn(r) � Sn(r)}
= (1 � r)

�
Sn(r)�rµ1 � rµ1

�
(d’ordre 1/

p
n)

� r
⇣
{Sn(1) � Sn(r)�(1 � r)µ2} � (1 � r)µ2

⌘
(d’ordre 1/

p
n)

+ (1 � r)r(µ1 � µ2)(1 � r)r(µ1 � µ2)
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Démo en R
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Modélisation

Le problème de la prédiction
Formalisation du problème de prédiction
Processus des innovations

PAGE 34 / 43 François Roueff

Introduction aux séries temporelles
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Espérance conditionnelle

La meilleure prédiction de Y sachant X est donné par

bY = E[Y | X ] =  (X ) ,

où (si E[|Y |2] < 1)  est la fonction mesurable qui minimise

� 7! E
h
(Y � �(X ))2

i
.

Il s’agit donc d’une projection bY = proj (Y | H) sur un sous-espace
fermé H = L2(⌦, �(X ), P) dans l’espace de Hilbert L2(⌦, F , P) muni du
produit scalaire

hX , Y i = E[XY ] .
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Prédiction = projection

(i) proj (Y | H) 2 H
(ii) ✏ = Y � proj (Y | H)?H Y

proj(Y|H)

ε=Y − proj(Y|H)

H
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Prédiction linéaire

On peut simplifier la résolution du problème de la prédiction en se
contraignant à une prédiction linéaire :

H = Vect (1, X ) = {a + bX , a, b 2 R}

(en supposant que E[|X |2] < 1).

La solution est alors

proj (Y | Vect (1, X )) = E[Y ] +
Cov (X , Y )

Var (X )
(X � E[X ])
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Définition
Soit (X t)t2Z une série temporelle stationnaire au second ordre centrée
de covariance �. Son passé “lineaire” jusqu’au temps t est défini par

HX
t = Vect (X s, s  t) .

Prédiction linéaire et processus des innovations

. Le meilleur prédicteur linéaire est défini par

proj
⇣

X t | HX
t�1

⌘
= arg min

Y2HX
t�1

E
h
|X t � Y |2

i
.

. Le processus des innovations (✏t)t2Z de X est défini par

✏t = X t � proj
⇣

X t | HX
t�1

⌘
, t 2 Z .
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Propriétés

On montre que (✏t)t2Z est un bruit blanc faible.

Étape 1 On a par définition proj
�

X t | HX
t�1

�
2 HX

t�1, donc ✏t 2 HX
t .

Étape 2 En particulier E[✏t ] = 0.
Étape 3 De plus, pour tout s < t , on a alors ✏s 2 HX

s ✓ HX
t�1?✏t . Donc

h✏s, ✏ti = 0.
Étape 4 Il reste à montrer que Var (✏t) ne dépend pas de t . Cela vient

du fait que (X t)t2Z et (X t+1)t2Z ont les mêmes covariances.



PAGE 41 / 43 François Roueff

Exemples

. X = (X t)t2Z est un bruit blanc faible si et seulement si X = ✏.

. Soit Z un bruit blanc faible et |�| 6= 1, et soit X l’unique processus
stationnaire au second ordre vérifiant

X t = �X t�1 + Z t , t 2 Z

Alors, si |�| < 1, ✏ = Z .

. En effet, �X t�1 2 HX
t�1 et comme on peut écrire X t =

X

k�0

�kZ t�k

on a HX
t�1 ✓ HZ

t�1?Z t .
. Mais c’est faux si |�| > 1 !
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Prédiction en pratique

On dispose d’une suite X 1, . . . , X T .
Étape 1 Modélisation (comment les données sont générées ?)
Étape 2 Estimation des paramètres du modèle.
Étape 3 Calcul du meilleur prédicteur correspondant.
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Un petit plus : agrégation de N prédicteurs

Soient N prédicteurs (X̂
(i)
t )t=1...,T , i = 1, . . . , N. Soient pour un ⌘ > 0 et

à tout instant t = 1, . . . , T , les poids

↵̂
(i)
t / e�⌘

Pt�1
s=1(X̂

(i)
s �X s)2

qui somment à 1.

Le prédicteur agrégé est défini par X̂ t =
NX

i=1

↵̂
(i)
t X̂

(i)
t , t = 1, . . . , T .

On fait l’hypothèse que |X̂ (i)
t � Xt |  C pour tout t et tout i . Alors, on

peut trouver ⌘ suffisamment petit (en fonction de C) tel que

1
T

TX

t=1

⇣
X̂ t � X t

⌘2
 inf

1iN

1
T

TX

t=1

⇣
X̂

(i)
t � X t

⌘2
+

ln N
⌘T

.
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Antonio Casilli

Maître de conférences en humanités numériques à Télécom ParisTech

Etudier les troubles psychiques de l’adolescence à tra-
vers l’analyse des réseaux sociaux

Pendant longtemps, il a été impossible d’obtenir des données de qualité sur
la fréquentation des sites web et des communautés de personnes atteintes de
troubles mentaux. A cause de leur caractère sensible, ces contenus (textes, pho-
tos, témoignages. . . ) sont souvent cachés et leur analyse s’avère problématique
sur un plan éthique et légal. Mais en passant pasr l’étude des réseaux de sociali-
sation d’adolescents et jeunes adultes, des enquêtes permettent désormais une
connaissance plus fine des structures de soutien, des pratiques et des usages
numériques de ces individus.

En nous penchant sur le projet ANAMIA développé par des chercheurs de
l’Institut Mines Télécom pour étudier les troubles de conduites alimentaires
sur Internet, nous montrerons comment la recherche contemporaine se donne
les moyens d’obtenir des résultats surprenants. Des méthodologies innovantes
(simulations informatiques, visualisations de données, collecte dynamiques de
réseaux personnels) permettent désormais de déjouer certaines de nos idées
reçues à propos de la santé, de l’isolement social, de la pathologie, de la liberté
de soin et des droits des patients.



Etudier les troubles 
psychiques de 
l'adolescence à travers 
l'analyse des réseaux 
sociaux 

Antonio A. CASILLI!

Telecom ParisTech !

!

1 avril 2015 



Le phénomène pro-ana


Pro-ana ? 



Pro-ana ? 

Pro-ana ? 



Pro-ana ? 

Pro-ana ? 



Pro-ana ? 

Pro-ana ? 



Pro-ana ? 

Pro-ana ? 



Pro-ana ? 

Le projet interdisciplinaire ANAMIA




Anamia 

Les jeunes et le Web des troubles alimentaires – http://www.anamia.fr  

Anamia 

2010                                           2012                                         2014 



Anamia 



Anamia 

Anamia 



Anamia 

ED NOS Anorexia 

Bulimia Binge Eating 

Anamia 



Anamia 

Doctor 

Anamia 

Doctor 



Radicalisation ? 

Radicalisation ? 



Radicalisation ? 

Radicalisation ? 



Radicalisation ? 

Radicalisation ? 

!  Dans les communautés d’Internet, la 
radicalisation n’est pas une fatalité 

!  La radicalisation n’est que l’un des scénarios 
possibles (et pas majoritaire) 

!  Plus on est activement engagé, plus les 
membres changent, moins on se radicalise 

!  La censure impacte la radicalisation : mois de 
circulation, plus de logique d’entre-soi 



  

Merci ! 
 
 
 
antonio.casilli@telecom-paristech.fr  
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Télécom ParisTech
46 rue Barrault

75013 Paris
www. telecom-paristech.fr

Contact : liesse@telecom-paristech.fr
Inscription en ligne : www.telecom-paristech.fr/liesse/

Stages LIESSE 2015
à Télécom ParisTech

Journées de formation à destination des professeurs
de Classes Préparatoires aux Grandes Écoles

l  Initiation à la programmation Python :
Application en traitement du signal et des images.

lundi 13 et mardi 14 avril 2015 (session «vrais débutants»)

l  Initiation à Scilab: Applications audiophoniques.
lundi 4 mai 2015 (session «vrais débutants»)

l  Martingales et analyse stochastique :
Applications à la finance

jeudi 7 mai 2015 

l  Informatique théorique :
Théorie des langages, analyse lexicale, analyse syntaxique

mardi 12 mai 2015 
(sur le site de Sophia Antipolis)

l  Bases de données relationnelles : Mise en pratique
mercredi 13 mai 2015 

l  Algorithmes de tri et chemins dans les graphes
lundi 18 et mardi 19 mai 2015

Journée Télécom-UPS 
(en prélude de l’assemblée générale de l’UPS du 30 mai 2015)

Le Numérique Pour Tous
- vendredi 29 mai 2015 -
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