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Cours 2 : quelques mises en
application des principes de la
meécanique quantique

(approche conceptuelle)



m Nous avons postulé I'existence d’opérateurs pour décrire un processus de
mesure. Mais comment trouver ces opérateurs ?

« Principe de correspondance enoncé par Niels Bohr en 1923 : « la mécanique
guantique se réduit a la mécanique classique "a la limite des grands nombres
quantiques" », qui impose des contraintes sur la pertinence des opérateurs. Ce
principe est par exemple verifié par le théoréme d’Ehrenfest.

« Considérons la mesure de la position d’'une particule (telle que I'électron dans
I'atome H)

- On peut détecter I'électron n’importe ou au voisinage du noyau

- Donc I’ensemble des résultats de mesure possibles est continu !
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m D’aprés nos grands principes, un résultat de mesure de la position est une
valeur propre de I'opérateur associé. Pour un tel résultat I, , on a donc :

AJl>

%) =T[%)

ou \FO> est I'état quantique correspondant a ce résultat. Puisque la mesure
nous a appris quelle était la connaissance de la position, celle-ci est
parfaitement connue apres mesure.

B Avant la mesure, la position est incertaine avec une densité de probabilite

de présence : 5
Al ()
PO ) = o)

ou t//(F): <F‘l//> est communément appelée la « fonction d’onde ».

Micro et nano physique (MNP)

). g




Y 00 100 - X mesure
—
AVANT APRES
une mesure de position la mesure

_ Micro et nano physique (MNP)

). g



http://images.google.fr/imgres?imgurl=http://www.excaliburelectronics.com/images/public_relations/flashlight.jpg&imgrefurl=http://www.excaliburelectronics.com/publicrelations.html&h=1350&w=1500&sz=182&hl=fr&start=11&tbnid=yzkVg-VN7OjUHM:&tbnh=135&tbnw=150&prev=/images%3Fq%3Dflash%2Blight%26svnum%3D10%26hl%3Dfr%26lr%3D%26rls%3DGGLD,GGLD:2006-01,GGLD:fr

m Rappel : L’opérateurﬁ est diagonalisable, ses états propres constituent une
base. Compte-tenu du caractere continu de la position :

o) = |w)=[(Fly)r)dr =y (F)r)d*r

Et il faut dans ce cas que la base soit orthonormée au sens de Dirac :

v)=2(olv)

n

(@l@) =0, — (B|f)=0([-T,)
- [(F|E)d’r = [s(F - )d°r, =1

Rappel :en 1D

5(x)=0 Vvx=0

[ s(xpx=1

|, T(x)5(x)x = 7(0

N

m Un état‘F> n'a pas de réalité physique : il est de norme infinie. Donc en
mécanique quantique il est impossible de déterminer exactement la

position d’une particule
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m Intéressons-nous maintenant a la mesure de I'impulsion de la particule. On
peut adopter exactement la méme démarche :

w)=[(plw)|p)d°p=[w(p)p)d*p (p.|P,)=5(p, - B,)

P B =B/ By} dP(ﬁ)=<<Z"Z,>;=’<’;(p;; 7(p)=(ply)

ou dlz’(f))d3 P est la probabilité que le resultat de la mesure de I'impulsion
soit P ad’p prés

O l//(l_") et V(ﬁ) sont deux fonctions différentes qui représentent chacune
completement ‘l//> , puisque I'ensemble (infini) des‘f> comme lI'ensemble
(infini) des ‘ r)>forme une base. On parle de « représentation R » ou de
« représentation P »
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m Pour un systeme de particules, la représentation R comme la représentation

P sont des descriptions complétes et équivalentes de I'état quantique

w(F) <£> ';7( f))

représentation R représentation P

Toute fonction de carré sommable représente un état possible pour la particule
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m Tout ceci ressemble a un petit jeu mathematique, mais ou est la physique ?
Puisque l//(r)et l7(|3) sont « deux faces » d’'un méme objet quantique,
I'état ‘W> y a-t-il une relation entre ces deux fonctions ?
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- Sans limitation de généralité, on peut écrire‘ f)> = _[<I_’" |3>‘ F>d3r :_[Wp (F’X rd°r
ou l//p( ) est la fonction d'onde de I etat‘ p>

« C’est a ce stade qu’intervient la regle de quantification : elle a été exprimée par
Louis de Broglie en 1924 : un systeme de particules _d’impulsion I_j parfaitement
définie est représenté par une onde plane exp ! p-T

t//ﬁ(F) 1)3,2 exp( | p- Fj permet de vérifier <ﬁ1‘ ﬁz> (

(277 P:)
h 5
La longueur d’onde est donc donnée par la relation de De Broglie A= .
gocorico , ‘ p‘
(dualité « onde-corpuscule ») @

=TT




m Deux notations différentes pour la méme chose !

" 1 I
wp(r): (2721‘2)3/2 exp(g P- rj permet de vérifier < ) |32> = 5( P, — ﬁz)

N1
Vi (I’)— (27{)3/2

exp (Ilz : F) permet de vérifier <E1 lz2> = 5(1 - Izz)

Ce sont les mémes états quantiques, indexés par K au lieu de P . etsontliés par la

relation de De Broglie qu’on peut écrire sous la forme ﬁ = hk

m A une dimension :  y,(x)=

\/21% exp(% p-x) v (x)= %exp(ik -X)

p:hk:ZﬂE:E
A A
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La premiere expérience de diffraction des électrons a eté effectuée par

Davisson & Germer en 1927, et a permis de valider la relation de De Broglie

Gliihkathode

. Anode | I
Elektronen- Auffdnger
strahl
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La premiere expérience de diffraction des électrons a eté effectuée par
Davisson & Germer en 1927, et a permis de valider la relation de De Broglie
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strahl
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% &/ Ni-Einkristall

j Gliihkathode
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longueur
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m Le faisceau diffracté n'est intense que si
d'onde et
verifient
d'interférences constructives

I
Auffanger incident electron beam

relation

diffracted
electron
beam

extra path length
= asin(B)
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m Retour au principe de superposition. Peut-on en voir la traduction pour un
systeme de particules ?

—_—
—_—
—_—
]

SOURCE

f e
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m Retour au principe de superposition. Peut-on en voir la traduction pour un
systeme de particules ?

TN

————
————
———
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m Retour au principe de superposition. Peut-on en voir la traduction pour un
systeme de particules ?

N A — —
L) ==

SOURCE

‘l/jz (X’ Yo Zo)+ v, (X’ Yo Zo)(2
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L’expérience des fentes d’Young

m Démonstration expérimentale avec des électrons :

A Electron source

Solenoid

Magnetic

P )
field (B) 25

—
&Ltb: Phase difference

~  Interference
patiem
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L’expérience des fentes d’Young

m Démonstration expérimentale avec des électrons :
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L’expérience des fentes d’Young

m Démonstration expérimentale avec des électrons :
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L’expérience des fentes d’Young

hD_ hD E= énergie cinétique
pa a./2mEg des électrons accélérés

Interfrange : AD/a=

Une tres belle illustration
de la notion de probabilité
,e' ' de presence '

m La figure d’interférence se construit petit a petit ! La densité de
probabilité de presence traduit bien une probabilité de détection d'impacts
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L'expérience des fentes d’Young

Interférences avec des neutrons Interférences avec des atomes

interfergnee diffraction pattern
=57 a

p"-'/ 100 gm
120 pm
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QUESTIONS ?
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N Quelques conséquences importantes de la relation de De Broglie :

)=[7(p)p)d°p= l//()< =(F|[#(p) B)d°p
=W(r>Xf\r)>d3p a7 ( pr )0’

On montrerait facilement de méme : w( ) ( )3,2 jw(f)exp(—% p- fjd o

l//(f’) et W(F)) sont transformées de Fourier P'une de I'autre.

La connaissance (ou la méconnaissance) d'une des deux grandeurs se
deduit donc immédiatement de l'autre. Nous allons bientdét en voir une
spectaculaire illustration qui a souvent fait fantasmer les auteurs de

science-fiction. . o
<3

Science
Fiction
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m Une puissante conséquence de la dualité ondes-corpuscules : la relation
d’incertitude de Heisenberg

Exemple d’'un « paquet d’'ondes » Gaussien. Il se trouve que la TF dune
Gaussienne (centrée) est une Gaussienne (centrée) :

el 3z) ew=i(C) el 5

[ Avfdx=0 [ plw(p)f dp=0 [ wooldx=[" |7 (p) dp =1

> 00 _ h h
Gx=\/JwX2\w(x)\2dx=% ap=Jpr2\w(p>\2dp=a—ﬁ = 0,°0p=
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m Une puissante conséquence de la dualité ondes-corpuscules : la relation
d’incertitude de Heisenberg

« Exemple d’'un « paquet d'ondes » Gaussien. Il se trouve que la TF dune
Gaussienne (centrée) est une Gaussienne (centrée) :

rienl3z)  ew=5(C) el 5
“//(X)‘Z’ ‘17( p)ﬁ

7
7

1

V,

N
Cd —_—

A\

i e _ h h
Tx :\/LOXZ‘W(X)‘ZdX :% o :\/Lo p?| 7 (p)| " dp = ooy

Micro et nano physique (MNP)

). g




m Une puissante conséquence de la dualité ondes-corpuscules : la relation
d’incertitude de Heisenberg

« Exemple d’'un « paquet d'ondes » Gaussien. Il se trouve que la TF dune
Gaussienne (centrée) est une Gaussienne (centrée) :

rirenl3z) ew=i(C) el 5

v ()| i (p)|

7
7

N

ey

—

v

i e _ h h
Tx :\/LOXZ‘W(X)‘ZdX :% o :\/Lo p?| 7 (p)| " dp = ooy
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m Une puissante conséquence de la dualité ondes-corpuscules : la relation

Micro et nano physique (MNP)

d’incertitude de Heisenberg

- Dans le cas de ce paquet d'ondes Gaussien, la méconnaissance sur la position
est exactement en proportion inverse de la méconnaissance en impulsion

« Dans le cas général, c’est une inégalité :

= La relation d’incertitude de Heisenberg exprime, qu’avant toute mesure, si on
connait bien X on connait mal P et vice-versa

=» Une mesure de P nous permet de gagner de la connaissance sur P au prix de
notre connaissance sur X, et vice-versa
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m Le caractere continu de la variable position nous interdit une mesure
infiniment précise

... Mesure de position (et « réd_L_J__c;tior;--dU"béqueJ:,_d’ondeS )

_(.;eéci-n"é"sf'tmbas un Dirac .
0014 (mais ¢ca y ressemblej-./

100
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m Le caractere continu de la variable impulsion nous interdit une mesure
Infiniment precise Ceci n’est pas une onde
_ ] _ plane (mais ¢a y.ressemble)

4 Mesure d'impulsion (et « reduction S R

(1 .dupaquet d'ondes ») &= = Lo

Partie réelle (psi)

100

-100 .
Y 100
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m Une illustration de la dualité ondes-corpuscules et de la relation d’incertitude

de Heisenberg : la diffraction des particules

________ T x
o d:AX —————————————
TN >
T Z
P A
_________________________________ 2 3 t4 ‘~~-__~_~~§
to t, te V-
y
Localisation = diffraction
a Apx

ol
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m La relation d’incertitude de Heisenberg se démontre tres aisement a partir

—

de la définition explicite des opérateurs R et P (qu’on va voir)

m Elle se généralise a tout couple de grandeurs physiques dites
« incompatibles »

m Pour le demontrer, et définir précisément la notion d’incompatibilité, on
s’appuie sur les proprietés mathématiques des opérateurs, en particulier
leur hermiticité. Dans le cadre de MNP, nous manipulerons un peu ces
propriétés, mais pour les amateurs qui en redemandent (c’est un vrai plaisir)
il faudra aller au-dela...
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m Résumons :

« Nous avons étudié I'application des principes aux grandeurs position et impulsion
pour des particules

Micro et nano physique (MNP)

De facon générale, ces grandeurs admettent un spectre de résultat de mesure continu.
Les états propres correspondant ne sont pas réalisables physiguement, car ils
correspondraient a une mesure de précision infinie

Introduire une nature quantique pour les particules se traduit par la relation de de Broglie,
qui permet de montrer que la fonction d’onde pour la position et son équivalent pour
I'impulsion sont transformées de Fourier 'une de I’autre

Nous avons vu le lien entre la fonction d’onde et la densité de probabilité de présence, qui
se traduit par une probabilité de détection d'impacts de particules

La dualité ondes-corpuscules amene a la relation d’incertitude de Heisenberg, qui
exprime lI'impossibilité de trés bien connaitre simultanément la position et I'impulsion d’une
particule. Une mesure permet de gagner de la connaissance sur 'une mais en fait
perdre sur l'autre

). g



Les regles de quantification révelées

o\

m Retour aux opérateurs Ret F% Ona: ‘l//>=jl//(f)( F>d3r
Rly) = R[y (F)7) d3r=jy/ (FRIF)Ar = [y (7)F|F)d°r
‘R‘z// Uw d I —jw r‘FO>d3r0

\R\w = [w(F)ES(F -7 )d°r, =Fy(F)

R est un opérateur multiplicatif ! (en représentation R)
P\l// P_[t// dpjl// P\dpjt// )| B)d®p
(¥[Ply)=[ 7 (s ﬁ<f\ﬁ>d3p=(z—mjt7 p ﬁexp(—ﬁ-rjd%

(FPlY) =i i [ 0) {xp( prj}d p =¥ ()

P est un opérateur dérivatif ! (en représentation R)
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Ce serait
'inverse en
représentation P
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Les regles de quantification révelées

m Un exemple important : I’lhamiltonien (opérateur énergie totale)

P’ —iAv h?

- Energie cinétigue & — > —— A (enreprésentation R)
2m 2m 2m

N

- Energie potentielle = V(ﬁ) > V(f).

(opérateur multiplicatif en représentation R)

N

. PP (3 n’ ,
Dou H =——|—V(R) > ——A+V(F). (enreprésentation R)
2m 2m
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Les regles de quantification révelées

m On écrira donc I'équation de Schrdédinger

et 'équation a laquelle obéissent les états stationnaires
2

A, (F)+V (), (F) = E, F)

qui ont pour dépendance temporelle (rappel) :

v (F.) = exp(—iE.t/ 7). (F.0)
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m Question : ou est la quantification dans tout ¢ca ? Le spectre des resultats
possibles de R et P est continu. C’est un peu paradoxal alors qu’'on parle de
physique des discontinuités...

R : il existe d’autres grandeurs physiques que R et P. On peut construire
des grandeurs a partir de R et P (ex : I'énergie) pour lesquelles le spectre
est discret. C’est le cas de I'énergie des électrons dans les atomes. Nous
en verrons en TD une illustration tres simplifiée dans le cas du puits
guantique 1D

Enerme T
=
w
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m Quelques exemples de manipulation des opérateurs pour calculer des
guantités physiques

« Les valeurs moyennes. Connaissant un état quantique",”>, la valeur moyenne
est I'espérance mathématique d’'une grandeur physique prenant en compte les
probabilités des divers résultats

sapayosa @Vl o, Wlaelv) s ialeoly)
B 7 7 I 2
-y Ao olv) YAZIRIRT) A

T W) Wlw) Wly)

Une valeur moyenne peut se calculer trés simplement par I'action de I'opérateur
sur I'état quantique et produit scalaire avec I'état
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m Quelques exemples de manipulation des opérateurs pour calculer des
guantités physiques

« La conjugaison hermitique. Elle permet de calculer un produit scalaire ou
interviennent des opérateurs. Soit : ‘(01>=(A+OCB]%> et ‘¢2>=(C +,3DX%>

Comment calculer <§02‘(01> ?
On calcule le conjugué hermitique de‘(p2> ; <(02‘ = <l//2 ‘(C+ + ,B*D+)
Ensuite <(p2 ‘(p1> = <l//2 ‘(C+ + 3D XA+ aB){l,u1>

page 38 Micro et nano physique (MNP)

). g




m C’est probablement tout pour aujourd’hui !
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Contexte académique } sans modifications

2 0
i

m Par le télechargement ou la consultation de ce document, l'utilisateur accepte la licence
d’utilisation qui y est attachée, telle que détaillée dans les dispositions suivantes, et s’engage a la
respecter intégralement.

m La licence confere a l'utilisateur un droit d’'usage sur le document consulté ou téléchargé,
totalement ou en partie, dans les conditions définies ci-apres, et a I'exclusion de toute utilisation
commerciale.

m Le droit d'usage défini par la licence autorise un usage dans un cadre académique, par un
utilisateur donnant des cours dans un établissement d’enseignement secondaire ou supérieur et a
I'exclusion expresse des formations commerciales et notamment de formation continue. Ce droit
comprend :

» le droit de reproduire tout ou partie du document sur support informatique ou papier,

« le droit de diffuser tout ou partie du document a destination des éléves ou étudiants.

m Aucune modification du document dans son contenu, sa forme ou sa présentation n’est autorisée.
Les mentions relatives a la source du document et/ou a son auteur doivent étre conservées dans
leur intégralité. Le droit d’'usage défini par la licence est personnel et non exclusif. Tout autre
usage que ceux prévus par la licence est soumis a autorisation préalable et expresse de l'auteur :
sitepedago@telecom-paristech.fr
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