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Introduction

Pourquoi étudier les chaines de Markov en prépa?

> un sujet trés proche d'autres problématiques du cours
(réduction en algebre linéaire, automates ou graphes en
informatique...)

> une grande source de sujets de TIPE
» un moyen de développer les compétences de modélisation

> un moyen de sortir les probas d'une vision « calculatoire > de
premier cycle

» un acces a des mathématiques du XX-ieme siecle

> une continuité avec le programme de la spécialité
mathématiques en terminale
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Exemples de problémes

Marche aléatoire simple sur un graphe a deux ou trois
sommets.

Marche aléatoire sur un tétraédre ou sur un graphe a N
sommets avec saut direct possible d’un sommet a un
autre : a chaque instant, le mobile peut suivre les arétes
du graphe probabiliste ou aller directement sur n’importe
quel sommet avec une probabilité constante p .

Etude du principe du calcul de la pertinence d’une page
web.

Modele de diffusion d’Ehrenfest : N particules sont
réparties dans deux récipients ; & chaque instant, une
particule choisie au hasard change de récipient.

440> «F» «E» « E)» = Q>
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Considérons les lancers successifs d'une piece équilibrée jusqu’a ob-
tenir les résultats consécutifs FPP ou PPF.

> Si le motif FPP apparait en premier, je suis gagnant.

> Si le motif PPF apparait en premier, vous étes gagnant.
Acceptez vous de jouer avec moi ?

«0» «4F» <« > < > Q>
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On considére un < damier > dont les cases sont colorées en rouge

ou en bleu. A chaque étape, une case est choisie uniformément et

prend la couleur d'une de ses (au plus) quatre voisine. Quelle est la
probabilité que le damier finisse entierement rouge ?

«0» «4F» <« > < > Q>
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Cette fois le graphe compte 2™ sommets qui correspondent a des
configurations comme celle-ci :
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Considérons le guichet d’'une banque avec le fonctionnement sui-
vant :

» chaque jour, le montant de liquidités en stock varie d'une
unité (en positif ou en négatif);

> si le solde atteint le palier supérieur S, on effectue un transfert
de fond pour se ramener a un solde normal N;

> si le solde atteint le palier inférieur /, on effectue un transfert
de fond pour se ramener a un solde normal N.

Existe-t-il une loi sur les entiers [/, S] stationnaire pour ce modele ?

«O>» «F» « > < » = Q>
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réflexion sur les bords.

Considérons une marche aléatoire sur un segment d'entiers avec
Existe-t-il une loi stationnaire ?

~ W ~_

Roger Mansuy
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On considere le systeme de communication avec un centre qui émet
vers |'extérieur (I'émetteur international de Hawai) et des émetteurs
satellites qui émettent vers le centre (sur chacune des fles de I'archi-

pel). A des instants synchronisés, les émetteurs satellites envoient
ou pas un message vers |'émetteur central.

1. Si deux (ou plus) messages arrivent en méme temps, ils sont
rejetés.

2. Tout message rejeté est automatiquement réémis vers

I'’émetteur central jusqu’'a son envoi avec une probabilité
p €0, 1].

Est ce que ce procédé de communication est stable ?

40> «4F»>» «E» «E)»
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Programme

1. Définitions, Exemples
Définition chaine de Markov
Matrice de transition
Loi du n-ieme terme
2. Topologie de la matrice de transition
Relation d’équivalence de communication
Etats absorbants
Chaflne irréductible
3. Analyse a un pas
Calcul de la probabilité d'absorbtion, du temps moyen avant
absorbtion
4. Analyse asymptotique
Loi stationnaire
Période, chaine apériodique
Convergence vers la loi stationnaire
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Définitions

Définitions

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (Xj)n
d'états E = {ey1,...,en} telle que
VneN, Vy,yo,...,yn € E,

P(Xn+1 = y|Xo = yo0, -

y Xn = }/n) = IP)()<n-i-1 = }’|X = Yn)-
Elle est homogene si cette quantité ne dépend pas de n.

40> «F>» «E» « E)» Q>
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Définitions

Une suite (X,), de variables indépendantes est une chaine de Markov
(2 intérét limité) puisque

]P)(X'H‘l - .y|X0 = Y0,--- 7Xn = }’n)
P(Xni1 = y|Xn = yn)

= P(XN-H- = y)a
= P(Xpt1=y).

40> «4F»>» «E» «E)» = Q>
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Définitions

Soit (Yy)n une suite de variables indépendantes identiquement dis-
tribuées. La suite

e-5m)

est une chaine de Markov. En effet,
P(Xn11 = y|Xo = yo,-

-aXn:)/n)

IED()<n‘|‘Yn—l—lzy‘)<0:)/07 ~7Xn:yn)
= ]P(Yn + Yo = Y)7
P(Xn—H = }/|Xn = }/n)

IED()<n + yn—i—l = }/|X = }/n)
IP)()’n + Ypy1 = }/)'

«40» «4F» «=)>r» 4« > Q>
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Définitions

Soit (Yn)n une suite de variables indépendantes identiquement
distribuées a valeurs dans F, Xy une variable a valeur dans E
indépendante de cette suite et f : E x F — E. La suite (Xp)n
définie par la relation X,11 = (X, Y,) est une chaine de Markov.
En effet,

]P(Xn-i-l :y’XO = Yo, '7Xn :}/n)

= ]P)(f(ynayn):}/|X0:y07---,xn:)/n)
= P(f(yna Yn) - }/)7

P(Xnt1 =y|Xo =yn) = P(f(yn, Yn) = y[Xa = yn)
]P(f(}/n; Yn) = Y)'

40> «F>» «E» « E)» = Q>
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Définitions

Considérons une famille (Y;;)i; de
indépendantes, Xg € N, et pour tout n € N,

variables aléatoires

Xn
X1 = Yarik
k=1

Alors, la suite (X,), est une chaine de Markov homogene. En effet

Yn
P(Xni1=y[Xo = Yo, . Xa=ya) =P (> Yni1k =y
k=1

>

«40» «4F» «=)» « Q>
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Définitions

La matrice de transition d'une chaine de Markov homogene (X,)n
dont les états sont ey, ..., ey est la matrice stochastique d’ordre N
dont le coefficient en position (i, j) est

P(Xn-i-l == ej|X,, = e,~).

Pour I'exemple du guichet de banque, la matrice de transition est

O O O OoONnF O
O O ONIk ON-
NI= O NIR O NN
ONIE ONIFE O O
N~ ONIR O O O
ONF O O O O

«O>» «(Fr» «E>» «E» = HQQ
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Soit (X,)n une chaine de Markov, d'états E = {e1,...,en}, de
matrice de transition A. Notons, pour tout n € N, la loi de X,

vn=(PXp=e1), P(Xn=e), ..., P(Xa=en) ).

Alors, pour tout n € N, v,11 = V,A.

Démonstration
Il suffit d'appliquer la formule des probabilités totales :

N
P(Xpt1=y) = Z]P(Xn—i-l = y|Xo = e)P(Xn = ex).
k=1
[ |
Avec les mémes notations, v, = 1pA”. I
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Définitions

Soit (X,)n une chaine de Markov d'états E = {e,..., ey} de ma-
trice de transition A, f : E — R,. Alors

N
E(f(Xat1)[ X0, -, Xn) = D _[Alx,f (&)

j=1

«40» «4F» «=)» « > Q>
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< Topologie > de la matrice de transition

Soit (X,)n une chaine de Markov, d'états E = {ey,
» Un état x € E est absorbant si

P(Xy=x[Xo=x)=1

» Une partie A C E est fermée si

P(X; € AlXp € A) = 1.

Pour le jeu de Penney, deux états sont absorbants (les états victo-
rieux).

Pour |'automate cellulaire bicolore, les configurations monochromes
sont absorbantes.

o (w1 =

DA
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Matrice de transition

Soit (X,)n une chaine de Markov, d'états E = {ey,

cey e/\/}.
» L'état e; est accessible depuis I'état ¢; s'il existe p € N tel que

]P)(Xp = ej|X0 = e,-) > 0.

> Les états e; et ef communiquent si e; est accessible depuis e;
et e; est accessible depuis e; (relation d'équivalence).
» Une chaine est irréductible si tous les états communiquent

deux a deux (une seule classe d'équivalence pour la relation
précédente).

La marche aléatoire réfléchie et le probleme du guichet définissent
des chaines de Markov irréductibles.

«0» «4F» <« > < » Q>
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Définitions
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matrice de transition A.

Analyse asymptotique

Soit (X,)n une chaine de Markov, d’'états E = {ey,
Démonstration

L'état ; est accessible depuis e; s'il existe p € N tel que [AP];; > 0.

.,en} et de
Il suffit de remarquer [AP]; ; = P(X, = €| Xo = &).

[ |
Attention, deux classes peuvent &tre reliée par un arc.
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Matrice de transition

Pour le protocole de transmission Aloha, si on suppose que la loi

d’'émission de nouveaux messages a chaque instant vérifie

0<p <1, 0<m <1,

alors la chaine associée est irréductible. En effet, la matrice de tran-
sition vérifie

ip(1 = p)~tpo sij=i—1
A= 4 A= =p) o+ (L —p)m sij=i
N (1-(1-p))m S = f
Mj—i sij>i+2
«O> «Fr «E>» «E» E HACX
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tions

Analyse a un pas

Analyse a un pas
Idée générale

Analyse asymptotique

Pour calculer la probabilité d'absorbtion ou le temps moyen avant ab-

sorbtion, il suffit de se ramener a la résolution d'un systeme linéaire.

(=] (=) = E DA
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Analyse a un pas

Analyse a un pas

Idée générale

Pour calculer la probabilité d'absorbtion ou le temps moyen avant ab-
la situation 404).

sorbtion, il suffit de se ramener a la résolution d'un systeme linéaire.

Considérons la fin d'un jeu au tennis entre deux joueurs (a partir de

«O» «F>» «E» «=)» = A
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Idée générale

Analyse asymptotique

Pour calculer la probabilité d'absorbtion ou le temps moyen avant ab-

sorbtion, il suffit de se ramener a la résolution d'un systeme linéaire.

Considérons la fin d'un jeu au tennis entre deux joueurs (a partir de
la situation 40A). Le score suit alors la chaine de Markov suivante

p p Y
_—— A _—— A
0. 0 0 0 O
1-p 1-p 1-p

Roger Mansuy

«O» «F»
Des chaines de Markov en prépa?




Analyse a un pas

Analyse asymptotique

Roger Mansuy

Des

m]

(=)

es de Markov en prépa?



Définitions Matrice de transition

Analyse a un pas

Analyse asymptotique

On résout le systeme et on trouve

(1-p)(L—-p(1-p)

1-2p(1-p)
Ry
py = =P

1-2p(1-p)’
(1-p)®

1-2p(1—-p)

(=] (=) = E DA
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1
§m4+§m1+1
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m = 5 my 5 m3

my = 1m g 1m +1
2 5M2 + 5m3

m = m m
3 5Ma+ 5m

Apres résolution, on obtient

m1:7, m2:7, m3:5.

[m] P = =

DA
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Analyse asymptotique

Soit (X,)n de matrice d'états E. Un état y € E est
» récurrent positif si le temps de retour en y partant de y est
fini p.s. et d'espérance finie,
» récurrent nul si le temps de retour en y partant de y est fini
p.s. mais que son espérance est infinie,

> transient sinon.

Deux états qui communiquent sont de méme nature.

Remarque
Les chaines de Markov irréductibles finies sont toujours récurrentes
positives.

) (1 = = = A
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Soit (Xn)n une chaine de Markov. Une loi stationnaire 4 est station-

naire si, lorsque Xy ~ p, on a X; ~ . Dans le cas fini, en identifiant

1 a son vecteur ligne et en notant A la matrice de transition, cela
équivaut a p = pA.

Remarque

Une loi stationnaire est donc un vecteur propre a gauche de la ma-

trice de transition associé a 1, a coordonnées positives et de somme
égale a 1.

Une chaine de Markov irréductible est récurrente positive si et seule-
ment si elle admet une loi stationnaire.

o (=] = A
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Soit A une matrice stochastique a coefficients strictement positifs.
Alors il existe v un vecteur ligne positif a coordonnées positives et
de somme égale a 1 tel que (A"), converge vers M la matrice dont
toutes les lignes sont p.

Démonstration

Notons d0(y) I'amplitude d'un vecteur y, c'est-a-dire la différence
entre sa plus grande coordonnée et sa plus petite et d > 0 la plus
petite coordonnée de A. Alors, on vérifie que, pour tout vecteur y,
d(Ay) < (1 —2d)d(y) et donc (6(A"y)), est de limite nulle. Ceci
entraine que chaque colonne de (A"), converge vers une colonne
constante a coordonnées positives : ceci définit le vecteur p. Il est
évident que p est de somme 1 en considérant le vecteur y dont
toutes les coordonnées sont égales a 1. |

[m] P = =
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Avec les mémes notations, uA = p et s'il existe un vecteur v tel que
VA = v, alors v est colinéaire a p.

Démonstration

Le premier point résulte du passage a la limite dans la relation
Al — AnA

Pour le second remarquons que v = vA entraine v = vM = au en
notant a le somme des coordonnées de v. |

Avec les mémes notations, pour toute loi v, (vA"), converge vers L.
Ainsi, pour une chaine de Markov associée a A,

lim P(Xn = ej) = M-

o (w1 =
Roger Mansuy Des chaines de Markov en prépa?




Analyse asymptotique

Soit A stochastique irréductible. Alors la matrice A = 2 + A)
admet un entier r € N tel que A" est 3 coefficients strictement
positifs. De plus, A et A admettent les mémes vecteurs propres a
gauche associé a 1.

Remarque

Ainsi, toute matrice stochastique irréductible admet une loi inva-
riante et tout autre vecteur propre a gauche associé a 1 est propor-
tionnel a cette loi. Malheureusement, on n'a plus la convergence de
(A™), comme on peut le voir avec

0 1
A= .

1 0
—OO\G
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calcul déja effectué. La condition pux = 0 implique en

conclusion x = 0. D'ou I, — A+ M est inversible.

(=] (=) = E DA
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calcul déja effectué. La condition pux = 0 implique en
conclusion x = 0. D'ou I, — A+ M est inversible.

» Remarquons que
(Ih+A+.. . +A" ), —A+M)=1— A"+ nM et
M(l, — A+ M) = M. Par conséquent,

%(I,,+A+...+A”‘1):%(I—A”)~|—M—>M.

=} = = = DA
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Soit (Xp)n une chaine finie de loi invariante . Alors

1 n—1
lim ; ZP(Xk = ej) = Hj
k=0

«0» «4F» <« > < > Q>
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Soit (Xp,), une chaine de Markov d'états E = {ey,

...,en} et de
matrice de transition A. La période de I'état ¢; est

pged{k > 1, [A];; # 0}
avec la convention oo si I'ensemble est vide.

irréductible.

Par conséquent, on peut parler de la période d'une chaine de Markov
=] =) = E A

Deux états qui communiquent ont la méme période.
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niquent : il existe des entiers p et g tels que [AP]; ; > 0 et [A9];; > 0.
Alors, pour tout entier r tel que [A"];; > 0 et tout n € N,

[APTatm); > [AP]; 4 [AT]T (A9, > O.
donc la période de ;.

Ainsi, la période de e; divise tous les entiers r tel que [A"];; > 0
Par symétrie, les deux périodes sont égales.

(=] (=) = E DA
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Analyse asymptotique

» La marche aléatoire réfléchie est de période 2 (en fait, on
remarque que le graphe est bipartite).

» La chaine associée au guichet de banque est de période 2 si
S—N=N-1[2] =1[2], 1 sinon.

Une chaine apériodique est une chaine irréductible de période 1.

«0» «4F» <« > < >

DA
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Soit (X,), une chaine de Markov apériodique d'états E =

{e1,...,en} et de matrice de transition A. Alors, pour tout e, il
existe un entier N tel que, pour tout n > N,

[An],',,' > 0.

Soit (X,)n une chaine de Markov irréductible d'états E =
{e1,...,en} et de matrice de transition A. Il y a équivalence entre

» A est apériodique,

» il existe un entier N tel que, pour tout n > N et tout (/,J)
[An],"j > 0.

Par conséquent, (A"), converge vers la matrice M déja étudiée.

=} = = = DA
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