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Chapitre 1

Conventions, notations et rappels

1.1 Complétion de R

1.1.1 Min, max, sup, inf, limites de suites
Nous noterons R la droite réelle complétée par +o0o et —oo :
R=RU{-00,+00},
avec —o0 < x < 400 pour tout x € R. Par suite on pose
Ry =R;yU{+00} et R_=R_U{-0c0}.

La complétion de R permet d’écrire de nombreux résultats sans avoir a distinguer les cas
avec limite/supremum/infimum finis de ceux ou ils sont infinis. On rappelle les définitions des
supremum et infimum étendues sur R : pour tout sous-ensemble I de R, le supremum de I, noté
sup I, est 'unique élément = de R tel que

(i) « est un majorant de [ : y € [ = y < z,

(ii) Il n’y a pas de majorant strictement inférieur a z : y <x =3z €I, z > y.
L’infimum, noté inf I, est défini de fagon similaire en inversant les inégalités, ou bien en posant
inf I = —sup(—1I). On a en particulier

inf() = 4+o00 et supl=—oc0.

Quand sup I (resp. inf I') appartient & I, on peut aussi 'appeler mazimum (resp. minimum) de
I et le noter max I (resp. min /). On utilisera aussi les symboles V et A) pour 'opération induite
par max et min entre deux nombres :

aVb=max{a,b} et aAb=min(a,b).
Soit u = (u,) une suite d’éléments de R. Si (u,) admet une limite quand n — oo on note

lim u, ou limwu, ou limu
n—0o0 n

cette limite. Si (u,) est une suite monotone et ¢ est sa limite on écrira
Uy T£ ou wuyll,

suivant que (un) est croissante ou décroissante, respectivement. On note d’autre part, pour tout
ensemble I C N,

supu, ou supu =sup{u,,necl}.
nel I



Si I = N, on écrira aussi plus simplement sup,, u,, ou sup . Si la limite de (u,) n’est pas toujours
définie, on peut en revanche toujours définir

lim inf u,, = lim inf u,, = liminf v = lim inf u,
n—o0 n n p>n

et limsupwu, =limsupwu, = limsupu = limsupu,, .
n—r00 n n p>n

De plus (uy,) admet une limite ssi lim inf u = lim sup u, auquel cas, c’est aussi limu.

1.1.2 Sommes finies et infinie

Soit (w;);e; une famille d’éléments de R indexée par un ensemble I quelconque. Si I est de
cardinal fini, ), ; 7; est correctement défini dans R des lors que (z;) ne prend pas a la fois les
valeurs —oo et +00. Pour un I quelconque, si (x;);cs est a valeurs dans Ry, on définit

in = sup {Z z; | J C I de cardinal ﬁni} )

el i€J
On note les parties positives et négatives de z € R x, et z_ respectivement, c’est-a-dire,
x4 =2 V0=max(z,0) et z_ = (—z)V0=max(—=z,0).

Si Zie] Tpg < 00 et Zid Tp— < 00, on dit que la famille (z;);er est absolument sommable et
on définit

Sa= Y Y

icl icl icl

Si I est dénombrable alors pour toute suite (i) d’indices distincts recouvrant tout ’ensemble
I, on a, pour toute famille (x;);c; & valeurs dans Ry ou absolument sommable,

p
g z; = lim g Zi, -
P
n=0

i€l
En particulier, si I = N,

P
E xnzlimg T -
P
n=0

neN

1.1.3 Extension des notations aux suites et familles de fonctions

Toutes les notations sur les suites et familles de nombres peuvent aussi étre utilisées pour une
suite ou famille de fonctions (f,,), du moment qu’elles sont toutes & valeurs dans R et définies
sur le méme ensemble X. Elles s’appliquent alors ponctuellement. Par exemple

1. f > 0 signifie f(z) > 0 pour tout z,

2. La suite de fonctions (f,,) est décroissante signifie que (f,(x)), est une suite décroissante
pour tout z,

3. fi+ désigne la fonction

fr(x) = (f(2))4 = max(f(x),0) pour tout ze€X,

4. fn T g signifie
fu(x) T g(x) pour tout =€ X,



5. > nen fn = f signifie
Z fa(x) = f(x) pour tout =€ X,

neN
6. etc.

Le type de convergence de fonctions ci-dessus s’appelle converge ponctuelle. Nous verrons d’autres
types de convergence liés a 'intégrale de Lebesgue : convergence presque partout (p.p.), conver-
gence L', etc.

1.2 Applications et ensembles

1.2.1 Fonction indicatrice, image réciproque

Soit A un sous-ensemble de X. On note 1 4 et on appelle fonction indicatrice de I'ensemble
A P’application définie sur X par

1 sized
Ta(z) = { 1 pour tout z € X.
0 sinon,

Soit f une application de X dans Y. Soit A C Y. On note f~'(A) 'image réciproque de A
par f définie par
FHA) = {z e X| f(z) € A}

La notation {f € A} désignera aussi 'ensemble f~1(A) et {f = y} 'ensemble f~1({y}) pour
y € Y. De méme {f = g} désigne 'ensemble {z € X| f(z) = g(x)} pour une autre application g
de X dans Y, etc. En particulier la fonction 17— désigne I’application définie sur X définie par

1 sif(z)=0
Tis_on(x) = our tout z € X .
{f_o}( ) {O sinon , P

1.2.2 Opération sur les suites et familles d’ensembles

Pour tout ensemble X on note P(X) I’ensemble des parties de X.
Soit A = (A, )ner une famille de sous-ensembles d’un méme ensemble X avec I ensemble
quelconque. On note

UAn:{:cGXE!nEI,:ceAn}. et ﬂAn:{xEX]VnEI,xeAn}.
nel nel

Si I = N, on note
liminf A,, = liminf A,, = liminf A = U ﬂ A,

n—o0 n

n p2n
et limsup A, = limsup 4,, = limsup A = ﬂ U Ay .

Si (A,) est une suite monotone d’ensembles on notera
A, tB ou A,l B,

suivant que (Aj,) est croissante (A, C A,11 pour tout n) ou décroissante (A, D A, 41 pour tout
n), respectivement. Dans le premier cas, B = (J,, Ay, et dans le second B = (), Ay.



Pour n > 1 ensembles Ay, ..., A, on note A; x --- x A, I'ensemble produit des n-uplet a
composantes dans Ay, ..., A, :

Ay X oo x Ay ={(z1,...,2n) | x; € A; pour tout i =1,...,n} .

Plus généralement, pour une famille (A;);c; (non nécessairement finie ni méme dénombrable),
on notera

HAZ- = {(x;)ier | x; € A; pour tout i € I}

i€l

I'espace produit des familles indexé par I a valeurs dans les (4;).

1.3 Conventions relatives aux vecteurs

1.3.1 Vecteurs et matrices

Soit p un entier strictement positif. Par convention, on identifie les éléments de R” (ou CP)
aux vecteurs colonnes, c’est-a-dire aux matrices de taille p x 1.

Pour une matrice A on note AT sa matrice transposée et A sa matrice transposée conjuguée.
Ainsi :

1. si z € R?, on note = le vecteur ligne correspondant,

2. Pour x et y dans R?, 27y désigne le produit scalaire euclidien entre z et v,

3. Pour z et y dans CP, 'y désigne le produit hermitien entre z et y.

On notera |z| la norme euclidienne de =,
] = (aFa) 2
quelque soit la dimension de x.

1.3.2 Fonctions définies sur R?, dérivées partielles, différentiabilité

Soit f une fonction définie sur R? & valeurs dans R. Soit o un vecteur d’entiers positif (appelé

multiindice), a € NP. On note, pour z = (21,...,2,) € RP,

=2t ap” . (1.1)
On note d’autre part 0; la dérivée partielle par rapport a la i-eme coordonnées et 0 = (01, ...,0,).
Par suite, on note 0% f la dérivée partielle de f obtenue en dérivant f(z1,...,zp) a; fois par

rapport a x1, ag fois par rapport a xa, ..., oy, fois par rapport a x, :

o\ 9\

O%flxy,...,2p) = | =— | =— TlyeneyTp) . 1.2
fare) = (50) () Forea) (12

Si f est a valeurs dans RY, cette définition est appliquée a chaque composante de f si bien que
0“f est aussi une fonction a valeurs dans RY.

Dans un premier temps, nous appliquerons 0% a f en x uniquement si f est «* fois continiiment
différentiable dans un voisinage de x, ou ’'on a noté

p
ot = Zai . (1.3)
i=1

On rappelle que, dans le cas p = 1, une fonction f est k fois continiiment dérivable sur un
sous-ensemble ouvert Q de R si elle est k fois dérivable sur Q et que f*) est continue sur €.



Pour p > 1, il faut passer par la notion de différentielle, qui permet au passage de montrer que
lordre dans lequel les dérivations successives sont calculées dans le membre de droite de (1.2)
ne change pas le résultat.

Définition 1.1 (Différentiabilité). Soit f une fonction définie sur un ouvert Q de RP a valeurs
dans RY. On dit que f est différentiable en x € Q s’ existe une fonction Dy f linéaire de RP
dans RY telle que, lorsque y — x,

fy)=f(x)+ Da(f) (y — ) +o(ly — z]) .

Si [ est différentiable en tout point x € Q et que Uapplication x — D, f de Q dans R?*P est
continue sur €}, on dit que f est continument différentiable sur 2.

Ainsi pour p = 1, on a D,(f)(2) = f'(x)z. Plus généralement pour p > 1 l'application
linéaire D, (f) peut s’écrire comme un produit scalaire, il existe une matrice V f(z) telle que

Du(f) (2) = [Vf(@)]"=.

Sig=1, Vf(z) est un vecteur et est appelé gradient de f en x.
Le théoreme suivant permet de caractériser facilement les fonctions contintiment différentiables.

Théoreme 1.2. Soit f une fonction définie sur un ouvert Q0 de RP a valeurs dans RY. Les deux
propositions suitvantes sont équivalentes.

(i) La fonction f est continiment dérivable par rapport a chacune de ses variables, i.e. les
dérivées partielles 0% f existent et sont continues sur  pour les multiindices canoniques
€1,...,€p (qui vérifient |e;] =1 et ; a une i-iéme composante non-nulle).

(ii) La fonction f est contintiment différentiable sur Q.

De plus on a alors, pour tout x € Q et z € RP,

Vi) =0f(x) on of=[of ... ovf]" .

1l se peut que la fonction z — V f puisse a son tour étre différenciée en tant que fonction de 2
dans RP*4, cette seconde différentielle est notée D2 f. Par suite, on définit D? f pour n = 1,2,...
en itérant et on dit que f est n fois continiment différentiable sur Q si la fonction x — V" f(x)
est continue en tant que fonction de £ dans RI*P".

On notera C™(£2,R?), ou plus simplement C™(£2) si ¢ = 1, ou encore C" §’il n’y a pas d’am-
biguité sur €2, ’espace des fonctions continument différentiable sur 2 a valeurs dans RY.

Si n = 0, on notera simplement C au lieu de C° (espace des fonctions continues).

Le sous—espace des fonctions f € C(RY) telles que f(x) — 0 quand |z| — oo est noté C,.

Le sous-espace des fonctions f € C(R™) nulles en dehors d’un intervalle borné est noté C..

L’intersection de tous les C"(§2,R?) quand n parcourt N sera noté C*>°(€2,R?) (espace des
fonctions infiniment dérivables).

I1 suit du théoreme et des définitions précédentes que pour p = 2, si f est C?, l'ordre de
dérivation par rapport a chacune des variables ne compte pas. Ce cas suffit pour écrire plus
généralement le résultat suivant.

Théoréme 1.3 (Théoréeme de Schwartz). Soit f une fonction définie sur un ouvert Q0 de RP q
valeurs dans R9. Si f est C" dans un voisinage de x, alors pour tout multiindice o € NP tel que
o* =n, Uordre de dérivation utilisé pour calculé 0% f(x) par (1.2) ne modifie pas le résultat.



Chapitre 2

Introduction a la topologie des
espaces vectoriels normés

Dans ce chapitre nous étudions la topologie des espaces métriques et normés. Les espaces
métriques sont la forme la plus simple d’espaces topologiques. Les espaces vectoriels normés sont
des espaces vectoriels munis d’une métrique compatible avec leur structure d’espace vectoriel.
Les espaces vectoriels normés permettent de généraliser des résultats de la dimension finie & la
dimension infinie par approximations successives ou plus généralement d’un sous-espace simple
(ou concret tels que l'espace des fonctions continues ou des polynémes trigonométriques) a un
espace plus abstrait, plus difficiles a décrire (I’ensemble de toutes les fonctions intégrables par
exemple).

Des bases de topologie dans le cadre des e.v.n. sont généralement connues du lecteurs :
ensembles ouverts, points adhérents, ensembles fermés, et pour certains suites de Cauchy. Nous
reprendrons néanmoins la définition de ces notions et leurs propriétés immédiates. Surtout, nous
insistons sur 'importance du critere de Cauchy pour la convergence, et par suite, sur celle de la
complétude.

2.1 Rappels sur les espaces métriques

2.1.1 Espaces métriques, ensembles ouverts et fermés

Définition 2.1 (Distances et espaces métriques). Soient X est un ensemble et d une fonction
de X x X vers Ry. On appelle d une distance et X muni de d un espace métrique si la fonction
d vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour tous x,y € X, d(z,y) =0« x =1y (propriété de séparation).

(ii) Pour tous x,y € X, d(z,y) =d(y,z) (propriété de symétrie).
(iii) Pour tous x,y,z € X, d(z,z) <d(z,y)+ d(y, z) (inégalité triangulaire).

Et il découle de I'inégalité triangulaire ce que 'on appelle parfois la seconde inégalité trian-
gulaire
pour tous z,y,z € X, d(z,z) > |d(z,y) —d(y, z)| . (2.1)

Elle est aussi utile que la premiere et autant la retenir plutot que de la retrouver a chaque fois.
Il n’y a & prouver que le fait que la seconde inégalité triangulaire découle des autres propriétés.
Pour trouver cette seconde inégalité, on fixe x,y, z et en application de I'inégalité triangulaire
avec le triplet pris dans 'ordre z, z,y on a

d(fE,y) < d(xv Z) + d(Zvy) = d(l’, Z) + d(ya Z) ,



d’ou

d(z,z) > d(x,y) —d(y, z) .

En inversant les roles de = et z et en utilisant la symétrie on trouve

d(z,z) > d(y,z) — d(z,y) .

On obtient donc (2.1) en prenant le maximum des deux minorations précédentes.

Définition 2.2 (Boule ouverte). On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r > 0
l’ensemble

B(z,r) ={y € X|d(z,y) < r}

Définition 2.3 (Ensembles ouverts). Si X est un espace métrique pour la distance d, on appelle
ouwvert de X tout sous-ensemble A C X qui vérifie la propriété suivante

pour tout x € A, il existe r >0 t.q. B(xz,r) C A.

Autrement dit A contient une boule ouverte autour de chacun de ses points.
Toute boule ouverte est bien un ouvert suivant cette définition. En effet, Vy € B(x,r), B(y,r—
d(z,y)) C B(x,r) (par inégalité triangulaire).

Proposition 2.4 (Topologie des ouverts). Les ouverts vérifient les propriétés suivantes (on dit
qu’ils forment une topologie)

1.
2.
3.

L’ensemble vide, noté 0, est un ouvert.
L’ensemble X est un ouvert.

Si (Aj)ier est une famille d’ouverts (I peut étre un ensemble infini) alors l'union de tous
les A;, U; A; est un ouvert.

. Si (Aj)ier est une famille finie d’ouverts (I est de cardinal fini) alors l'intersection des

A;, N;A;, est un ouvert.

Si on note T U'ensemble des ensembles ouverts, on dit que (X,T) forment un espace topolo-
gique. C’est une notion plus générale que celle d’espace métrique.

Démonstration. 1. Comme I’ensemble vide ne contient aucun point, il n’y a rien a démontrer.

2.
3.

Comme toute boule est incluse dans X, alors Va € X, B(z,1) C X et X est un ouvert.

Soit x € U; A, alors 3¢ € I, x € A;. Comme A; est ouvert on a
Ir >0, B(x,r) C A; CUA4,;

et donc U;A; est bien un ouvert.

. Il est clair qu’il suffit de montrer cette propriété pour I'intersection de deux ouverts (le cas

général s’obtient par récurrence car, rappelons le, seules les intersections finies d’ouverts
sont considérées).
Soit donc A et B deux ouverts et x € AN B. Comme A et B contiennent des boules
centrées en x, B(x,r,) et B(xz, 7). On note r. = min(r,, 75) le plus petit des deux rayons.
Alors on a

B(xz,r.) = B(x,7s) N B(x, 1) C ANB,

ce qui prouve que A N B est bien un ouvert.



Remarque 2.5. Un méme ensemble X peut étre muni de plusieurs distances. Pour chaque dis-

tance, 'espace métrique X change. Si la distance utilisée dans un raisonnement n’est pas évidente

il faut la préciser en parlant de ’espace métrique (X, d). On peut donner I’exemple suivant.
L’ensemble X est U'intervalle ]0, 1] et deux distances peuvent étre définies par

1 1
Tyl

On peut vérifier en exercice que toute fonction injective f sur |0, 1] définit une distance sur cet

intervalle par d(z,y) = |f(z) — f(y)|.
Toutes ces distances font de X différents espaces métriques. Néanmoins si f est continue la

distance d définit les mémes ouverts que d;. On dit qu’elles définissent la méme topologie sur X.

dl(x7y) = ‘IL' - y‘ d2(x7y) =

Proposition 2.6. Tout ouvert d’un espace métrique est une union de boules ouvertes. De plus, il
est clair qu’une union de boules ouvertes est un ouvert (car les boules ouvertes sont des ouverts).
Ainsi, les ouverts d’un espace métrique sont exactement les unions de boules ouvertes.

Démonstration. Soit O un ouvert. Pour tout « € O, on note r; le rayon d’une boule B(z,r,) C O
(ry existe par définition des ouverts). Considérons l'ensemble O" défini par

o' = UerB(xa 7’1)-

O’ C O car toutes les boules B(z,7;) sont incluses dans O et leur union aussi.
O C O car pour tout x € O, x € B(x,r,) C O.
Donc O = O’ qui est une union de boules ouvertes. O

Définition 2.7 (Ensembles fermés). On dit qu’un sous-ensemble A C X d’un espace métrique
est un fermé si son complémentaire est ouvert. Cela s’écrit

Veg¢ A, Ir>0, Blz,r)NA=10

Comme le complémentaire d’une intersection est I'union des complémentaires et que le
complémentaire d’une union est I'intersection des complémentaires, on déduit aisément le résultat
suivant.

Proposition 2.8. On a les propriétés suivantes :
1. L’ensemble vide et X sont des fermés.
2. Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

3. Une union finie de fermés est un fermé.

La propriété 2 de la proposition 2.8 permet de définir la notion de plus petit fermé contenant
un ensemble A donné. On remarque en effet que

N o
O€eT : ACO*¢
est un fermé et qu’il est inclus dans tous les fermés contenant A.

Définition 2.9 (Fermeture, intérieur). Soit A un sous-ensemble d’un espace métrique (X,d).
On appelle fermeture de A et on note A le plus petit fermé contenant A :

A= ﬂ o° .

O€eT : ACO¢°

[e]
On appelle intérieur de A et on note A le plus grand ouwvert inclus dans A :

A= | o.

0O€eT:0CA

10



Ceci nous permet de définir le support d’une application.

Définition 2.10 (Support d’une application). Soit f une application d’un espace topologique
(E,T) dans un espace vectoriel F'. Le support de f est défini comme le plus petit fermé conte-
nant ’ensemble {f # 0}. On le notera

Suppf = {f # 0} .

2.1.2 Suites et continuité

Définition 2.11 (Suite convergente). Soient (X,d) un espace métrique, (xn)neny une suite
d’éléments de X et x € X un élément de X. On dit que la suite (x,) converge vers x dans

(X,d) si
pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, d(xzp,z) <e€.
Ou, dit autrement,
pour tout € > 0, ’ensemble {n|x, ¢ B(x,€)} est de cardinal fini.

On dit que () tend vers x. On peut aussi dire “la suite (z,,) est convergente” (sans préciser
sa limite).

Il est clair que si une suite (x,) est convergente, il y a unicité de la limite, car si z et y
sont limites alors d(z,y) < 2e pour tout € > 0, donc d(z,y) = 0 et finalement x = y (par la
propriété de séparation).

Définition 2.12 (Sous—suite). Si (x,) est une suite de X et ¢ une fonction strictement crois-
sante de N dans lui-méme. On dit que la suite (yy) définie par

Yn = Tp(n)> neN,
est une sous—suite de la suite (x,).

Les sous—suites héritent de la méme limite que la suite d’origine, si elle converge. La preuve
du résultat suivant est laissée a titre d’exercice.

Proposition 2.13. Toute sous-suite d’une suite convergente est une suite convergente et tend
vers la méme limite.

Nous pouvons maintenant introduire la notion de continuité pour les applications entre
espaces métriques.

Définition 2.14 (Applications continues). On se donne deuz espaces métriques X et'Y munis
des distances dx et dy respectivement. On dit que la fonction f définie de X versY est continue
st pour toute suite (x,) convergente d’éléments de X, qui a pour limite x, la suite (f(x,))
d’éléments de Y converge vers f(x).

Cette définition peut se caractériser différemment, en ne se reportant qu’a la topologie de
I’espace métrique.

Proposition 2.15. Si X et Y sont des espaces métriques et que f est une fonction de X wvers
Y. Il y a équivalence entre :
(i) La fonction f est continue.

(ii) Pour tout ensemble ouvert O de 'Y l’ensemble f=1(O) est un ouvert de X.
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(iii) Pour tout ensemble fermé F de Y l’ensemble f~1(F) est un fermé de X.

Démonstration. Les deux derniers points sont équivalents car f~1(A°) = (f~1(A))° (A® désigne
le complémentaire de 1’ensemble A)

Prouvons que (7) implique (4). Soit O un ouvert de Y et = € f~(0O). Comme O est ouvert,
il existe € tel que B(f(x),¢e) C O.

Si la boule B(z,1/n) n’est pas incluse dans f~1(O) cela signifie qu'il existe un point z,, € X
tel que d(x,z,) < 1/n et d(f(x,), f(z)) > € (car f(xz,) ¢ O D B(f(x),¢€)). Si pour tout n > 0,
la boule B(z,1/n) n’est pas incluse dans 'image réciproque de O alors la suite (x,) converge
vers x et la suite (f(xy)) ne converge pas vers f(x). Ceci est en contradiction avec I’hypothese
que f est continue. Donc

IN >0, Bz, %) c F10)

ce qui montre que f~1(O) est un ouvert.

Enfin, on montre que (i) implique (7). Soit (x,) une suite de X qui converge vers z, il nous
faut montrer que (f(x,)) tend vers f(x) (avec le point (ii) comme hypothese). Soit € > 0. On
considere la boule B, = B(f(z),€) et son image réciproque C. = f~1(B.). Par hypothese C.
est ouvert et contient x. Il contient donc une boule autour de x et comme (x,) tend vers z, les
x, rentrent dans cette boule (et donc dans C.) a partir d'un certain rang. Par définition de C.
cela implique que les f(z,,) rentrent dans la boule B(f(x),€) a partir d’un certain rang, ce qui
conclut la preuve de la convergence de (f(zy)) vers f(z). O

Proposition 2.16 (Caractérisation séquentielle des fermés). Il est équivalent de dire que F' est
fermé ou que pour toute suite (x,) € FN qut converge vers un point x, on a x € F.

Démonstration. On suppose que F' est fermé (i.e. son complémentaire est ouvert) et que la suite
(z,,) prise dans F' converge vers z et on montre qu’alors x € F. La boule B(z,1/n) contient au
moins un élément de F' pour tout n > 1. Il n’y a donc aucune boule de centre x et de rayon non
nul qui soit incluse dans le complémentaire de F'. Donc x n’est pas dans le complémentaire de
F' (qui est ouvert).

On suppose maintenant que toute suite (z,) prise dans F' qui converge a sa limite dans F.
On va montrer que le complémentaire de F' est ouvert. Soit donc, z € F°. Si B(x,1/n) N F est
non vide, on prend z,, dans cette intersection. Si toutes les intersections (pour n > 0) sont non
vides alors on a construit une suite (x,) € FY qui tend vers z € F€, ce qui est contradictoire
avec ’hypothese. On en déduit que I'une des intersections est vide, i.e. qu’il existe une boule
centrée en x qui ne rencontre pas I, i.e. F¢ est ouvert. ]

Proposition 2.17 (Caractérisation séquentielle de la fermeture). Soit E un sous-ensemble d’un
espace métrique (X, d). Alors la fermeture de E s’obtient en prenant tous les éléments de X qui
s’écrivent comme une limite d’éléments de E :

E= {x € X, 3(zx,) € EN, limz, = x} . (2.2)

Démonstration. Notons F' ’ensemble défini dans la partie droite de I’égalité (2.2) & démontrer.

Comme FE est un fermé et contient E, il doit au moins contenir les éléments de X qui
s’écrivent comme une limite d’éléments de E. Ceci vient de la caractérisation séquentielle des
fermés (proposition 2.16). Donc F C E.

Comme F est le plus petit fermé contenant £, pour conclure, il suffit donc de montrer que F
est fermé. Si y,, est une suite de F' qui converge vers y, on choisit z,, € E tel que d(xy,,y,) < %
Alors z,, — y et donc y € F.

O
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2.2 Les espaces vectoriels normés

Les distances que nous considérerons seront issues de “normes”, ce qui permet de lier distance
et opérations d’espaces vectoriels (addition et multiplication par un scalaire).

2.2.1 Définitions

Définition 2.18 (Espace vectoriel normé (e.v.n.)). Soit E un espace vectoriel sur un corps K
(K =R ou C). Une application || - || : z — ||z||, de E dans RT, est une norme sur E si

(i) pour tout x € E, ||z|| >0,

(i) ||z|| = 0 si et seulement si x =0,
(iii) pour tout x € E et tout A\ € K, ||\x|| = |A|||z],
(w) pour tout (z,y) € E X E, [lz +y| < |zl + [lyll-

On dit que (E, ||-||) est un espace vectoriel normé. On abrégera espace vectoriel normé en e.v.n..

La fonction d : E x E — R définie par d(x,y) = || — y|| est une distance. L’espace (E, d) est
un espace métrique. On dit que d est la distance associée a la norme || - ||.

Remarquons que, comme précédemment, 1i
triangulaire.

Les exemples classiques d’e.v.n. de dimension finie sont RP ou CP munis des normes usuelles
telles que la norme max ou encore la norme euclidienne. Nous donnons ci-dessous deux exemples
simples d’e.v.n. de dimension infinie.

inégalité

Ezemple 2.19 (Espace des suites réelles ou complexes sommables (¢!)). On note £}(Z), ou sim-
plement /', 'espace des suites réelles ou complexes u = (u,,) indexées sur n € Z telles que

lully = 3 ] < o0
neL

On vérifie aisément que (¢1,] - ||1) est un e.v.n. de dimension infinie.

2.2.2 Continuité des applications linéaires et bilinéaires

Il suit des définitions précédentes une caractérisation tres simple de la continuité pour les
applications linéaires. Le résultat suivant n’a un intérét que si E est de dimension infinie, puisque
sinon, toute application linéaire définie sur F est continue.

Théoreme 2.20. Une application linéaire f entre deux e.v.n. E et F' est continue si et seulement
si 1l existe une constante C > 0 telle que

pour tout x € E, || f(x)||r < C|z|E - (2.3)

Démonstration. Si on suppose que f est continue alors f~'(Bp(0,1)) est un ouvert de E qui
contient 0. Donc, il existe un réel strictement positif  tel que Bg(0,7) C f~1(Br(0,1)). Mais
si x est un élément de E' (non nul) alors (0.5r/||z||)x appartient & Bg(0,r). Donc

I (g, < o

On a donc démontré le sens directe de 'implication (en prenant C' = 2/r).
Montrons maintenant la réciproque. On suppose que (2.3) est vérifié pour un C' > 0. Soit
une suite (x,) qui tend vers x dans E alors

1f(zn) = F@)F = [[f(@n = 2)||F < Cllzn — zllp

= [f(@)] <

par linéarité de f .

F
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et donc f(x,) tend vers f(x) et f est continue (critére séquentiel de continuité). (la premiere
égalité fait intervenir la linéarité de f, d’ou cette caractérisation tres simple de la continuité
pour une application linéaire). ]

Ce résultat permet de définir une norme sur lespace vectoriel A(FE, F') des applications
linéaires continues de E dans F'. (la vérification des propriétés de norme sont laissées au lecteur).

Définition 2.21 (Norme opérateur). Soit une application linéaire continue f entre deux e.v.n.
E et F. On définit la norme de [ par

1 lae.r) = E{C[[f(@)F < Cllz]s pour tout z € E} .

Si f et g sont deux applications linéaires continues de E dans F' et de F dans (G, on obtient

lgo fllaea < Ifllaer) l9lara) -

Si maintenant f est une application linéaire continue bijective entre deux e.v.n. E et F, de
réciproque f~! continue !, alors

Hf_lHA(EF) x| fllaerp = 1.

Dans un e.v.n., se pose la question du choix de la norme (qui influence la notion de topologie et
de convergence). La définition suivante permet de réduire sensiblement le nombre des possibilités.

Définition 2.22 (Equivalence de normes). Deuz normes || - |1 et || - ||2 sur un espace vectoriel
FE sont dites équivalentes entre elles s’il existe A, B > 0 tels que

pour tout x € E, Allz|1 < ||z|2 < Bllz|:1.

En prenant A = B = 1 on constate que cette relation est réflexive. En prenant 1/A et
1/B on constate qu’elle est symétrique. Et considérant trois normes reliées par les coefficients
(A, B) et (A, B’) et en considérant (AA’, BB'), elle est transitive. C’est donc bien une relation
d’équivalence (comme son nom l'indique).

Remarque 2.23. On peut vérifier que les deux distances que nous avons introduites sur |0, +00],
a savoir di(z,y) = |z — y| et do(x,y) = |1/x — 1/y| ont les mémes boules ouvertes (et donc
les mémes fonctions continues et les mémes suites convergentes) alors que ’on peut trouver des
couples (z,y) tels que ces deux distances aient entre elles des rapports arbitraires. Par exemple,
si on prend x = 1/n et y = 1/(n + 1) alors di(z,y)/d2(z,y) tend vers 0 alors qu’en prenant
r =nety =n+1 ce méme rapport tend vers l'infini. Ces deux distances ne sont donc pas
équivalentes au sens de la définition ci-dessus.

La proposition qui suit montre que pour un e.v.n., deux normes définissent les mémes ouverts
revient a dire que ces normes sont équivalentes. Cela est dii au fait que 'on a défini les normes
comme étant des distances compatibles avec les opérations d’espace vectoriel (invariance par
translation et proportionnalité lors de la multiplication par un scalaire).

Proposition 2.24. Deuzr normes sur un méme espace vectoriel définissent une méme topologie
si et seulement si elles sont équivalentes.

1. En effet, I'inverse d’une application linéaire continue et bijective n’est pas forcément continue. Par contre
un théoreéme qui dépasse le cadre de ce cours permet d’affirmer que si E et F' sont complets et que f est linéaire
bijective alors f~! est aussi continue.
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Démonstration. Dire que les deux normes définissent la méme topologie signifie qu’elles ont les
mémes ouverts.

On commence par supposer que les deux topologies sont les mémes et on veut montrer que
les normes sont équivalentes. On considere ’application identité entre E et lui-méme. Cette
application est continue lorsque ’on munit le £ de départ de la topologie induite par la norme
|l.Il1 et le E d’arrivé par la topologie induite ||.||2 car I71(O) = O et si O est ouvert alors il est
ouvert pour les deux topologies par hypothese. De plus I est linéaire. Donc il existe C > 0 tel
que, pour tout x € F,

[z]l2 = [1(z)[[2 < Cllz| -

En agissant symétriquement on obtient que les deux normes sont équivalentes.

Maintenant, on suppose que les deux normes sont équivalentes et on veut montrer qu’elles
induisent la méme topologie.

Dire que les normes sont équivalentes c’est exactement dire que 'application identité est
continue de (E, || -||1) dans (E,| - ||2) (et réciproquement). Cela implique que pour tout ouvert
O pour || - ||2 on a I7Y(O) est un ouvert pour || - ||;. Or, I71(O) = O. Donc tout ouvert pour
| - ||2 est un ouvert pour || - 1. En inversant le role des deux normes on montre que les deux
topologies sont les mémes (elles ont les mémes ouverts). O

Dans les espaces de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et le choix de la
norme n’influence donc pas la topologie.
Il n’est pas difficile de munir le produit de 2 e.v.n. d’une norme.

Définition 2.25 (Produit d’e.v.n.). Si F' et G sont des e.v.n., on définit sur l’espace vectoriel
F x G une fonction a valeurs dans Ry par

I(fs 9l Fxa = max ([ f]|# [lgllc) -
Alors (F x G, || - ||Fxa) est un e.v.n..

(Vérifier en exercice qu'il s’agit bien d’une norme).

Remarque 2.26. On aurait pu écrire

1(f, 9)lFxc = I fllF + llglle

ou encore
ICF, Dllrxe =1/ (£ + lglIZ)

Qui sont des normes équivalentes.
En effet :

max (|| f[|7, lglle) < IfllF + llglle < 2max ([ f||F,[lgllc)
et
max (|| fll#, llle) </ (IFIF + l9l%) < V2max (| f]lr, l9]lc)

L’ensemble des ouverts définis par ces normes est la plus petite collections d’ouverts qui
contienne les O x Og ou OF et Og sont des ouverts de O et Og. On dit que la topologie
(lensemble des ouverts) de F' x G est la topologie produit des deux espaces.

Cette définition va nous permettre d’aborder la continuité des applications bilinéaires sur un
produit d’e.v.n..

Définition 2.27 (Application bilinéaire). Soit F,G et H trois espaces vectoriels normés. Une
application T définie de F' x G dans H est dite bilinéaire si
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(i) ¥f € F Uapplication de G dans H qui a g associe T(f,g) est linéaire.
(i) Yg € G Uapplication de F' dans H qui a f associe T(f,g) est linéaire.
Attention la fonction qui & (x,y) € R x R associe le produit zy est une application bilinéaire

de R x R vers R mais ce n’est pas une application linéaire de R? vers R. La bilinéarité est une
notion différente de la linéarité sur ’espace produit.

Théoréme 2.28 (Continuité des applications bilinéaires). Si F,G et H sont trois e.v.n. et que
T est une application bilinéaire de F' x G (muni de la norme définie ci-dessus) dans H. Il y a
équivalence entre les 2 propositions suivantes :

(i) T est continue.
(i) 3A=0,¥(f,9) € F x G - [ T(f,9)|a < Al flFlgllc

Attention, pour une application linéaire de F' x G vers H le dernier terme de I'inégalité aurait
été A(||fllr + llgllc), ce qui donne une caractérisation différente.

Démonstration. Montrons d’abord 'implication de (ii) vers (7) en utilisant le critere séquentiel.
Soit donc (fy, gn) une suite qui converge vers (f,g).

T(fn,9n) = T(f,9) =T (fn,90) = T(f,90) + T(f,90) — T(f, 9)
(fo=Ff.90) —T(fs9n — 9)

(

(

I
N 984

En utilisant ’hypothese du point (ii), on a

1T (frsgn) = T(f; I < Al fa = Fll-llgn = gll + 1 = FU-gll + llgn — gll-llgll) -

Le membre de droite tend vers 0 lorsque (fy,, gn) tend vers (f, g) et donc T'(fn, gn) tend bien
vers T'(f,g). T est donc continue (par le critere séquentiel).
Montrons maintenant I'implication directe de (i) vers (ii). Supposons que 1" est continue.
~1(By(0,1)) est un ouvert qui contient 0. Il contient donc une boule (pour la norme de F x G)
autour de 0. Ceci s’écrit

Ir>0,9(f,9) € FxG,|fllr<retlgle <r= T g)llx <1

Par ailleurs, si f = 0 ou g = 0 alors T'(f,g) = 0. Sinon, la bilinéarité de T permet d’écrire
que

2
r r r
T(f 5 9-577) = T(f.9)
2(7177 2lgll~ 4llfINgll
et
simpagip)| =r/2<r
200177 219l
Il vient donc que
V(fi9) € Ex G T(f,9)llm < Allflrlglle
avec A
A=—.
r2
Ce qui conclut la preuve. O
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2.2.3 Densité et séparabilité

Souvent, prouver des propriétés au sujet des éléments d’un e.v.n. passe par une démonstration
plus facile pour certains points de cet espace (par exemple, les fonctions continues dans I’espace
des fonctions intégrables) puis on conclut la démonstration par un argument de densité. La
densité d’un sous-ensemble signifie que celui-ci approche d’aussi pres que 'on veut n’importe
quel point de 'espace.

La séparabilité (& ne pas confondre avec séparation) est une propriété qu’auront la plupart
des e.v.n. étudiés dans la suite du cours, et qui signifie qu'une partie dénombrable de I'e.v.n.
est dense. La séparabilité garantit la possibilité d’obtenir une “base” dénombrable de 'e.v.n.
(on verra dans les compléments qu'un e.v.n. complet de dimension infinie ne peut pas avoir
une base algébrique dénombrable). La séparabilité donne une base topologique dénombrable
de manipulation presque aussi aisée qu’une base algébrique classique. Cette notion de base
topologique sera abordée en détail lorsque 1’on parlera de base hilbertienne.

Définition 2.29 (Densité). Soit E un e.v.n. et A un sous-ensemble de E. On dit que A est
dense dans E si

pour tous x € E et € > 0, il existe y € A tel que ||z —y| < €.

Définition 2.30 (Séparabilité). Un e.v.n. est dit séparable s’il contient un sous ensemble dense
et dénombrable.

La notion de séparabilité n’est pas propre aux e.v.n. et pourrait étre définie pour tout espace
topologique comme I'indique le résultat suivant.

Proposition 2.31. Soit £ un e.v.n.. Il y a équivalence entre les 2 propositions suivantes.
(i) E est séparable.

(ii) Il existe un ensemble dénombrable de boules (A;)ien tel que tout ouvert de E s’écrit comme
une union de boules prises dans cet ensemble.

Démonstration. On suppose que tout ouvert de F s’écrit comme union de boules prises dans un
ensemble dénombrable de boules. On note (A;);en cet ensemble de boules. On choisit des points
x; dans chaque A;. Alors la famille (z;);en est dense.

En effet, soit y un point de E et € > 0. La boule B(y, €) est une union d’un certain nombre
des A;. Elle contient donc au moins I'un d’entre eux, A;,, mais alors x;, se trouve dans cette
boule. Ce qui prouve la densité de (z;);en.

Si une famille dénombrable (z;);cn est dense dans E, alors la famille des boules (B(x;, 7)) ieN,reQt
forme un ensemble dénombrable de boules que ’on note (4;);es. Si O est un ouvert, on va mon-

trer que
o= J 4;.
j,Aj cO

i.e. O est égal a l'union des A; qui sont inclus dans O. L’inclusion de {J; A,CO Aj dans O est
triviale par définition (on a pris que des boules incluses dans O). Reste I'inclusion réciproque.

Soit € O, alors, d’'une part 3r > 0, B(z,r) C O car O est ouvert. Et comme les x; sont
denses Jip tel que ||z — ;.|| < r/10. En choisissant ro un rationnel tel que /10 < 9 < r/2, la
boule B(z;,,ro) fait partie de la famille des A;, est contenue dans O (par inégalité triangulaire)
et contient x. Donc

ce qui conclut la preuve. O
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2.2.4 Les formes linéaires et leurs noyaux

On se souvient qu’en dimension finie, on a & notre disposition un résultat bien utile pour
évaluer les dimensions d’espaces liés aux applications linéaires (image et noyaux) : le théoreme
du rang. En dimension infinie, un tel résultat n’est plus valide.

Définition 2.32 (Forme linéaire et hyperplan). Soit E un espace vectoriel. On appelle forme
linéaire toute application linéaire allant de E vers son corps de base (qui est R ou C). Le noyau
d’une forme linéaire non nulle est appelé un hyperplan.

Si F est un e.v.n., la continuité d’une forme linéaire est définie en munissant le corps de base
d’une structure d’e.v.n. (de dimension 1) sur lui-méme avec comme norme la valeur absolue ou
le module |x|.

Le résultat suivant sur les hyperplans, trivial en dimension finie en utilisant le théoréeme du
rang, reste valide en dimension infinie.

Proposition 2.33. Soit F' un hyperplan dans ’espace vectoriel E. Alors il existe un sev G de
dimension 1 tel que F & G = E. D’autre part, si G un sous-espace vectoriel tel que F &G =FE
(c’est-a-dire F + G = E et FNG = {0}). Alors G est de dimension 1.

Démonstration. Existence : Comme F' est le noyau d’une application linéaire f supposée non—
nulle, on choisit x( tel que f(x¢) # 0. Quitte a diviser g par f(xo) on peut supposer f(zg) = 1.
On pose G = Vect(zg) (i.e. la droite engendrée par zp). G est bien de dimension 1 et on montre
que G @ F = E : on peut écrire, pour tout élément z de F

x = f(x)zo + (z = f(x)z0)

comme f(z — f(x)xo) = f(x) — f(z)f(xo) = 0 on a bien que G + F = E. Par ailleurs, si
f(Azp) =0 on a A = 0. Cest-a-dire que F' et G sont supplémentaires.

Tout G est de dimension 1 Soit f une forme linéaire non—nulle de noyau F. Alors on
vérifie que le noyau de la restriction de f & G est nul : siz € G et f(z) = 0 alors z € GNF = {0}.
La restriction de f a G est donc une bijection de G dans le corps de base. D’otu le résultat. [

Tout sous—espace vectoriel de dimension finie d'un e.v.n. est fermé (voir les exercices ). Le
résultat suivant n’a donc un intérét que pour les e.v.n. de dimension infinie.

Proposition 2.34. Un hyperplan dans e.v.n. est soit dense soit fermé.

Démonstration. Soit donc f une forme linéaire non nulle définie sur un e.v.n. E et K = f~1({0})
son noyau. Si K n’est pas fermé, il existe x € K \ K. Donc f(x) # 0. Pour tout y € E, on écrit
@) . f)

y:[y—mx]ijx.

Le terme entre crochets est dans K (et donc aussi dans K) f y est nulle. Le terme suivant
est co-linéaire & x. Comme K est un e.v., K l'est aussi (il suffit d’utiliser la caractérisation
séquentielle de ce dernier pour s’en rendre compte). Cette écriture de y montre donc que y € K.
Donc K est dense. 0

2.3 Complétude

2.3.1 Espaces de Banach (e.v.n. complets)

Le critere de Cauchy est un critére nécessaire pour la convergence qui ne nécessite pas la
connaissance de la limite. Dans certains espaces (les espaces de Banach, voir ci-dessous), il
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devient un critere suffisant, ce qui est tres pratique pour prouver une convergence sans avoir
besoin d’exhiber la limite.

Définition 2.35 (Suites de Cauchy). Une suite (x,) dans un e.v.n. E est dite de Cauchy si
pour tout € > 0, il existe N t.q. pour tous m,n > N, ||z, — x| < €.

Soit, aussi petit que soit € il existe un rang N o partir duquel tous les x,, sont proches d € preés
les uns des autres.

Evidemment, toute suite convergente est une suite de Cauchy (& partir d'un certain rang
tous les x, sont proches & €/2 pres de la limite ils sont donc au plus a distance € entre eux par
inégalité triangulaire).

Par contre, il n’est pas clair que toute suite de Cauchy est une suite convergente. Les espaces
dans lesquelles cela est vrai s’appellent “espaces complets” et leurs propriétés sont étudiée ci-
apres.

Définition 2.36 (e.v.n. complet, ou Banach). Un e.v.n. E est dit complet (ou encore espace de
Banach) si toute suite de Cauchy converge vers un point de [’espace.

La complétude est une propriété fondamentale, car elle permet de prouver la convergence
d’une suite sans avoir a exhiber sa limite. Un e.v.n. de dimension finie est complet. La propriété
de complétude sera cruciale pour les e.v.n. de dimension infinie que 'on introduira.

Proposition 2.37 (Séries absolument convergentes). Un espace vectoriel normé (E, | - ||) est
complet si et seulement si toute série de terme général (zn)n>o telle que Y-, ¢ |lzn| < oo est
convergente. On dit que la série ), <, T, est absolument convergente.

Bien sir toute série convergente n’est pas nécessairement absolument convergente.

Démonstration. D’abord on montre que si toute série absolument convergente est convergente
alors toute suite de Cauchy est convergente. On suppose donc que toute série absolument conver-
gente est convergente et soit (z,) une suite de Cauchy. Pour tout entier k il existe un rang N

tel que
1

2k
Quitte & augmenter les Ny on peut supposer que Ny > Nj_1 (pour forcer la suite Ny & tendre
vers l'infini). On considere la suite (y;) définie par

Vn,m 2 Ny, [|2n — ml| <

Vk € N, Yk = TN,

(c’est une sous-suite de x) et on définit z; = yr — yr—1 (pour les k > 0 et zp = yp). On a

2
2k
La série des zp est donc absolument convergente. Elle est convergente par hypothese. Or la
somme zg + 21 + -+ + 2 = Y. Donc la suite (yx) est convergente et c’est une sous suite de la
suite (zy). Or une fois qu'une sous-suite d’une suite de Cauchy est convergente alors on montre
facilement que la suite toute entiere est convergente (vers la méme limite).

Maintenant, nous allons montrer que si un e.v.n. est complet (i.e. toute suite de Cauchy
converge) alors toute série absolument convergente est convergente. Soit (z,) une série absolu-
ment convergente. La suite (y,,) définie par

2]l <

n

ynzzzk

k=0
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est de Cauchy. En effet la série des ||z, || est sommable. Si € > 0 il existe N tel que

o0
Sl <
k=N

et alors pour tout n >m > N, on a

n

1y = Yl = 1 = Y1) + Wn-1 = tn2) + -+ Wmr —vm) | < D Nzl <e
k=m+1

L’avant derniere inégalité étant due a l'inégalité triangulaire. On a montré que (y,) est de
Cauchy, donc converge, ainsi que la série des (z,), ce qu'il fallait démontrer. O

Proposition 2.38 (Prolongement d’une application linéaire continue). Soient E et F deux
espaces vectoriels normés, F' complet, et G un sous-espace vectoriel dense dans E. Si A est
un opérateur linéaire continu de G dans F', alors il existe un prolongement unique A linéaire
continu de E dans F et la norme opérateur de A est égale ¢ la norme de A.

Démonstration. Soit x € E. Comme G est dense dans E, il existe une suite (z,) dans G telle
que lim,,_, ||z, — z|| = 0. La suite (z,,) étant convergente, elle est de Cauchy. A étant linéaire
continu on a

[Azn = Az < [|A[lllzn = @ml| -

On en déduit que Ax, est une suite de Cauchy de F' qui est complet. La suite Ax, est donc
convergente vers un élément y de F'. On vérifie facilement que y ne dépend pas de la suite z,, et
on pose donc A f=u. A est linéaire par construction et de plus on a

|Az| = lim [|Az, ]| < lim [|A]ae,mllzal = Al ag.r 2]
ce qui prouve que .
|Allace,ry < 1Al a@c,F) -

Comme Az = Az pour tout z € G, on a
1Al ace,r) = Al ac,F) -

Enfin, G étant dense dans E, il est clair que A est unique. En effet, si A; et Ay sont deux
applications linéaires égales sur G et continues sur E, alors A; — Ay = D est une application
linéaire continue nulle sur G' et D~({0}) est un fermé qui contient une partie dense (G), c’est
donc l'espace tout entier (F) et on a bien

Al = 1212 )
ce qui conclut la preuve. O

2.3.2 Complétion

Comme nous 'avons dit, la propriété de complétude a un grand intérét pratique pour pouvoir
étudier la convergence d’une suite.

Le résultat suivant est assez rassurant puisqu’il explique que si un espace n’est pas complet,
on peut toujours le compléter. La difficulté (cachée) du résultat est que I’espace complet obtenu
peut étre difficile a décrire ou a étudier.
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Théoréme 2.39 (Complétion d'un e.v.n.). Si E est un e.v.n. alors il existe un e.v.n. F' tel que
1. L’e.v.n. F est complet.

2. Il existe une application linéaire notée I de E vers F' qui est isométrique et telle que I(E)
est dense dans F'.

De plus, si Fy est un autre e.v.n. qui vérifie les deux proprié¢tés et que Is est lisométrie dont il
est fait mention au point (2) alors Iyo I~! se prolonge en une isométrie bijective entre F et Fy.
En d’autres termes F' est unique a une isométrie pres.

Remarque 2.40. Le premier exemple de complétion d’un espace est la construction de R a partir
des suites de Cauchy de Q.

Démonstration. Existence : Soit GG 'ensemble des suites de Cauchy de FE. On considere la
relation ~ entre éléments de G définie par

(z ~y) & (lim(z —y) = 0)

i.e. les suites x et y sont en relation si et seulement si la suite  — y tend vers 0. La relation ~
est une relation d’équivalence (elle est bien symétrique, réflective et transitive).

On note F' I’ensemble des classes d’équivalence de G modulo la relation ~. Ainsi un élément
de F est un ensemble de suites de Cauchy dont les différences deux a deux tendent vers 0.

On va munir ' d’une structure d’espace vectoriel normé et montrer qu’il est complet pour
cette norme. Disons tout de suite ce que sera l’application I (qui injecte E dans F') : Vt € E, I(t)
est la classe d’équivalence dans G de la suite constante égale a ¢ (qui est bien de Cauchy).

Pour la suite de la démonstration, nous utilisons les notations suivantes :

— Une lettre majuscule, par exemple X désignera un élément de F' : c’est un ensemble de
suites de Cauchy liées entre elles par la relation ~.

— Une lettre en caractere gras, par exemple x désignera une suite d’éléments de E dont les
termes seront notés x,,. Une suite peut aussi étre notée (z,), (notation habituelle).

— Enfin, lorsque nous considérerons des suites d’éléments de F' (c’est-a-dire des suites de
suites d’éléments de E) nous utiliserons un exposant pour noter la position dans la suite.
Par exemple Y™ est le m-iéme terme de la suite (Y),, et est un élément de F'.

La norme sur F' : Si X est un élément de F' on définit sa norme par
|IX||F = lim ||z,| ol x est un élément de X
n—oo

On vérifie facilement que cette définition a un sens. En effet, si x est une suite de Cauchy alors
la suite (||zn||)n est aussi une suite de Cauchy (Vt,l € E||t|| — ||lI]|| < ||t — ]| par inégalité
triangulaire). Et comme R est complet la suite des (||zy]|), admet une limite. Par ailleurs si
x ~y alors ||z, || — ||yn]| tend vers 0 et donc la valeur de || X || r ne dépend pas de la suite x € X
choisie.

Somme de deux éléments de ' Si X et Y sont deux classes d’équivalence de ~ on définit
X +r Y comme étant la classe d’équivalence de x +y ol x € X et y € Y. On vérifie encore
une fois que la somme de deux suites de Cauchy est bien de Cauchy et que la classe de x +y ne
dépend pas des suites x € X et y € Y choisies.

On fait de méme pour définir la multiplication par un scalaire :-VA € (C ou R), X € F, \X
est la classe d’équivalence de Ax ou x € X est une suite de ’ensemble X. Encore une fois la
classe de Ax ne dépend pas du x € X choisi.

On vérifie que ces opérations induisent une structure d’espace vectoriel sur F'. Il nous reste a
montrer que ce que nous avons appelé ||.|| 7 est bien une norme et que F est complet pour cette
norme.

21



1. Si X et Y vérifient | X —Y||r = 0 il faut montrer que X =Y. Or l'assertion | X —Y||r =0
signifie

Vxe X, yeY, lim|z, —ylle=0VxeX, yeY, (z~y) & X=Y.

2. La symétrie est triviale.

3. Inégalité triangulaire : Soient x € X et y € Y deux suites de deux éléments de F', on a

X +Ylp=lim |z, +yolle < lm[zalle + llyalle = [ X]e + Y] -

4. Par les définitions, il est clair que [|AX||r = |\|||X]||F.

Enfin, la preuve de la complétude de F' se fait comme suit :
Une petite définition technique : Pour € > 0, une suite (z,), d'un e.v.n est dite e-serrée si

Vm,n, ||zn — xm| <€

On remarque que si (zy,), est une suite de Cauchy et € > 0 il existe une suite (y,), qui lui
est équivalente (au sens de ~) qui est e-serrée. Cela est immédiat, il suffit de prendre y,, = x4+ N
ou N est 'indice associé a € par la définition des suites de Cauchy.

On prouve maintenant que F' est complet. On fixe une suite (X™),, de Cauchy de F'. Il est
clair qu’il suffit de démontrer que n’importe quelle sous-suite de (X™),, converge pour montrer
que (X™),, converge. On fixe (Y'*); une sous-suite de (X™),, qui vérifie

Wk >m, [[VE— YT < —
m
(il suffit, pour tout m de prendre Y™ = XN tel que N(m) est I'indice associé & %, il faut
faire attention queN (m) soit croissant en fonction de m)
Pour tout m on fixe y™ € Y™ une suite dans la classe Y et qui est %-serrée (c’est possible
par la remarque qui vient apres la définition des suites e-serrées).

Enfin, on pose
n
Zn = Yp

D’abord, (z), est de Cauchy. En effet,

1zn = zmll = llyn — ym |l < llym — o'l + o' — o™ + llw™ — vl

En prenant n et m assez grands pour que [|[Y" —Y"™||r < € et que y" et ¥ soient e-serrées et en
faisant tendre [ vers I'inifini, on obtient ||z, — 2y, || < 3e (car ||y} — y;"| tend vers [|[Y" —Y ™| p).

On va montrer que les suites y™ tendent vers la suite z (au sens de la norme de l'espace F
des suites de Cauchy) ce qui prouvera que la classe de z est limite de la suite (Y™),, et donc de

(X))
Soit € > 0 et M un entier tel que € > ﬁ Soit n,k > M, on a

k k k k k
lzn = ynll = lyn — vnll < llyn — 'l +lw — v | + lyi’ — vnll

Lorsque [ tend vers I'infini, la quantité ||y — y;"|| tend vers la distance entre les suites y™
et 4™ qui est plus petite que 1/M < e. Par ailleurs, les suites y* et y™ sont e-serrées. D’otl,

V> M, Vn> M, |z, —y| < 3e

On en déduit que la distance entre la suite z et la suite y”* est inférieure & 3e. La classe de la
suite z est donc limite de la suite (Y),,. Ceci conclut la preuve de complétude de F.
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Il nous reste & montrer que I(E) est dense dans F' (on rappelle que I(t) est la classe de la
suite (de Cauchy) constante égale a t).

Soit X € F, e > 0 et x € X une suite représentant la classe X. Soit N I'indice associé a €
pour la suite x par la définition des suites de Cauchy (n,m > N =